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Аннотация

В работе определяются дефектные числа задачи Дирихле для пра-
вильно эллиптического уравнения четвертого порядка в единичном
круге. Показано, что при определенном расположении корней харак-
теристического уравнения эта задача или является однозначно раз-
решимой, или дефектные числа равны единице.
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Пусть D -единичный круг комплексной плоскости и Γ = ∂D. Мы рас-
сматриваем эллиптическое дифференциальное уравнение четвертого по-
рядка

4∑
k=0

Ak
∂4U

∂xk∂y4−k = 0, (x, y) ∈ D, (1)

гдеAk такие комплексные постоянные (A0 ∕= 0), что корни �j , j = 1, . . . , 4
характеристического уравнения

A0�
4 +A1�

3 +A2�
2 +A3�+A4 = 0 (2)

удовлетворяют условиям

Im�1 > 0, Im�2 > 0, Im�3 < 0, Im�4 < 0. (3)

Мы ищем функциюU - решение уравнения (1), в классеC4(D)∩C1,�(D∪
Γ), удовлетворяющую на границе Γ условиям Дирихле:

∂kU

∂Nk

∣∣∣∣
Γ

= fk(x, y), (x, y) ∈ Γ, k = 0, 1. (4)
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Здесь f1 и f2 некоторые заданные на Γ функции, которые вместе с df1

dS удо-
влетворяют условию Гельдера на Γ, ∂

∂N - производная по направлению
внутренней нормали к Γ, а d

dS - производная по длине дуги Γ.
Задача (1), (4) фредгольмова (см. [1], [2]). В [3] и [4] были получены

необходимые и достаточные условия однозначной разрешимости этой за-
дачи в единичном круге. Аналогичный результат для правильно эллипти-
ческого уравнения высшего порядка был получен в [5]. В работах [3], [5]
были получены формулы, позволяющие, в случае нарушения однозначной
разрешимости, по коэффициентам уравнения (1) определить дефектные
числа задачи (1), (4). Далее, в [6] было отмечено, что эти результаты мож-
но уточнить. Было показано, что при нарушении однозначной разрешимо-
сти при некотором расположении корней характеристического уравнения
дефектные числа задачи (1), (4) равны единице. Целью настоящей рабо-
ты является доказательство этого утверждения для другого расположения
корней характеристического уравнения.

Для точной формулировки полученных результатов, представим (1) в
комплексной форме, используя обозначения
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2
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При этом уравнение (1) примет вид(
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U = 0, (5)

при (x, y) ∈ D, где

�k =
i− �k
i+ �k

, �k =
i+ �2+k

i− �2+k
, k = 1, 2.

Отметим, что из (3) имеем

∣�k∣ < 1, ∣�k∣ < 1, k = 1, 2. (6)

Рассмотрим случай, когда что �1 = i, �1 ∕= �2 и �3 ∕= �4. Обозначим

� = �2�1, 
 = �2�2 (7)

Для этого случая в [3] было доказано, что задача (1), (4) однозначно раз-
решима тогда и только тогда, когда

Δk =

∣∣∣∣∣∣
1 �k 
k

1 � 

1 1 1

∣∣∣∣∣∣ ∕= 0, k = 3, 4, . . . . (8)
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При этом, если при некотором k0 имеем Δk0
= 0, то однородная задача

(1), (4) (при fk ≡ 0, k = 1, 2) имеет одно нетривиальное решение, соот-
ветствующее этому Δk0 , которое является многочленом, порядка k0 + 1.
Для разрешимости неоднородной задачи необходимо выполнение одно-
го линейно независимого условия на граничные функции. Таким образом,
для определения дефектных чисел рассматриваемой задачи необходимо и
достаточно подсчитать количество детерминантов Δk0

, которые обраща-
ются в нуль.

Получаем следующую теорему.

Теорема 1. Пусть � и 
 из (7)- действительные числа. Тогда условия
(8) могут нарушаться только при одном значении k. Таким обра-
зом, в этом случае задача (1), (4) или является однозначно разре-
шимой, или дефектные числа этой задачи равны единице.

Отметим, что утверждение теоремы 1 также верно и в случае, когда
�1 = i, �3 = �4 (см. [6]). Поэтому можем предположить, что эта тео-
рема верна при произвольном расположении корней характеристического
уравнения, однако это утверждение нуждается в доказательстве.
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