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Ââåäåíèå

Àïïðîêñèìàöèÿ ãëàäêîé ôóíêöèè íà êîíå÷íîì îòðåçêå ÷àñòè÷íîé ñóì-

ìîé ðÿäà Ôóðüå (èëè êëàññè÷åñêîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé èíòåðïîëÿöèîí-

íîé ôîðìóëîé), âîîáùå ãîâîðÿ, íåýôôåêòèâíà èç çà î÷åíü ìåäëåííîé L2-

ñõîäèìîñòè è ñóùåñòâåííûì âëèÿíèåì ÿâëåíèÿ Ãèááñà âáëèçè ãðàíèöû.

Íå òàê äàâíî áûëè ïðåäëîæåíû ìåòîäû, ïîçâîëÿþøèå óñïåøíî ïðåî-

äîëåòü ÿâëåíèå Ãèááñà è ïîëó÷èòü õîðîøåå ïðèáëèæåíèå äëÿ ãëàäêîé

ôóíêöèè [1-6]. Â ðàáîòå [1] èñïîëüçóþòñÿ çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ ðàçëà-

ãàåìîé ôóíêöèè íà êîíöàõ îòðåçêà. Èíîé ïóòü ñâÿçàí èëè ñ ïîëèíîìàìè

Áåðíóëëè (Eckhoff, Wasberg [2,3]) (äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ), èëè ñ ïîëèíî-

ìàìè Ãåãåíáàóåðà (Gelb, Gottlieb [4,5]) (äëÿ îäíîìåðíîãî è äâóõìåðíîãî

ñëó÷àåâ).

Íèæå ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä Áåðíóëëè äëÿ ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ.

Ïîäðîáíîå èçó÷åíèå àñèìïòîòèêè êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå, à òàêæå ðàñ-

ùåïëåíèå îñíîâíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé íà ñàìîñòîÿòåëüíûå ñèñòåìû, ïîç-

âîëèëè ïîñòðîèòü äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì àïïðîêñèìàöèè ãëàä-

êèõ â êâàäðàòå ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ. Äàííûé ïîäõîä ìîæíî ïðè-

ìåíèòü è â ñëó÷àå áîëüøåé ðàçìåðíîñòè.

×èñëåííûå ðåçóëüòàòû, ïðîâåäåííûå ïðèìåíåíèåì ñèñòåìû

MATHEMATICA 3.0 (ñì. [7]), ïîäòâåðæäàþò ýôôåêòèâíîñòü ïîñòðîåííûõ
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àëãîðèòìîâ. Çàìåòèì, ÷òî ðàíåå (ñì. [3]) ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäà Áåðíóëëè

â äâóõìåðíîì ñëó÷àå ïîäâåðãàëàñü ñîìíåíèþ.

1. Ìåòîä Áåðíóëëè â îäíîìåðíîì ñëó÷àå

Êðàòêî èçëîæèì ìåòîä Áåðíóëëè äëÿ ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé (ïîä-

ðîáíîñòè ñì. â [2]).

1.1. Ïóñòü f ∈ CQ+2[−1, 1] è

fn =
1

2

Z 1

−1
f(t)e−iπntdt, |n| ≤ N (1.1)

åå èçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå. Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

Ak = f
(k)(1)− f (k)(−1), k = 0, 1, · · · , Q. (1.2)

Îáùåèçâåñòíà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà

Ëåììà 1. Ïóñòü f(x) ∈ CQ+1[−1, 1]. Äëÿ n 6= 0

fn =
(−1)n+1

2

QX
k=0

Ak
(iπn)k+1

+
1

2(iπn)Q+1

Z 1

−1
f (Q+1)(t)e−iπntdt. (1.3)

Ôîðìóëà (1.3) ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü ôóíêöèþ f â âèäå

f(x) =

QX
k=0

AkBk(x) + w(x), (1.4)

ãäå w(x) íåêîòîðàÿQ ðàçà íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà R è ïåðèîäè-

÷åñêàÿ (ñ ïåðèîäîì äâà) ôóíêöèÿ è w(x) ∈ CQ+2[−1, 1], à Bk(x)- ïîëèíîìû
Áåðíóëëè, êîýôôèöèåíòû Ôóðüå êîòîðûõ èìåþò âèä

Bk,n =

⎧⎪⎨⎪⎩
(−1)n+1
2(iπn)k+1

, ±1,±2, · · ·

0, n = 0,

k = 0, · · · , Q,
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à ñàìè îíè îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùåé ðåêóðåíòíîé ôîðìóëîé

B0(x) =
x

2
, Bk(x) =

Z
Bk−1(x)dx, x ∈ [−1, 1], k = 1, 2, · · · ,

ãäå êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ âû÷èñëÿåòñÿ èç óñëîâèÿZ 1

−1
Bk(t)dt = 0, k = 1, 2, · · · .

Êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè w(x) îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

wn = fn −
QX
k=0

AkBk,n, n = 0,±1, · · · ,±N, (1.5)

êîòîðûå ñëåäóþò èç (1.4). Èç (1.4) ïðèäåì ê ñëåäóþùåé àïïðîêñèìàöèîí-

íîé ôîðìóëå äëÿ f

NX
n=−N

fne
iπnx +

QX
k=0

Ak

Ã
Bk(x)−

NX
n=−N

Bk,ne
iπnx

!
, (1.6)

êîòîðàÿ èìååò ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè (ñì. [2])) ïîðÿäêà O( 1
NQ+1 ), N →∞.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÷èñåë Ak (k = 0, · · · , Q) âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì
(1.5). Òàê êàê wn = O( 1

nQ+2 ), n → ∞, à fn = O(
1
n), n → ∞, òî, çàìåíèâ (1.5)

ñëåäóþùåé ñèñòåìîé

fn =

QX
k=0

AfkBk,n, |n| = O(N) ≤ N, N →∞, (1.7)

ìû ñäåëàåì îøèáêó ïîðÿäêà O( 1
NQ+2 ), N →∞. Â [3] ïîêàçàío, ÷òî îøèáêà

|Ak − Afk | èìååò ïîðÿäîê O( 1
NQ−k+1 ), N → ∞. Â [2] ïîäðîáíî èññëåäîâàíî

ðåøåíèå ñèñòåìû (1.7).

Ïóñòü òåïåðü âìåñòî êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå èçâåñòíû çíà÷åíèÿ ôóíê-

öèè f íà ðàâíîìåðíîé ñåòè xk = 2k
2N+1 , k = 0,±1,±2, · · · ,±N . Îáîçíà÷èì

bfn = 1

2N + 1

NX
k=−N

f(xk)e
−iπnxk , n = 0,±1, · · · ,±N. (1.8)
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Àíàëîãè÷íî (1.6) ïðèäåì ê ñëåäóþùåé èíòåðïîëÿöèîííîé ôîðìóëå

NX
n=−N

bfneiπnx + QX
k=0

Ak

Ã
Bk(x)−

NX
n=−N

bBk,neiπnx! , (1.9)

ãäå ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ ÷èñåë Ak îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû

bfn = QX
k=0

Adk
bBk,n, |n| = O(N) ≤ N, N →∞. (1.10)

Çäåñü òàêæå îøèáêà |Ak −Adk| èìååò ïîðÿäîê O( 1
NQ−k+1 ), N →∞.

1.2.Óïðîñòèì òåïåðü ïóòü ðåøåíèÿ ñèñòåì (1.7) è (1.10). Çàìåòèì, ÷òî

ïðè ÷åòíûõ k Bk,−n = −Bk,n, à ïðè íå÷åòíûõ - Bk,−n = Bk,n. Ýòî ïîçâîëÿåò
ðàñùåïèòü (1.7) íà äâå ñàìîñòîÿòåëüíûå ñèñòåìû

fn − f−n
2

=

Q1X
k=0

Af2kB2k,n, |n| = O(N) ≤ N, N →∞, (1.11)

fn + f−n
2

=

Q2X
k=0

Af2k+1B2k+1,n, |n| = O(N) ≤ N, N →∞, (1.12)

ãäå Q1 = Q2 =
Q+1
2 ïðè íå÷åòíûõ Q è Q1 = Q/2 + 1, Q2 = Q/2 ïðè ÷åòíûõ

Q.

Àíàëîãè÷íî èç (1.10) ïðèäåì ê ñëåäóþùèì ñèñòåìàì

bfn − bf−n
2

=

Q1X
k=0

Ad2k
bB2k,n, |n| = O(N) ≤ N, N →∞, (1.13)

bfn + bf−n
2

=

Q2X
k=0

Ad2k+1
bB2k+1,n, |n| = O(N) ≤ N, N →∞. (1.14)

Ñèñòåìû (1.11)-(1.14) ïîçâîëÿþò áîëåå òî÷íî âû÷èñëèòü ÷èñëà Ak ïðè ÷åò-

íûõ k è Q.

1.3. Ðàñùåïëåíèå (1.11)-(1.14) ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü, âîîáùå ãîâîðÿ,

ìåíüøåå íàêîïëåíèå îøèáîê, ÷åì ïðè ïðÿìîì ðåøåíèè ñèñòåì (1.7) è

(1.10). Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû. Â òàáëèöàõ 1.1 è 1.3
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(ñì. ï. 3) ïðåäñòàâëåíû îøèáêè rfk = |Ak − A
f
k | è rdk = |Ak − Adk| ñîîòâåòñò-

âåííî, ïðè ÷åòíûõ Q è k, äëÿ ôóíêöèè sin(x− 1), ãäå ÷èñëà Afk è Adk âû÷èñ-
ëåíû èç (1.7) è (1.10) ïðè n = −N,N,N/2,−N/2, 2N/3, −2N/3, · · · , êàê ïðåä-
ëîæåíî â [4]. Òå æå ñàìûå îøèáêè ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöàõ 1.2 è 1.4 ãäå

÷èñëà Afk è A
d
k âû÷èñëåíû èç (1.11), (1.12) è (1.13), (1.14) ïðè n = −N, N, N/2,

−N/2, 2N/3, −2N/3, · · · . Ñðàâíåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ
òî÷íîñòü óâåëè÷èâàåòñÿ íà äâà ïîðÿäêà.

Â òàáëèöàõ 1.5 è 1.6 ïðåäñòàâëåíû ðàâíîìåðíûå îøèáêè ïðèìåíåíèÿ

ôîðìóëû (1.6), ãäå âìåñòî ÷èñåë Ak ïîäñòàâëåíû ÷èñëà A
f
k âû÷èñëåííûå èç

ñèñòåì (1.7) è (1.11), (1.12) ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ ôóíêöèè sin(x−1). Ñðàâíå-
íèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïî ñðàâíåíèþ ñ àëãîðèòìîì [2], òî÷íîñòü óâåëè÷è-

âàåòñÿ â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ íà ïîðÿäîê. Àíàëîãè÷íûå ýêñïåðèìåíòû ïî-

êàçûâàþò, ÷òî ôîðìóëà (1.9) ïî ñðàâíåíèþ ñ (1.6) áîëåå âÿëî ðåàãèðóåò íà

ïîâûøåíèå òî÷íîñòè âû÷èñëåíèÿ íåêîòîðûõ èç ÷èñåë Ak. Â ýòîì ñëó÷àå,

äëÿ ôóíêöèè sin(x−1), îøèáêà ïðàêòè÷åñêè îñòàåòñÿ ïðåæíåé. Ñîîòâåòñò-
âóþùèå ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöàõ 1.7 è 1.8.

2. Ìåòîä Áåðíóëëè
â äâóõìåðíîì ñëó÷àå

2.1 Ïóñòü f(x) ∈ CQ+2([−1, 1]× [−1, 1]) è

fnm =
1

4

Z 1

−1

Z 1

−1
f(x, y)e−iπ(nx+my)dxdy, |n|, |m| ≤ N (2.1)

ee êîýôôèöèåíòû Ôóðüå.

Ëåììà 2. Ïóñòü f(x) ∈ CQ+1([−1, 1] × [−1, 1]). Äëÿ n,m 6= 0 ñïðàâåäëèâà

ôîðìóëà

fnm =
(−1)n+1

4

QX
k=0

1

(iπn)k+1

Z 1

−1

³
f (k,0)(1, t)− f (k,0)(−1, t)

´
e−iπmtdt+

+
(−1)m+1

4

QX
s=0

1

(iπm)s+1

Z 1

−1

³
f (0,s)(t, 1)− f (0,s)(t,−1)

´
e−iπntdt−
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− (−1)
n+m

4

QX
s=0

QX
k=0

∆ks
(iπn)k+1(iπm)s+1

+ (2.2)

+
1

4(iπn)Q+1(iπm)Q+1

Z 1

−1

Z 1

−1
f (Q+1,Q+1)(t, z)e−iπnte−iπmzdzdt,

ãäå

f (k,s)(x, y) =
∂k+s

∂xk∂ys
f(x, y),

∆k,s = f
(k,s)(1, 1)− f (k,s)(−1, 1)− f (k,s)(1,−1) + f (k,s)(−1,−1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì ëåììó 1 ê ïåðâîìó èíòåãðàëó â (2.1)

fnm =
(−1)n+1

4

QX
k=0

1

(iπn)k+1

Z 1

−1

³
f (k,0)(1, y)− f (k,0)(−1, y)

´
e−iπmydy+

+
1

4(iπn)Q+1

Z 1

−1

Z 1

−1
f (Q+1,0)(x, y)e−iπ(nx+my)dxdy, n 6= 0.

(2.3)

Ïðèìåíèì òåïåðü ëåììó 1 êî âòîðîìó èíòåãðàëó âî âòîðîì ñëàãàåìîì

â (2.3)

fnm =
(−1)n+1

4

QX
k=0

1

(iπn)k+1

Z 1

−1

³
f (k,0)(1, y)− f (k,0)(−1, y)

´
e−iπmydy+

+
(−1)m+1

4

QX
s=0

1

(iπm)s+1

Z 1

−1

³
f (Q+1,s)(x, 1)− f (Q+1,s)(x,−1)

´
e−iπnxdx+

+
1

4(iπn)Q+1(iπm)Q+1

Z 1

−1

Z 1

−1
f (Q+1,Q+1)(x, y)e−iπ(nx+my)dxdy, n,m 6= 0.

(2.4)

Ïðèìåíèâ, íàêîíåö, ëåììó 1 êî âòîðîìó ñëàãàåìîìó â (2.4) ïîëó÷èì

(2.2).•

6



Ëåììà 2 ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü ÷àñòè÷íûé ðÿä Ôóðüå

fN (x, y) =
NX

n,m=−N
fnme

iπ(nx+my)

ñëåäóþùèì îáðàçîì

fN (x, y) = F (x, y) + wN (x, y), (2.5)

ãäå

F (x, y) =

QX
k=0

Bk(x)
³
f (k,0)(1, y)− f (k,0)(−1, y)

´
+

+

QX
s=0

Bs(y)
³
f (0,s)(x, 1)− f (0,s)(x,−1)

´
−

−
QX
s=0

QX
k=0

∆ksBk(x)Bs(y)−

− 1
2

QX
k=0

Bk(x)

Z 1

−1

³
f (k,0)(1, t)− f (k,0)(−1, t)

´
dt−

(2.6)

−1
2

QX
s=0

Bs(y)

Z 1

−1

³
f (0,s)(t, 1)− f (0,s)(t,−1)

´
dt+

+
1

2

Z 1

−1
f(t, y)dt+

1

2

Z 1

−1
f(x, t)dt.

wN (x, y) àïïðîêñèìèðóåò íåêîòîðóþ ôóíêöèþ w(x, y), êîòîðàÿ èìååò íåï-

ðåðûâíûå è ïåðèîäè÷åñêèå (ñ ïåðèîäîì äâà) íà R×R ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
w(k,s)(x, y), k, s = 0, 1, · · · , Q è èìååò âèä

wN (x, y) =
1

4

N 0X
n,m=−N

eiπ(nx+my)

(iπm)Q+1(iπn)Q+1
×

×
Z 1

−1

Z 1

−1
f (Q+1,Q+1)(z, t)e−iπ(nt+mz)dtdz − f00,

(2.7)
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ãäå øòðèõ îçíà÷àåò, ÷òî íóëåâûå ÷ëåíû â ñóììàõ îòñóòñòâóþò.

(2.5) ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü ôóíêöèþ f(x, y) â âèäå

f(x, y) = F (x, y) + w(x, y). (2.8)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ôóíêöèè w(x, y), èç (2.8) ïîëó÷àåì

ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ

wnm = fnm − Fnm, n,m = 0,±1, · · · ,±N, (2.9)

ãäå Fnm âû÷èñëÿþòñÿ èç (2.6)

F00 = 2f00, Fn0 = fn0, n 6= 0, F0m = f0m, m 6= 0,

Fnm =
(−1)n+1

2

QX
k=0

1

(iπn)k+1

Z 1

−1

³
f (k,0)(1, y)− f (k,0)(−1, y)

´
e−iπmydy+

+
(−1)m+1

2

QX
s=0

1

(iπm)s+1

Z 1

−1

³
f (0,s)(x, 1)− f (0,s)(x,−1)

´
e−iπnxdx−

− (−1)
m+n

4

QX
s=0

QX
k=0

∆ks
(iπn)k+1(iπm)s+1

, n,m 6= 0.

Ïîäñòàâëÿÿ (2.9) â (2.5) ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ àïïðîêñèìàöèîííóþ ôîðìóëó

fN (x, y) = F (x, y) +
NX

n,m=−N
(fnm − Fnm)eiπ(nx+my). (2.10)

Ââåäåì òåïåðü îáîçíà÷åíèå

RN (f) = f(x, y)− fN (x, y).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü f(x, y) ∈ CQ+1([−1, 1]× [−1, 1]). Òîãäà

RN (f) = O(
1

NQ+1
), N →∞.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî

RN (f) = w(x, y)− wN (x, y),

ãäå wN (x, y) -ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè w(x, y) è èìååò âèä (2.7).•

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f(x, y) = sin(5.3x+ 2.2y + 2). (2.11)

Â òàáëèöå 2.1 ïðåäñòàâëåíû ðàâíîìåðíûå ïîãðåøíîñòè ïðèìåíåíèÿ ôîð-

ìóëû (2.10) äëÿ ïðèìåðà (2.11) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ Q è N .

2.2. Òåîðåìà 1, à òàêæå ðåçóëüòàòû òàáëèöû 2.1, îòíîñÿòñÿ ê ñëó÷àþ,

êîãäà ôóíêèÿ F (x, y) è åå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå èçâåñòíû. Åñëè îíè âû-

÷èñëÿþòñÿ ïðèáëèæåííî, òî ê RN (f) äîáàâëÿåòñÿ è îøèáêà ýòîãî ïðèá-

ëèæåíèÿ.

Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè F (x, y) ñîãëàñíî ôîðìóëå (2.6) ïî èçâåñò-

íûì êîýôôèöèåíòàì Ôóðüå fnm, |n|, |m| ≤ N , íàäî ñíà÷àëà âû÷èñëèòü

êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèé

uk(y) = f
(k,0)(1, y)− f (k,0)(−1, y), y ∈ [−1, 1], k = 0, 1, · · · ,M, (2.12)

vs(x) = f
(0,s)(x, 1)− f (0,s)(x,−1), x ∈ [−1, 1], s = 0, 1, · · · ,M, (2.13)

à òàêæå ÷èñëà ∆k,s, k, s = 0, 1, · · · ,M, ãäå M ≥ Q íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî.
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå uk,m (m = 0,±1, · · · ,±N ) ôóíê-

öèé uk(y) (k = 0, 1, · · · ,M ), âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (2.3), ãäå âìåñòî Q
âçÿòî M . Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n = O(N), N → ∞ âòîðîå ñëàãàåìîå

â ïðàâîé ÷àñòè èìååò ïîðÿäîê O( 1
NM+2 ), N → ∞, à ïåðâîå- òîëüêî O( 1N ),

N →∞. Åñëè îòáðîñèòü âòîðîå ñëàãàåìîå â (2.3), òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÷èñåë
ufk,m ïîëó÷èòñÿ ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà

fnm =
(−1)n+1

2

MX
k=0

ufk,m
(iπn)k+1

, |n| = O(N) ≤ N, N →∞, m = 0,±1, · · · ,±N.

(2.14)
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Îøèáêà |ufk,m−uk,m| èìååò ïîðÿäîê O( 1
NM−k+1 ), N →∞, k = 0, 1, · · · ,M . Êàê

è â ïóíêòå 1, ñèñòåìó (2.14) ìîæíî ðàñùåïèòü íà ñëåäóþùèå ñàìîñòîÿòåëü-

íûå ñèñòåìû

fnm − f(−n)m =

(−1)n+1
M1X
k=0

uf2k,m
(iπn)2k+1

, |n| = O(N) ≤ N, N →∞, m = 0,±1, · · · ,±N,
(2.15)

fnm + f(−n)m =

(−1)n+1
M2X
k=0

uf2k+1,m
(iπn)2k+2

, |n| = O(N) ≤ N, N →∞, m = 0,±1, · · · ,±N,
(2.16)

ãäå M1 = M2 =
M+1
2 ïðè íå÷åòíûõ M è M1 = M/2 + 1, M2 = M/2 ïðè

÷åòíûõ M . Àíàëîãè÷íî, äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå vs,n (n = 0,±1, · · · ,±N )
ôóíêöèé vs(x) (k = 0, 1, · · · ,M ) ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà

fnm =
(−1)m+1

2

MX
s=0

vfs,n
(iπm)s+1

, |m| = O(N) ≤ N, N →∞, n = 0,±1, · · · ,±N,

(2.17)

ãäå îøèáêà |vfs,n − vs,n| èìååò ïîðÿäîê O( 1
NM−s+1 ), N → ∞, s = 0, 1, · · · ,M ,

èëè ñèñòåìû

fnm − fn(−m) =

(−1)m+1
M1X
s=0

uf2s,n
(iπm)2s+1

, |m| = O(N) ≤ N, N →∞, n = 0,±1, · · · ,±N,
(2.18)

fnm + fn(−m) =

(−1)n+1
M2X
k=0

uf2s+1,n
(iπm)2s+2

, |m| = O(N) ≤ N, N →∞, n = 0,±1, · · · ,±N,
(2.19)

×èñëà ∆k,s âîññòàíàâëèâàþòñÿ èç ñèñòåìû

fnm =
(−1)n+1

2

MX
k=0

uk,m
(iπn)k+1

+
(−1)m+1

2

MX
s=0

vs,n
(iπm)s+1

−

− (−1)
n+m

4

MX
s=0

MX
k=0

∆fk,s
(iπn)k+1(iπm)s+1

, |n|, |m| = O(N) ≤ N, N →∞,

(2.20)
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êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç (2.2) (Q ≡ M), åñëè îòáðîñèòü ïîñëåäíèé ÷ëåí,

êîòîðûé èìååò ïîðÿäîê O( 1
n2M+4 ), n → ∞. Îøèáêà |∆fr,r − ∆r,r| èìååò

ïîðÿäîê O( 1
N2M−2r+2 ), N → ∞. Âñå îñòàëüíûå ÷èñëà ∆k,s k, s ≤ r îïðåäå-

ëÿþòñÿ ñ áîëüøåé òî÷íîñòüþ. Åñëè âìåñòî ÷èñåë uk,n è vs,m ïîäñòàâèòü

÷èñëà ufk,n è v
f
s,m, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç ñèñòåì (2.14) è (2.17), òî äëÿ

îïðåäåëåíèÿ ÷èñåë ∆k,s ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó

fnm =
(−1)n+m

4

MX
s=0

MX
k=0

∆fk,s
(iπn)k+1(iπm)s+1

, |n|, |m| = O(N) ≤ N, N →∞,

(2.21)

ãäå îøèáêà |∆rr−∆frr| r = 0, 1, · · · ,M óæå èìååò ïîðÿäîê O( 1
NM−2r ), N →∞.

Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî ýòà îöåíêà íå îáåñïå÷èâàåò ñõîäèìîñòü äëÿ r ≥M/2.
Êàê è âûøå, ðàñùåïèì (2.21) íà ñëåäóþøèå ñàìîñòîÿòåëüíûå ñèñòåìû

fnm + f(−n)m + fn(−m) + f(−n)(−m) =

(−1)n+m
M2X
s=0

M2X
k=0

∆f2k+1,2s+1
(iπn)2k+2(iπm)2s+2

, |n|, |m| = O(N) ≤ N, N →∞.
(2.22)

fnm + f(−n)m − fn(−m) − f(−n)−m =

(−1)n+m
M1X
s=0

M2X
k=0

∆f2k+1,2s
(iπn)2k+2(iπm)2s+1

, |n|, |m| = O(N) ≤ N, N →∞.
(2.23)

fnm − f(−n)m + fn(−m) − f(−n)(−m) =

(−1)n+m
M2X
s=0

M1X
k=0

∆f2k,2s+1
(iπn)2k+1(iπm)2s+2

, |n|, |m| = O(N) ≤ N, N →∞.
(2.24)

fnm − f(−n)m − fn(−m) + f(−n)(−m) =

(−1)n+m
M1X
s=0

M1X
k=0

∆f2k,2s
(iπn)2k+1(iπm)2s+1

, |n|, |m| = O(N) ≤ N, N →∞.
(2.25)

2.3 Ðàñùåïëåíèå (2.22)-(2.25) ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî è áûñòðî ðåøàòü

(2.21). Ïðåäñòàâèì íåêîòîðûå ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû. Â òàáëèöàõ 3.1-3.8

ïðåäñòàâëåíû îøèáêè max
−N≤m≤N

|uk,m − ufk,m| äëÿ ïðèìåðà (2.11), äëÿ ðàçëè÷-

íûõ çíà÷åíèé N , M è k. ×èñëà ufk,m âû÷èñëåíû èç ñèñòåì (2.15), (2.16) ïðè

n = N , −N , N/2, −N/2, 2N/3, −2N/3 è òàê äàëåå.
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Ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî òî÷íîñòü ïðèáëèæåíèÿ äëÿ k = 0, 1, 2, 3

î÷åíü áûñòðî ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåìM , è äëÿ äàííîãî ïðèìåðà, ïðè 2N+1 =

257 èìååì òî÷íîñòü ïîðÿäêà 10−7 − 10−8. Ïðè k = 6, 7 ïîãðåøíîñòü î÷åíü

áîëüøàÿ, íî íàäî èìåòü â âèäó ÷òî ÷èñëà max
|y|≤1

|uk(y)|- ïîðÿäêà 6000− 150000
ïðè ýòèõ k. Ïðè áîëüøèõ N è M çàìåòíû îøèáêè íàêîïëåíèÿ.

Â òàáëèöàõ 3.9-3.17 ïðåäñòàâëåíû îòíîñèòåëüíûå |∆rr−∆f
rr|

|∆rr| (â ñêîáêàõ)

è àáñîëþòíûå |∆rr −∆frr| ïîãðåøíîñòè äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé N , M è r

äëÿ ïðèìåðà (2.11). Ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ ïîëó÷åíû èç ñèñòåì (2.22)-

(2.25), ãäå èñïîëüçîâàíû çíà÷åíèÿ n = N , −N , N/2, −N/2, 2N/3, −2N/3 è
òàê äàëåå.

Êàê ïîêàçûâàþò ðåçóëüòàòû, äëÿ áîëüøèõ M ∆00 è ∆11 âû÷èñëÿþòñÿ

ïðàêòè÷åñêè òî÷íî óæå ïðè 2N + 1 = 129 è àáñîëþòíàÿ è îòíîñèòåëüíàÿ

ïîãðåøíîñòè èìåþò ïîðÿäîê 10−7 − 10−9. Ïðè ìàëûõ r îáå ïîãðåøíîñòè
ïî÷òè îäèíàêîâû, íî, ñ óâåëè÷åíèåì r, îíè âñå áîëüøå ðàçíÿòñÿ èç çà

áûñòðî ðàñòóùèõ çíà÷åíèé ïðîèçâîäíûõ. Ïðè áîëüøèõ N è M = 6, 7 óæå

ñóùåñòâåííû îøèáêè íàêîïëåíèÿ.

Ïî óæå èçâåñòíûì ïðèáëèæåííûì çíà÷åíèÿì ∆k,s, uk,m ôóíêöèè uk(y)

âîññòàíàâëèâàþòñÿ, ñîãëàñíî ôîðìóëå (1.6)

uNk (y) =
MX
s=0

∆k,s

Ã
Bs(y)−

NX
m=−N

Bs,me
iπmy

!
+

+
NX

m=−N
ufk,me

iπmy, k = 0, 1, · · · ,M.
(2.26)

Îáîçíà÷èì òåïåðü

LAk =

sZ 1

−1
|uk(y)− uNk (y)|2dy,

LRk =

qR 1
−1 |uk(y)− uNk (y)|2dyqR 1

−1 |uk(y)|2dy
.
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Â òàáëèöàõ 3.17-3.24 ïðåäñòàâëåíû ÷èñëà LAk (â ñêîáêàõ) è LRk äëÿ

ïðèìåðà (2.11), äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé M , N è k. Ýêñïåðèìåíòû ïîêàçû-

âàþò, ÷òî ôóíêöèè uk(y), k = 0, 1, 2 âîñòàíàâëèâàþòñÿ ñ õîðîøåé ñðåäíåé

îøèáêîé (ïîðÿäêà 10−7 − 10−9) ïðè M = 4 è 2N + 1 = 129. Àíàëîãè÷íûå

îöåíêè ïîëó÷àþòñÿ äëÿ ðàâíîìåðíûõ ïîãðåøíîñòåé. Èíòåðåñíî, ÷òî LRk-

îøèáêà ïî÷òè ñîâïàäàåò ñ îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ â òàáëèöàõ 3.9-

3.16. Ñ óâåëè÷åíèåì k LAk îøèáêà óõóäøàåòñÿ (LAk >> 1), òàê êàê ôóíê-

öèè uk(y) ïðèíèìàþò áîëüøèå çíà÷åíèÿ, íî LRk îøèáêà ïîïðåæíåìó

èìååò ïîðÿäîê 10−2 − 10−3.
Äëÿ ôóíêöèè vk(x) ïîëó÷àåòñÿ ôîðìóëà, àíàëîãè÷íàÿ (2.26)

vNs (x) =
MX
k=0

∆k,s

Ã
Bk(x)−

NX
n=−N

Bk,ne
iπnx

!
+

+
NX

n=−N
vfk,ne

iπnx, k = 0, 1, · · · ,M.
(2.27)

Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè 1
2

R 1
−1 f(x, t)dt,

1
2

R 1
−1 f(t, y)dt äîñòàòî÷íî

ïðèìåíèòü ôîðìóëó (1.6).

1

2

Z 1

−1
f(x, t)dt ∼

NX
n=−N

fn0e
iπnx +

MX
k=0

uk,0

Ã
Bk(x)−

NX
n=−N

Bk,ne
iπnx

!
, (2.28)

1

2

Z 1

−1
f(t, y)dt ∼

NX
m=−N

f0me
iπmy +

MX
s=0

vs,0

Ã
Bs(y)−

NX
m=−N

Bs,me
iπmy

!
. (2.29)

Â òàáëèöàõ 3.25-3.27 ïðåäñòàâëåíû ðàâíîìåðíûå ïîãðåøíîñòè ïðèìå-

íåíèÿ ôîðìóëû (2.10), ãäå íåèçâåñòíûå ôóíêöèè âû÷èñëåíû, ñîãëàñíî

ôîðìóëàì (2.26)- (2.29), â êîòîðûõ ÷èñëà ∆k,s, us,m è vk,n ïîëó÷åíû èç

ñèñòåì (2.15), (2.16), (2.18), (2.19), (2.22)-(2.25) ïðè n = N , −N , N/2, −N/2,
2N/3, −2N/3 è òàê äàëåå, äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé M = Q,Q + 1, Q + 2

ñîîòâåòñòâåííî. Ñ óâåëè÷åíèåì M òî÷íîñòü óâåëè÷èâàåòñÿ, òàê êàê áîëåå

òî÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ôóíêöèÿ F (x, y). Î÷åâèäíî ïðèáëèæåíèå ê ðå-

çóëüòàòàì òàáëèöû 2.1.
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2.4. Ïóñòü òåïåðü, âìåñòî êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå, èçâåñòíû çíà÷åíèÿ

ôóíêöèè f(xk, xp), xk = 2k
2N+1 , k, p = 0,±1, · · · ,±N . Îáîçíà÷èì

bfnm = 1

(2N + 1)2

NX
k,p=−N

f(xk, xp)e
−iπ(nxk+mxp), n,m = 0,±1, · · · ,±N. (2.30)

Èç (2.8), äëÿ îïðåäåëåíèÿ bwnm, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ
bwnm = bfnm − bFnm, n,m = 0,±1, · · · ,±N, (2.31)

ãäå bFnm ïîëó÷àþòñÿ èç (2.6). Èç ïðåäñòàâëåíèÿ (2.8) ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ
èíòåðïîëÿöèîííóþ ôîðìóëó äëÿ f ∈ CQ+1([−1, 1]× [−1, 1])

bfN (x, y) = F (x, y) + NX
n,m=−N

( bfnm − bFnm)eiπ(nx+my). (2.32)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå bRN (f) = f(x, y)− bfN (x, y),
Òåîðåìà 2. Ïóñòü f ∈ CQ+1([−1, 1]× [−1, 1]). Òîãäà

bRN (f) = O( 1

NQ+1
), N →∞.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî

bRN (f) = w(x, y)− bwN (x, y),
ãäå bwN (x, y) -êëàññè÷åñêàÿ èíòðåïîëÿöèÿ ôóíêöèè w(x, y).•

Â òàáëèöå 4.1 ïðåäñòàâëåíû ðàâíîìåðíûå ïîãðåøíîñòè ïðèìåíåíèÿ

ôîðìóëû (2.32), äëÿ ïðèìåðà (2.11), ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ Q è N . Ðå-

çóëüòàòû òàáëèöû 4.1, êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, óñòóïàþò îöåíêàì òàáëèöû

2.1 â 2− 3 ðàçà (â íåêîòîðûõ ìåñòàõ ñóùåñòâåííû îøèáêè íàêîïëåíèÿ).
2.5. Äëÿ âîññòàíàâëåíèÿ ôóíêöèè F (x, y) ïî ôîðìóëå (2.6) ïî èçâåñò-

íûì çíà÷åíèÿì f(xk, xp), íàäî ñíà÷àëà âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè uk(y)
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è vs(x) íà ðàâíîìåðíîé ñåòè xk = 2k
2N+1 , k = 0,±1, · · · ,±N . Äëÿ ýòîãî íàäî

ðåøèòü ñèñòåìû (1.10) èëè (1.13), (1.14) äëÿ âñåõ ôóíêöèé f(x, xp), f(xp, y)

p = 0,±1, · · · ,±N .
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÷èñåë uk(xs) èìååì ñèñòåìó

1

2N + 1

NX
k=−N

f(xk, xs)e
−iπmxk =

=
MX
k=0

bBk,mudk(xs), |m| = O(N) ≤ N, N →∞, s = 0,±1, · · · ,±N,
(2.33)

èëè

1

2N + 1

NX
k=−N

f(xk, xs)e
−iπmxk − 1

2N + 1

NX
k=−N

f(xk, xs)e
iπnxk =

= 2

M1X
k=0

bB2k,mud2k(xs), |m| = O(N) ≤ N, N →∞, s = 0,±1, · · · ,±N,
(2.34)

1

2N + 1

NX
k=−N

f(xk, xs)e
−iπmxk +

1

2N + 1

NX
k=−N

f(xk, xs)e
iπmxk =

= 2

M2X
k=0

bB2k+1,mud2k+1(xs), |m| = O(N) ≤ N, N →∞, s = 0,±1, · · · ,±N,
(2.35)

ãäåM1 =M2 =
M+1
2 ïðè íå÷åòíûõM èM1 =M/2+1, M2 =M/2 ïðè ÷åòíûõ

M . Àíàëîãè÷íî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÷èñåë vs(xk) ïîëó÷èì

1

2N + 1

NX
s=−N

f(xk, xs)e
−iπnxs =

=
MX
s=0

bBs,nvds (xk), |n| = O(N) ≤ N, N →∞, k = 0,±1, · · · ,±N,
(2.36)

èëè

1

2N + 1

NX
s=−N

f(xk, xs)e
−iπnxs − 1

2N + 1

NX
s=−N

f(xk, xs)e
iπnxs =

= 2

M1X
s=0

bB2s,mvd2s(xk), |n| = O(N) ≤ N, N →∞, k = 0,±1, · · · ,±N,
(2.37)
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1

2N + 1

NX
s=−N

f(xk, xs)e
−iπnxs +

1

2N + 1

NX
s=−N

f(xk, xs)e
iπnxs =

= 2

M2X
s=0

bB2s+1,nud2k+1(xk), |n| = O(N) ≤ N, N →∞, k = 0,±1, · · · ,±N.
(2.38)

Îøèáêè |uk(xs)−udk(xs)| è |vk(xs)−vdk(xs)| èìåþò ïîðÿäîêO( 1
NM−k+1 ), N →∞

äëÿ âñåõ s = 0,±1, · · · ,±N.
Ïî èìåþùèìñÿ ÷èñëàì uk(xs) ÷èñëà ∆k,s ìîæíî íàéòè èç ñëåäóþùåé

ñèñòåìû (ñì. ñèñòåìó (1.10))

buk,n = MX
s=0

bBs,n∆dk,s, |n| = O(N) ≤ N, k, 0, · · · ,M (2.39)

ãäå îøèáêà |∆rr − ∆drr| r = 0, 1, · · · ,M èìååò ïîðÿäîê O( 1
NM−2r ), N → ∞.

Âñå îñòàëüíûå ÷èñëà ∆k,s k, s = 0, · · · , r âû÷èñëÿþòñÿ ñ áîëüøåé òî÷íîñòüþ.
Ðàñùåïèì ñèñòåìó (2.39) íà äâå ñàìîñòîÿòåëüíûå ñèñòåìû

buk,n − buk,−n = 2 M1X
s=0

bB2s,n∆dk,2s, |n| = O(N) ≤ N, k, 0, · · · ,M (2.40)

buk,n + buk,−n = 2 M2X
s=0

bB2s+1,n∆dk,2s+1, |n| = O(N) ≤ N, k, 0, · · · ,M (2.41)

ãäå M1 = M2 =
M+1
2 ïðè íå÷åòíûõ M è M1 = M/2 + 1, M2 = M/2 ïðè

÷åòíûõ M . Óìíîæèì ñèñòåìû (2.34) è (2.35) íà e−iπnxs è ïðîñóììèðóåì ïî

s îò −N äî N . Èñïîëüçóÿ (2.40) è (2.41), ïîëó÷èì

bfnm + bf(−n)m + bfn(−m) + bf(−n)(−m) =
= 4

M2X
s=0

M2X
k=0

∆d2k+1,2s+1
bB2k+1,n bB2s+1,m, |n|, |m| = O(N) ≤ N, N →∞, (2.42)

bfnm + bf(−n)m − bfn(−m) − bf(−n)(−m) =
= 4

M1X
s=0

M2X
k=0

∆d2k+1,2s bB2k+1,n bB2s,m, |n|, |m| = O(N) ≤ N, N →∞, (2.43)
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bfnm − bf(−n)m + bfn(−m) − bf(−n)(−m) =
= 4

M2X
s=0

M1X
k=0

∆d2k,2s+1 bB2k,n bB2s+1,m, |n|, |m| = O(N) ≤ N, N →∞, (2.44)

bfnm − bf(−n)m − bfn(−m) + bf(−n)(−m) =
= 4

M1X
s=0

M1X
k=0

∆d2k,2s bB2k,n bB2s,m, |n|, |m| = O(N) ≤ N, N →∞. (2.45)

Â âû÷èñëåíèÿõèñïîëüçóåòñÿ ýòî ðàçëîæåíèå. Ïðåäñòàâèì íåêîòîðûå

÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû. Â òàáëèöàõ 5.1-5.8 ïðåäñòàâëåíû ÷èñëà

max
|s|≤N

|uk(xs)− uk(xs)d| äëÿ ôóíêöèè (2.11), äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé N , M

è k. ×èñëà udk(xs) âû÷èñëåíû èç ñèñòåì (2.34), (2.35) ïðè n = N , −N , N/2,
−N/2, 2N/3, −2N/3 è òàê äàëåå.

Ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî òî÷íîñòü ïðèáëèæåíèÿ äëÿ k = 0, 1 î÷åíü

áûñòðî ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì M , è äëÿ äàííîãî ïðèìåðà, ïðè 2N + 1 = 257

èìååì òî÷íîñòü ïîðÿäêà 10−5 − 10−6, ÷òî íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ õóæå
ðåçóëüòàòîâ òàáëèö (3.1)-(3.3). Èñêëþ÷åíèå ñîòàâëÿåò òîëüêî ÷èñëî

max
|s|≤N

|u0(xs)− u0(xs)d| ïðè M = 6. Ïðè k = 5, 6, 7 ïîãðåøíîñòü î÷åíü áîëü-

øàÿ è, êðîìå òîãî, ñêàçûâàþòñÿ îøèáêè íàêîïëåíèÿ.

Â òàáëèöàõ 5.9-5.17 ïðåäñòàâëåíû îòíîñèòåëüíûå |∆rr−∆d
rr|

|∆rr| (â ñêîáêàõ)

è àáñîëþòíûå |∆rr −∆drr| ïîãðåøíîñòè äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé N , M è r

äëÿ ïðèìåðà (2.11). Ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ ïîëó÷åíû èç ñèñòåì (2.42)-

(2.45), ãäå èñïîëüçîâàíû çíà÷åíèÿ n = N , −N , N/2, −N/2, 2N/3, −2N/3 è
òàê äàëåå. Äëÿ áîëüøèõ M ∆00 è ∆11 âû÷èñëÿþòñÿ ïðàêòè÷åñêè òî÷íî.

Ïî óæå èçâåñòíûì ïðèáëèæåííûì çíà÷åíèÿì ∆dk,s, u
d
k(xs) ôóíêöèè

uk(y) âîññòàíàâëèâàþòñÿ, ñîãëàñíî ôîðìóëå (1.9)

buNk (y) = MX
s=0

∆dk,s

Ã
Bs(y)−

NX
m=−N

bBs,meiπmy!+
+

NX
m=−N

budk,meiπmy, k = 0, 1, · · · ,M.
(2.46)
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Îáîçíà÷èì

dLAk =
sZ 1

−1
|uk(y)− buNk (y)|2dy,

dLRk =
qR 1
−1 |uk(y)− buNk (y)|2dyqR 1

−1 |uk(y)|2dy
.

Â òàáëèöàõ 5.17-5.24 ïðåäñòàâëåíû ÷èñëà dLAk (â ñêîáêàõ) è dLRk äëÿ
ïðèìåðà (2.11), äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé M , N è k. Ýêñïåðèìåíòû ïîêàçû-

âàþò, ÷òî ôóíêöèè uk(y) k = 0, 1, 2 âîññòàíàâëèâàþòñÿ ñî ñðåäíåé îøèáêîé

ïîðÿäêà 10−6 − 10−9 ïðè M = 4 è 2N + 1 = 129. Àíàëîãè÷íûå îöåíêè

ïîëó÷àþòñÿ äëÿ ðàâíîìåðíûõ ïîãðåøíîñòåé. Çäåñü òàêæå ñ óâåëè÷åíèåì

k, dLRk îøèáêà îñòàåòÿ ïîðÿäêà 10−2− 10−3, íåñìîòðÿ íà óêàçàííîå íàêîï-
ëåíèå îøèáîê.

Äëÿ âîññòàíàâëåíèÿ ôóíêöèè vk(x) ïîëó÷àåòñÿ ôîðìóëà, àíàëîãè÷íàÿ

(2.46)

bvNs (x) = MX
k=0

∆dk,s

Ã
Bk(x)−

NX
n=−N

bBk,neiπnx!+
+

NX
n=−N

bvdk,neiπnx, s = 0, 1, · · · ,M.
(2.47)

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÷èñåë 1
2

R 1
−1(f

(k,0)(1, t) − f (k,0)(−1, t))dt k = 0, · · · ,M è
1
2

R 1
−1(f

(0,s)(t, 1)− f (0,s)(t,−1))dt s = 0, · · · ,M íàäî ïðîñòî ïðîèíòåãðèðîâàòü

(2.46) è (2.47), ïî x è y ñîîòâåòñòâåííî, îò −1 äî 1

1

2

Z 1

−1

³
f (k,0)(1, t)− f (k,0)(−1, t)

´
dt ∼ budk,0 − MX

s=0

∆dk,s
bBs,0, k = 0, · · · ,M. (2.48)

1

2

Z 1

−1

³
f (0,s)(t, 1)− f (0,s)(t,−1)

´
dt ∼ bvds,0 − MX

k=0

∆dk,s
bBk,0, s = 0, · · · ,M. (2.49)

Òåïåðü äëÿ âîññòàíàâëåíèÿ ôóíêöèè 1
2

R 1
−1 f(x, t)dt,

1
2

R 1
−1 f(t, y)dt äîñòà-
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òî÷íî ïðèìåíèòü ôîðìóëû (1.9), (2.48), (2.49)

1

2

Z 1

−1
f(x, t)dt ∼ 1

2

MX
k=0

Z 1

−1

³
f (k,0)(1, t)− f (k,0)(−1, t)

´
dt×

×
Ã
Bk(x)−

NX
m=−N

bBk,neiπnx!+ 1

2N + 1

NX
k=−N

bfn0e−iπnxk .
(2.50)

1

2

Z 1

−1
f(t, y)dt ∼ 1

2

MX
s=0

Z 1

−1

³
f (0,s)(t, 1)− f (0,s)(t,−1)

´
dt×

×
Ã
Bs(y)−

NX
m=−N

bBs,meiπmy!+ 1

2N + 1

NX
k=−N

bf0me−iπmxk . (2.51)

Â òàáëèöàõ 5.25-5.27 ïðåäñòàâëåíû ðàâíîìåðíûå ïîãðåøíîñòè ïðèìå-

íåíèÿ ôîðìóëû (2.32), ãäå íåèçâåñòíûå ôóíêöèè âû÷èñëåíû ñîãëàñíî ôîð-

ìóëàì (2.46), (2.47), (2.50), (2.51) â êîòîðûõ ÷èñëà ∆k,s, us(xm), vk(xm),
1
2

R 1
−1(f

(k,0)(1, t)−f (k,0)(−1, t))dt, 12
R 1
−1(f

(0,s)(t, 1)−f (0,s)(t,−1))dt ïîëó÷åíû èç
(2.34), (2.35), (2.37), (2.38), (5.42)-(2.45), (2.48), (2.49) ïðè n = N , −N , N/2,
−N/2, 2N/3, −2N/3 è òàê äàëåå, äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèéM = Q,Q+1, Q+2

ñîîòâåòñòâåííî. Ñ óâåëè÷åíèåì M òî÷íîñòü êîíå÷íî óâåëè÷èâàåòñÿ, òàê

êàê áîëåå òî÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ôóíêöèÿ F (x, y).

Ýòè îöåíêè â ñðåäíåì 2 − 3 ðàçà óñòóïàþò ðåçóëüòàòàì òàáëèö (3.25)-
(3.27).
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3. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû

3.1

Q N = 8 N = 16 N = 32 N = 64
0 rf0 = 6 · 10−2 rf0 = 3 · 10−2 rf0 = 1 · 10−2 rf0 = 7 · 10−3
2 rf0 = 2 · 10−4 rf0 = 2 · 10−5 rf0 = 3 · 10−6 rf0 = 3 · 10−7

rf2 = 1 · 10−1 rf2 = 6 · 10−2 rf2 = 3 · 10−2 rf2 = 1 · 10−2
4 rf0 = 9 · 10−7 rf0 = 2 · 10−8 rf0 = 8 · 10−10 rf0 = 2 · 10−11

rf2 = 7 · 10−4 rf2 = 8 · 10−5 rf2 = 1 · 10−5 rf2 = 1 · 10−6
rf4 = 9 · 10−2 rf4 = 4 · 10−2 rf4 = 2 · 10−2 rf4 = 1 · 10−2

6 rf0 = 3 · 10−9 rf0 = 2 · 10−11 rf0 = 2 · 10−13 rf0 = 2 · 10−15
rf2 = 3 · 10−6 rf2 = 9 · 10−8 rf2 = 3 · 10−9 rf2 = 2 · 10−10
rf4 = 9 · 10−4 rf4 = 1 · 10−4 rf4 = 1 · 10−5 rf4 = 4 · 10−6

Òàáëèöà 1.1. Îøèáêè rfk äëÿ ÷åòíûõ Q è k äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé N , ãäå

Afk âû÷èñëåíû èç ñèñòåìû (1.7) ïðè n = −N,N,N/2, −N/2, 2N/3, −2N/3, · · ·
f(x) = sin(x− 1).

Q N = 8 N = 16 N = 32 N = 64
0 rf0 = 1 · 10−3 rf0 = 4 · 10−4 rf0 = 9 · 10−5 rf0 = 2 · 10−5
2 rf0 = 9 · 10−6 rf0 = 6 · 10−7 rf0 = 3 · 10−8 rf0 = 2 · 10−9

rf2 = 7 · 10−3 rf2 = 2 · 10−3 rf2 = 4 · 10−4 rf2 = 1 · 10−4
4 rf0 = 4 · 10−8 rf0 = 5 · 10−10 rf0 = 8 · 10−12 rf0 = 1 · 10−13

rf2 = 4 · 10−5 rf2 = 2 · 10−6 rf2 = 1 · 10−7 rf2 = 8 · 10−9
rf4 = 1 · 10−2 rf4 = 2 · 10−3 rf4 = 6 · 10−4 rf4 = 2 · 10−4

6 rf0 = 1 · 10−10 rf0 = 3 · 10−13 rf0 = 4 · 10−15 rf0 = 2 · 10−15
rf2 = 1 · 10−7 rf2 = 2 · 10−9 rf2 = 4 · 10−11 rf2 = 1 · 10−11
rf4 = 7 · 10−5 rf4 = 4 · 10−6 rf4 = 3 · 10−7 rf4 = 5 · 10−7

Òàáëèöà 1.2. Îøèáêè rfk äëÿ ÷åòíûõ Q è k äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé N ,

ãäå Afk âû÷èñëåíû èç ñèñòåì (1.11), (1.12) ïðè n = −N,N,N/2, −N/2, 2N/3,
−2N/3, · · · . f(x) = sin(x− 1).
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Q N = 8 N = 16 N = 32 N = 64
0 rd0 = 8 · 10−3 rd0 = 2 · 10−3 rd0 = 5 · 10−4 rd0 = 1 · 10−4
2 rd0 = 2 · 10−4 rd0 = 2 · 10−5 rd0 = 3 · 10−6 rd0 = 3 · 10−7

rd2 = 9 · 10−2 rd2 = 4 · 10−2 rd2 = 2 · 10−2 rd2 = 1 · 10−2
4 rd0 = 7 · 10−7 rd0 = 2 · 10−8 rd0 = 7 · 10−10 rd0 = 5 · 10−12

rd2 = 5 · 10−4 rd2 = 5 · 10−5 rd2 = 7 · 10−6 rd2 = 2 · 10−7
rd4 = 6 · 10−2 rd4 = 2 · 10−2 rd4 = 1 · 10−2 rd4 = 1 · 10−3

6 rd0 = 2 · 10−9 rd0 = 2 · 10−11 rd0 = 1 · 10−11 rd0 = 1 · 10−10
rd2 = 2 · 10−6 rd2 = 6 · 10−8 rd2 = 1 · 10−7 rd2 = 6 · 10−6
rd4 = 5 · 10−4 rd4 = 7 · 10−5 rd4 = 5 · 10−4 rd4 = 1 · 10−1

Òàáëèöà 1.3.Îøèáêè rdk äëÿ ÷åòíûõ Q è k äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé N , ãäå

Adk âû÷èñëåíû èç ñèñòåìû (1.10) ïðè n = −N,N,N/2, −N/2, 2N/3, −2N/3, · · ·
f(x) = sin(x− 1).

Q N = 8 N = 16 N = 32 N = 64
0 rd0 = 2 · 10−3 rd0 = 4 · 10−4 rd0 = 1 · 10−4 rd0 = 3 · 10−5
2 rd0 = 1 · 10−5 rd0 = 7 · 10−7 rd0 = 4 · 10−8 rd0 = 3 · 10−9

rd2 = 7 · 10−3 rd2 = 2 · 10−3 rd2 = 5 · 10−4 rd2 = 1 · 10−4
4 rd0 = 5 · 10−8 rd0 = 7 · 10−10 rd0 = 1 · 10−11 rd0 = 3 · 10−13

rd2 = 4 · 10−5 rd2 = 2 · 10−6 rd2 = 2 · 10−7 rd2 = 2 · 10−8
rd4 = 1 · 10−2 rd4 = 3 · 10−3 rd4 = 7 · 10−4 rd4 = 2 · 10−4

6 rd0 = 2 · 10−10 rd0 = 4 · 10−13 rd0 = 3 · 10−13 rd0 = 2 · 10−12
rd2 = 2 · 10−7 rd2 = 2 · 10−9 rd2 = 4 · 10−9 rd2 = 1 · 10−7
rd4 = 8 · 10−5 rd4 = 4 · 10−6 rd4 = 2 · 10−5 rd4 = 2 · 10−3

Òàáëèöà 1.4.Îøèáêè rdk äëÿ ÷åòíûõ Q è k äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé N , ãäå

Adk âû÷èñëåíû èç ñèñòåì (1.13), (1.14) ïðè n = −N,N,N/2, −N/2, 2N/3,
−2N/3, · · · f(x) = sin(x− 1).

Q N = 8 N = 16 N = 32 N = 64
0 3 · 10−2 1.5 · 10−2 8 · 10−3 4 · 10−3
2 8 · 10−5 1 · 10−5 1 · 10−6 2 · 10−7
4 5 · 10−7 1 · 10−8 4 · 10−10 1 · 10−11
6 1 · 10−9 3 · 10−11 8 · 10−14 2 · 10−15

Òàáëèöà 1.5. Ðàâíîìåðíûå îøèáêè ïðèìåíåíèÿ ôîðìóëû (1.6), äëÿ ôóíê-

öèè sin(x− 1), ãäå âìåñòî ÷èñåë Ak ïîäñòàâëåíû ÷èñëà Afk èç ñèñòåìû (1.7),
ïðè n = −N,N,N/2, −N/2, 2N/3, −2N/3, · · ·.
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Q N = 8 N = 16 N = 32 N = 64
0 2 · 10−2 8 · 10−3 4 · 10−3 2 · 10−3
2 2 · 10−5 2 · 10−6 3 · 10−7 3 · 10−8
4 1 · 10−7 3 · 10−9 1 · 10−10 3 · 10−12
6 5 · 10−10 2 · 10−12 2 · 10−14 2 · 10−15

Òàáëèöà 1.6. Ðàâíîìåðíûå îøèáêè ïðèìåíåíèÿ ôîðìóëû (1.6), äëÿ ôóíê-

öèè sin(x− 1), ãäå âìåñòî ÷èñåë Ak ïîäñòàâëåíû ÷èñëà Afk èç ñèñòåì (1.11),
(1.12), ïðè n = −N,N,N/2,−N/2, 2N/3, −2N/3, · · ·.

Q N = 8 N = 16 N = 32 N = 64
0 2 · 10−2 1 · 10−2 7 · 10−3 3 · 10−3
2 1 · 10−4 1 · 10−5 2 · 10−6 2 · 10−7
4 6 · 10−7 2 · 10−8 6 · 10−10 2 · 10−11
6 2 · 10−9 2 · 10−11 5 · 10−12 6 · 10−11

Òàáëèöà 1.7. Ðàâíîìåðíûå îøèáêè ïðèìåíåíèÿ ôîðìóëû (1.19), äëÿ ôóíê-

öèè sin(x−1), ãäå âìåñòî ÷èñåë Ak ïîäñòàâëåíû ÷èñëà Adk èç ñèñòåìû (1.10),
ïðè n = −N,N,N/2,−N/2, 2N/3, −2N/3, · · ·.

Q N = 8 N = 16 N = 32 N = 64
0 2 · 10−2 1 · 10−2 7 · 10−3 3 · 10−3
2 6 · 10−5 8 · 10−6 1 · 10−6 2 · 10−7
4 5 · 10−7 1 · 10−8 5 · 10−10 2 · 10−11
6 2 · 10−9 1 · 10−11 2 · 10−12 2 · 10−11

Òàáëèöà 1.8. Ðàâíîìåðíûå îøèáêè ôîðìóëû (1.9), äëÿ ôóíêöèè sin(x− 1),
ãäå âìåñòî ÷èñåë Ak ïîäñòàâëåíû ÷èñëà Ak èç ñèñòåì (1.13), (1.14), ïðè

n = −N,N,N/2,−N/2, 2N/3, −2N/3, · · ·.
3.2

Q N = 8 N = 16 N = 33
0 1 · 10−1 6 · 10−2 3 · 10−4
1 2 · 10−3 2 · 10−4 2 · 10−5
2 4 · 10−4 6 · 10−5 8 · 10−6
3 3 · 10−5 1 · 10−6 3 · 10−8
4 4 · 10−6 2 · 10−7 1 · 10−8
5 4 · 10−7 1 · 10−8 7 · 10−9
6 8 · 10−8 8 · 10−9 −−−−

Òàáëèöà 2.1. Ðàâíîìåðíûå ïîãðåøíîñòè ïðèìåíåíèÿ ôîðìóëû (2.10)

(ïðèìåð (2.11)) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ Q è N .
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3.3

2N + 1→ 17 33 65 129 257
M = 0 4 · 10−2 9 · 10−3 2 · 10−3 5 · 10−4 1 · 10−4
M = 2 8 · 10−3 4 · 10−4 2 · 10−5 2 · 10−6 1 · 10−7
M = 4 1 · 10−3 1 · 10−5 2 · 10−7 4 · 10−9 6 · 10−7
M = 6 9 · 10−5 2 · 10−7 7 · 10−9 6 · 10−9 6 · 10−9

Òàáëèöà 3.1. Îøèáêà max
−N≤m≤N

|u0,m − uf0,m|
äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé M è N .

2N + 1→ 17 33 65 129 257
M = 1 1 · 10−1 4 · 10−2 9 · 10−3 2 · 10−3 6 · 10−4
M = 3 3 · 10−2 2 · 10−3 1 · 10−4 7 · 10−6 4 · 10−7
M = 5 4 · 10−3 4 · 10−5 7 · 10−7 2 · 10−8 2 · 10−8
M = 7 4 · 10−4 9 · 10−7 3 · 10−8 2 · 10−8 2 · 10−8

Òàáëèöà 3.2. Îøèáêà max
−N≤m≤N

|u1,m − uf1,m|
äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé M è N .

2N + 1→ 17 33 65 129 257
M = 2 6 1 3 · 10−1 8 · 10−2 2 · 10−2
M = 4 1 4 · 10−2 3 · 10−3 2 · 10−4 1 · 10−5
M = 6 1 · 10−1 1 · 10−3 2 · 10−6 1 · 10−7 2 · 10−7

Òàáëèöà 3.3. Îøèáêà max
−N≤m≤N

|u2,m − uf2,m|
äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé M è N .

2N + 1→ 17 33 65 129 257
M = 3 26 5 1 3 · 10−1 8 · 10−2
M = 5 4 2 · 10−1 1 · 10−2 7 · 10−4 4 · 10−5
M = 7 5 · 10−1 5 · 10−3 8 · 10−5 9 · 10−7 7 · 10−7

Òàáëèöà 3.4. Îøèáêà max
−N≤m≤N

|u3,m − uf3,m|
äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé M è N .

2N + 1→ 17 33 65 129 257
M = 4 276 53 13 3 8 · 10−1
M = 6 56 2 1 · 10−1 8 · 10−3 5 · 10−4

Òàáëèöà 3.5. Îøèáêà max
−N≤m≤N

|u4,m − uf4,m|
äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé M è N .
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2N + 1→ 17 33 65 129 257
M = 5 1167 224 55 13 3
M = 7 235 10 6 · 10−1 4 · 10−2 3 · 10−3

Òàáëèöà 3.6. Îøèáêà max
−N≤m≤N

|u5,m − uf5,m|
äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé M è N .

2N + 1→ 17 33 65 129 257
M = 6 9959 1879 457 112 29

Òàáëèöà 3.7. Îøèáêà max
−N≤m≤N

|u6,m − uf6,m|
äëÿ M = 6 è ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé N .

2N + 1→ 17 33 65 129 257
M = 7 42052 7936 1932 472 103

Òàáëèöà 3.8. Îøèáêà max
−N≤m≤N

|u7,m − uf7,m|
äëÿ M = 7 è ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé N .

2N + 1→ 17 33 65 129 257
M = 0 1 · 10−1 3 · 10−2 8 · 10−3 2 · 10−3 5 · 10−4

(5 · 10−2) (1 · 10−2) (3 · 10−3) (8 · 10−4) (2 · 10−4)
M = 2 2 · 10−2 1 · 10−3 8 · 10−5 5 · 10−6 3 · 10−7

(1 · 10−2) (5 · 10−4) (3 · 10−5) (2 · 10−6) (1 · 10−7)
M = 4 3 · 10−3 3 · 10−5 5 · 10−7 1 · 10−8 2 · 10−8

(1 · 10−3) (1 · 10−5) (2 · 10−7) (5 · 10−9) (8 · 10−9)
M = 6 3 · 10−4 6 · 10−7 2 · 10−8 2 · 10−8 2 · 10−8

(1 · 10−4) (3 · 10−7) (9 · 10−9) (8 · 10−9) (8 · 10−9)

Òàáëèöà 3.9. Îòíîñèòåëüíûå (â ñêîáêàõ) è àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ

ïîãðåøíîñòåé äëÿ ∆00 ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ M è N .
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2N + 1→ 17 33 65 129 257
M = 1 1.5 4 · 10−1 9 · 10−2 2 · 10−2 6 · 10−3

(5 · 10−2) (1 · 10−2) (3 · 10−3) (8 · 10−4) (2 · 10−4)
M = 3 3 · 10−1 1 · 10−2 9 · 10−4 6 · 10−5 4 · 10−6

(1 · 10−2) (5 · 10−4) (3 · 10−5) (2 · 10−6) (1 · 10−7)
M = 5 4 · 10−2 4 · 10−4 6 · 10−6 1 · 10−7 2 · 10−7

(1 · 10−3) (1 · 10−5) (2 · 10−7) (5 · 10−9) (8 · 10−9)
M = 7 3 · 10−3 7 · 10−6 3 · 10−7 2 · 10−7 2 · 10−7

(1 · 10−4) (3 · 10−7) (9 · 10−9) (8 · 10−9) (8 · 10−9)

Òàáëèöà 3.10. Îòíîñèòåëüíûå (â ñêîáêàõ) è àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ

ïîãðåøíîñòåé äëÿ ∆11 ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ M è N .

2N + 1→ 17 33 65 129 257
M = 2 107 23 5 1 3 · 10−1

(3 · 10−1) (7 · 10−2) (2 · 10−2) (4 · 10−3) (1 · 10−3)
M = 4 16 7 · 10−1 4 · 10−2 2 · 10−3 1 · 10−4

(5 · 10−2) (2 · 10−3) (1 · 10−4) (7 · 10−6) (4 · 10−7)
M = 6 2 2 · 10−2 3 · 10−4 3 · 10−5 1 · 10−3

(5 · 10−3) (5 · 10−5) (8 · 10−7) (9 · 10−8) (3 · 10−6)

Òàáëèöà 3.11. Îòíîñèòåëüíûå (â ñêîáêàõ) è àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ

ïîãðåøíîñòåé äëÿ ∆22 ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ M è N .

2N + 1→ 17 33 65 129 257
M = 3 1254 266 64 16 4

(3 · 10−1) (7 · 10−2) (2 · 10−2) (4 · 10−3) (1 · 10−3)
M = 5 184 8 5 · 10−1 4 · 10−4 3

(5 · 10−2) (2 · 10−3) (1 · 10−4) (1 · 10−7) (8 · 10−4)
M = 7 21 2 · 10−1 5 · 10−3 3 57

(5 · 10−3) (5 · 10−5) (1 · 10−6) (8 · 10−4) (1 · 10−2)

Òàáëèöà 3.12. Îòíîñèòåëüíûå (â ñêîáêàõ) è àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ

ïîãðåøíîñòåé äëÿ ∆33 ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ M è N .
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2N + 1→ 17 33 65 129 257
M = 4 23671 4466 1096 83 106865

(5 · 10−1) (1 · 10−1) (2 · 10−2) (2 · 10−3) (2)
M = 6 4054 164 679 22924 1 · 107

(9 · 10−2) (4 · 10−3) (1 · 10−2) (5 · 10−1) (317)

Òàáëèöà 3.13. Îòíîñèòåëüíûå (â ñêîáêàõ) è àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ

ïîãðåøíîñòåé äëÿ ∆44 ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ M è N .

2N + 1→ 17 33 65 129 257
M = 5 276007 52072 12834 2 · 106 2 · 109

(5 · 10−1) (1 · 10−1) (2 · 10−2) (4) (4230)
M = 7 47270 3469 30049 1 · 109 2 · 1011

(9 · 10−2) (6 · 10−3) (6 · 10−2) (2440) (439243)

Òàáëèöà 3.14. Îòíîñèòåëüíûå (â ñêîáêàõ) è àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ

ïîãðåøíîñòåé äëÿ ∆55 ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ M è N .

2N + 1→ 17 33 65 129 257
M = 6 4 · 106 922343 108 1012 1015

(7 · 10−1) (1 · 10−1) (157) (969534) (108)

Òàáëèöà 3.15. Îòíîñèòåëüíûå (â ñêîáêàõ) è àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ

ïîãðåøíîñòåé äëÿ ∆66 ïðè ðàçëè÷íûõ M = 6 è ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé N .

2N + 1→ 17 33 65 129 257
M = 7 107 108 1011 1016 1019

(7 · 10−1) (2) (1717) (108) (1012)

Òàáëèöà 3.16. Îòíîñèòåëüíûå (â ñêîáêàõ) è àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ

ïîãðåøíîñòåé äëÿ ∆77 ïðè M = 7 è ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ N .
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2N + 1→ 17 33 65 129 257
M = 0 8 · 10−2 2 · 10−2 5 · 10−3 1 · 10−3 3 · 10−4

(5 · 10−2) (1 · 10−2) (2 · 10−3) (7 · 10−4) (2 · 10−4)
M = 2 2 · 10−2 1 · 10−3 5 · 10−5 3 · 10−6 2 · 10−7

(1 · 10−2) (5 · 10−4) (3 · 10−5) (2 · 10−6) (1 · 10−7)
M = 4 2 · 10−3 2 · 10−5 3 · 10−7 1 · 10−8 1 · 10−8

(1 · 10−3) (1 · 10−5) (2 · 10−7) (5 · 10−9) (8 · 10−9)
M = 6 2 · 10−4 5 · 10−7 2 · 10−8 1 · 10−8 1 · 10−8

(1 · 10−4) (3 · 10−7) (9 · 10−9) (8 · 10−9) (8 · 10−9)

Òàáëèöà 3.17. ÷èñëà LA0 (â ñêîáêàõ) è LR0

(ïðèìåð (2.11)), äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé M è N .

2N + 1→ 17 33 65 129 257
M = 1 4 · 10−1 9 · 10−2 2 · 10−2 6 · 10−3 1 · 10−3

(5 · 10−2) (1 · 10−2) (3 · 10−3) (7 · 10−4) (2 · 10−4)
M = 3 8 · 10−2 4 · 10−3 2 · 10−4 1 · 10−5 1 · 10−6

(1 · 10−2) (5 · 10−4) (3 · 10−5) (2 · 10−6) (1 · 10−7)
M = 5 1 · 10−2 1 · 10−4 2 · 10−6 5 · 10−8 6 · 10−8

(1 · 10−3) (1 · 10−5) (2 · 10−7) (6 · 10−9) (7 · 10−9)
M = 7 1 · 10−3 2 · 10−6 7 · 10−8 6 · 10−8 6 · 10−8

(1 · 10−4) (3 · 10−7) (8 · 10−9) (7 · 10−9) (7 · 10−9)

Òàáëèöà 3.18. ÷èñëà LA1 (â ñêîáêàõ) è LR1 (ïðèìåð (2.11)),

äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé M è N .

2N + 1→ 17 33 65 129 257
M = 2 14 3 7 · 10−1 2 · 10−1 4 · 10−2

(3 · 10−1) (6 · 10−2) (1 · 10−2) (3 · 10−3) (9 · 10−4)
M = 4 2 1 · 10−1 6 · 10−3 4 · 10−4 2 · 10−5

(5 · 10−2) (2 · 10−3) (1 · 10−4) (7 · 10−6) (5 · 10−7)
M = 6 3 · 10−1 2 · 10−3 4 · 10−5 3 · 10−7 4 · 10−7

(5 · 10−3) (5 · 10−5) (8 · 10−7) (6 · 10−9) (8 · 10−9)

Òàáëèöà 3.19. ÷èñëà LA2 (â ñêîáêàõ) è LR2 (ïðèìåð (2.11)),

äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé M è N .

27



2N + 1→ 17 33 65 129 257
M = 3 63 13 3 8 · 10−1 2 · 10−1

(3 · 10−1) (6 · 10−2) (1 · 10−2) (3 · 10−3) (9 · 10−4)
M = 5 11 4 · 10−1 3 · 10−2 2 · 10−3 1 · 10−4

(5 · 10−2) (2 · 10−3) (1 · 10−4) (7 · 10−6) (5 · 10−7)
M = 7 1 1 · 10−2 2 · 10−4 2 · 10−6 2 · 10−6

(5 · 10−3) (5 · 10−5) (8 · 10−7) (8 · 10−9) (7 · 10−9)

Òàáëèöà 3.20. ÷èñëà LA3 (â ñêîáêàõ) è LR3 (ïðèìåð (2.11)),

äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé M è N .

2N + 1→ 17 33 65 129 257
M = 4 612 117 29 7 2

(4 · 10−1) (8 · 10−2) (2 · 10−2) (5 · 10−3) (1 · 10−3)
M = 6 123 5 3 · 10−1 2 · 10−2 1 · 10−3

(9 · 10−2) (3 · 10−3) (2 · 10−4) (1 · 10−4) (9 · 10−7)

Òàáëèöà 3.21. ÷èñëà LA4 (â ñêîáêàõ) è LR4 (ïðèìåð (2.11)),

äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé M è N .

2N + 1→ 17 33 65 129 257
M = 5 2816 540 133 32 8

(4 · 10−1) (8 · 10−2) (2 · 10−2) (5 · 10−3) (1 · 10−3)
M = 7 567 24 1 9 · 10−2 7 · 10−3

(9 · 10−2) (4 · 10−3) (2 · 10−4) (1 · 10−5) (1 · 10−6)

Òàáëèöà 3.22. ÷èñëà LA5 (â ñêîáêàõ) LR5 (ïðèìåð (2.11)),

äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé M è N .

2N + 1→ 17 33 65 129 257
M = 6 22066 4164 1014 247 64

(5 · 10−1) (1 · 10−1) (2 · 10−2) (6 · 10−3) (1 · 10−3)

Òàáëèöà 3.23. ÷èñëà LA6 (â ñêîáêàõ) è LR6 (ïðèìåð (2.11)),

äëÿ M = 6 è ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé N .
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2N + 1→ 17 33 65 129 257
M = 7 101436 19142 4659 1136 242

(5 · 10−1) (1 · 10−1) (2 · 10−2) (6 · 10−3) (1 · 10−3)

Òàáëèöà 3.24. ÷èñëà LA7 (â ñêîáêàõ) è LR7 (ïðèìåð (2.11)),

äëÿ M = 7 è ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé N .

2N + 1→ 17 33 65
Q = 0 1 · 10−1 6 · 10−2 3 · 10−2
Q = 1 4 · 10−2 1 · 10−2 2 · 10−3
Q = 2 8 · 10−3 6 · 10−4 6 · 10−5
Q = 3 8 · 10−3 4 · 10−4 2 · 10−5
Q = 4 1 · 10−3 2 · 10−5 4 · 10−7
Q = 5 1 · 10−3 1 · 10−5 1 · 10−7

Òàáëèöà 3.25. Ðàâíîìåðíûå ïîãðåøíîñòè ïðèìåíåíèÿ ôîðìóëû (2.10)

(ïðèìåð (2.11)) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ M è N , êîãäà ôóíêöèÿ F (x, y)

âîññòàíîâëåíà ïî ôîðìóëàì (2.26)- (2.29), à ÷èñëà ∆k,s, us,m è vk,n ïîëó

÷åíû èç ñèñòåì (2.15), (2.16), (2.18), (2.19), (2.22)-(2.25) ïðè n = N, −N,
2N/3, −2N/3... è M = Q.

2N + 1→ 17 33 65
Q = 0 1 · 10−1 6 · 10−2 3 · 10−2
Q = 1 8 · 10−3 6 · 10−4 6 · 10−5
Q = 2 8 · 10−3 4 · 10−4 3 · 10−5
Q = 3 1 · 10−3 2 · 10−5 4 · 10−7
Q = 4 1 · 10−3 1 · 10−5 1 · 10−7
Q = 5 1 · 10−4 4 · 10−7 8 · 10−9

Òàáëèöà 3.26. Ðàâíîìåðíûå ïîãðåøíîñòè ïðèìåíåíèÿ ôîðìóëû (2.10)

(ïðèìåð (2.11)) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ M è N , êîãäà ôóíêöèÿ F (x, y)

âîññòàíîâëåíà ïî ôîðìóëàì (2.26)- (2.29), à ÷èñëà ∆k,s, us,m è vk,n ïîëó

÷åíû èç ñèñòåì (2.15), (2.16), (2.18), (2.19), (2.22)-(2.25) ïðè n = N, −N,
2N/3, −2N/3... è M = Q+ 1.
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2N + 1→ 17 33 65
Q = 0 1 · 10−1 6 · 10−2 3 · 10−2
Q = 1 4 · 10−1 8 · 10−3 4 · 10−4
Q = 2 1 · 10−3 8 · 10−5 8 · 10−6
Q = 3 1 · 10−3 1 · 10−5 1 · 10−7
Q = 4 1 · 10−4 4 · 10−7 1 · 10−8
Q = 5 8 · 10−5 2 · 10−7 8 · 10−9

Òàáëèöà 3.27. Ðàâíîìåðíûå ïîãðåøíîñòè ïðèìåíåíèÿ ôîðìóëû (2.10)

(ïðèìåð (2.11)) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ M è N , êîãäà ôóíêöèÿ F (x, y)

âîññòàíîâëåíà ïî ôîðìóëàì (2.26)- (2.29), à ÷èñëà ∆k,s, us,m è vk,n ïîëó

÷åíû èç ñèñòåì (2.15), (2.16), (2.18), (2.19), (2.22)-(2.25) ïðè n = N, −N,
2N/3, −2N/3... è M = Q+ 2.

3.4
Q N = 8 N = 16 N = 33
0 1 · 10−1 8 · 10−2 4 · 10−2
1 2 · 10−3 2 · 10−4 4 · 10−5
2 7 · 10−4 1 · 10−4 1 · 10−5
3 4 · 10−5 1 · 10−6 4 · 10−8
4 1 · 10−5 3 · 10−7 1 · 10−8
5 4 · 10−7 6 · 10−9 6 · 10−11
6 1 · 10−7 1 · 10−9 1 · 10−11
7 1 · 10−8 3 · 10−11 8 · 10−14
8 2 · 10−9 4 · 10−12 6 · 10−14
9 1 · 10−10 2 · 10−13 1 · 10−13

Òàáëèöà 4.1. Ðàâíîìåðíûå ïîãðåøíîñòè ïðèìåíåíèÿ ôîðìóëû (2.32)

(ïðèìåð (2.11)) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ Q è N .

3.5

2N + 1→ 17 33 65 129 257
M = 0 8 · 10−2 2 · 10−2 5 · 10−3 1 · 10−3 3 · 10−4
M = 2 2 · 10−2 1 · 10−3 7 · 10−5 4 · 10−6 3 · 10−7
M = 4 3 · 10−3 3 · 10−5 5 · 10−7 8 · 10−9 1 · 10−10
M = 6 3 · 10−4 9 · 10−7 4 · 10−9 1 · 10−11 2 · 10−12

Òàáëèöà 5.1 Îøèáêà max
|s|≤N

|u0(xs)− u0(xs)d|
äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé M è N .
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2N + 1→ 17 33 65 129 257
M = 1 8 · 10−1 2 · 10−1 5 · 10−2 1 · 10−2 3 · 10−3
M = 3 2 · 10−1 1 · 10−2 6 · 10−4 4 · 10−5 2 · 10−6
M = 5 3 · 10−2 3 · 10−4 5 · 10−6 8 · 10−8 5 · 10−9
M = 7 4 · 10−3 1 · 10−5 4 · 10−8 5 · 10−9 2 · 10−8

Òàáëèöà 5.2 Îøèáêà max
|s|≤N

|u1(xs)− u1(xs)d|
äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé M è N .

2N + 1→ 17 33 65 129 257
M = 2 13 3 7 · 10−1 2 · 10−1 4 · 10−2
M = 4 2 1 · 10−1 7 · 10−3 4 · 10−4 3 · 10−5
M = 6 3 · 10−1 4 · 10−3 6 · 10−5 9 · 10−7 4 · 10−7

Òàáëèöà 5.3. Îøèáêà max
|s|≤N

|u2(xs)− u2(xs)d|
äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé M è N .

2N + 1→ 17 33 65 129 257
M = 3 80 17 4 1 3 · 10−1
M = 5 17 7 · 10−1 5 · 10−2 3 · 10−3 5 · 10−4
M = 7 3 3 · 10−2 4 · 10−4 2 · 10−4 3 · 10−3

Òàáëèöà 5.4. Îøèáêà max
|s|≤N

|u3(xs)− u3(xs)d|
äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé M è N .

2N + 1→ 17 33 65 129 257
M = 4 600 117 29 7 2
M = 6 136 6 4 · 10−1 2 · 10−2 3 · 10−2

Òàáëèöà 5.5. Îøèáêà max
|s|≤N

|u4(xs)− u4(xs)d|
äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé M è N .

2N + 1→ 17 33 65 129 257
M = 5 3520 688 169 41 17
M = 7 880 38 2 2 137

Òàáëèöà 5.6. Îøèáêà max
|s|≤N

|u5(xs)− u5(xs)d|
äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé M è N .
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2N + 1→ 17 33 65 129 257
M = 6 22073 4227 1029 254 631

Òàáëèöà 5.7. Îøèáêà max
|s|≤N

|u6(xs)− u6(xs)d|
äëÿ M = 6 è ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé N .

2N + 1→ 17 33 65 129 257
M = 7 127326 24288 5904 11000 106

Òàáëèöà 5.8. Îøèáêà max
|s|≤N

|u7(xs)− u7(xs)d|
äëÿ M = 7 è äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé N .

2N + 1→ 17 33 65 129 257
M = 0 1 · 10−1 4 · 10−2 1 · 10−2 2 · 10−3 6 · 10−4

(6 · 10−2) (1 · 10−2) (4 · 10−3) (1 · 10−3) (2 · 10−4)
M = 2 3 · 10−2 2 · 10−3 1 · 10−4 6 · 10−6 2 · 10−7

(1 · 10−2) (7 · 10−4) (4 · 10−5) (3 · 10−6) (2 · 10−7)
M = 4 4 · 10−3 5 · 10−5 8 · 10−7 1 · 10−8 2 · 10−10

(2 · 10−3) (2 · 10−5) (3 · 10−7) (5 · 10−9) (8 · 10−11)
M = 6 5 · 10−4 1 · 10−6 5 · 10−9 1 · 10−11 2 · 10−12

(2 · 10−4) (5 · 10−7) (2 · 10−9) (6 · 10−12) (9 · 10−13)

Òàáëèöà 5.9. Îòíîñèòåëüíûå (â ñêîáêàõ) è àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ

ïîãðåøíîñòåé äëÿ ∆00 ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ M è N .

2N + 1→ 17 33 65 129 257
M = 1 3 7 · 10−1 2 · 10−1 5 · 10−2 1 · 10−2

(1 · 10−1) (2 · 10−2) (6 · 10−3) (2 · 10−3) (4 · 10−4)
M = 3 6 · 10−1 3 · 10−2 2 · 10−3 1 · 10−4 8 · 10−6

(2 · 10−2) (1 · 10−3) (7 · 10−5) (5 · 10−6) (3 · 10−7)
M = 5 1 · 10−1 1 · 10−3 2 · 10−5 1 · 10−6 8 · 10−6

(3 · 10−3) (4 · 10−5) (6 · 10−7) (5 · 10−8) (3 · 10−7)
M = 7 1 · 10−2 3 · 10−5 2 · 10−6 5 · 10−6 3 · 10−4

(4 · 10−4) (1 · 10−6) (8 · 10−8) (2 · 10−6) (1 · 10−5)

Òàáëèöà 5.10. Îòíîñèòåëüíûå (â ñêîáêàõ) è àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ

ïîãðåøíîñòåé äëÿ ∆11 ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ M è N .
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2N + 1→ 17 33 65 129 257
M = 2 112 24 6 1 4 · 10−1

(3 · 10−1) (7 · 10−2) (2 · 10−2) (4 · 10−3) (1 · 10−3)
M = 4 18 8 · 10−1 5 · 10−2 3 · 10−3 3 · 10−4

(5 · 10−2) (2 · 10−3) (1 · 10−4) (9 · 10−6) (9 · 10−7)
M = 6 2 2 · 10−2 5 · 10−4 7 · 10−4 6 · 10−2

(7 · 10−3) (8 · 10−5) (2 · 10−6) (2 · 10−6) (2 · 10−4)

Òàáëèöà 5.11. Îòíîñèòåëüíûå (â ñêîáêàõ) è àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ

ïîãðåøíîñòåé äëÿ ∆22 ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ M è N .

2N + 1→ 17 33 65 129 257
M = 3 1512 322 78 27 906

(4 · 10−1) (8 · 10−2) (2 · 10−2) (7 · 10−3) (2 · 10−1)
M = 5 277 12 1 554 55505

(7cdot10−2) (3 · 10−3) (3 · 10−4) (1 · 10−1) (14)
M = 7 42 1 159 50501 106

(1 · 10−2) (3 · 10−4) (4 · 10−2) (13) (1325)

Òàáëèöà 5.12. Îòíîñèòåëüíûå (â ñêîáêàõ) è àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ

ïîãðåøíîñòåé äëÿ ∆33 ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ M è N .

2N + 1→ 17 33 65 129 257
M = 4 24914 4770 1171 294 125353

(5 · 10−1) (1 · 10−1) (2 · 10−2) (6 · 10−3) (3)
M = 6 4775 214 921 59571 108

(1 · 10−1) (5 · 10−3) (2 · 10−2) (1) (6599)

Òàáëèöà 5.13. Îòíîñèòåëüíûå (â ñêîáêàõ) è àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ

ïîãðåøíîñòåé äëÿ ∆44 ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ M è N .

2N + 1→ 17 33 65 129 257
M = 5 322825 64099 106 1010 1013

(6 · 10−1) (1 · 10−1) (7) (35546) (107)
M = 7 68163 564959 109 1012 1016

(1 · 10−1) (1) (3217) (107) (1010)

Òàáëèöà 5.14. Îòíîñèòåëüíûå (â ñêîáêàõ) è àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ

ïîãðåøíîñòåé äëÿ ∆55 ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ M è N .
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2N + 1→ 17 33 65 129 257
M = 6 106 401102 109 1013 1016

(7 · 10−1) (6 · 10−2) (4) (106) (1010)

Òàáëèöà 5.15. Îòíîñèòåëüíûå (â ñêîáêàõ) è àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ

ïîãðåøíîñòåé äëÿ ∆66 ïðè ðàçëè÷íûõ M = 6 è ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé N .

2N + 1→ 17 33 65 129 257
M = 7 107 1010 1015 1020 1021

(8 · 10−1) (640) (107) (1012) (1016)

Òàáëèöà 5.16. Îòíîñèòåëüíûå (â ñêîáêàõ) è àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ

ïîãðåøíîñòåé äëÿ ∆77 ïðè M = 7 è ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ N .

2N + 1→ 17 33 65 129
M = 0 9 · 10−2 2 · 10−2 6 · 10−3 1 · 10−3

(5 · 10−2) (1 · 10−2) (3 · 10−3) (9 · 10−4)
M = 2 2 · 10−2 1 · 10−3 7 · 10−5 4 · 10−6

(1 · 10−2) (6 · 10−4) (4 · 10−5) (2 · 10−6)
M = 4 3 · 10−3 3 · 10−5 6 · 10−7 8 · 10−9

(2 · 10−3) (2 · 10−5) (3 · 10−7) (5 · 10−9)
M = 6 3 · 10−4 9 · 10−7 4 · 10−9 1 · 10−11

(2 · 10−4) (5 · 10−7) (2 · 10−9) (8 · 10−12)

Òàáëèöà 5.17. Îøèáêà dLR0 (â ñêîáêàõ) è dLA0
(ïðèìåð (2.11)), äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé M è N .

2N + 1→ 17 33 65 129
M = 1 7 · 10−1 2 · 10−1 4 · 10−2 1 · 10−2

(9 · 10−2) (2 · 10−2) (5 · 10−3) (1 · 10−3)
M = 3 2 · 10−1 1 · 10−2 6 · 10−4 4 · 10−5

(2 · 10−2) (1 · 10−3) (7 · 10−5) (5 · 10−6)
M = 5 3 · 10−2 3 · 10−4 5 · 10−6 8 · 10−8

(3 · 10−3) (4 · 10−5) (6cdot10−7) (9 · 10−9)
M = 7 3 · 10−3 9 · 10−6 4 · 10−8 6 · 10−9

(4 · 10−4) (1 · 10−6) (5 · 10−9) (7 · 10−10)

Òàáëèöà 5.18. Îøèáêà dLR1 (â ñêîáêàõ) è dLA1 (ïðèìåð (2.11)),
äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé M è N .
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2N + 1→ 17 33 65 129
M = 2 14 3 7 · 10−1 2 · 10−1

(3 · 10−1) (6 · 10−2) (1 · 10−2) (4 · 10−3)
M = 4 3 1 · 10−1 7 · 10−3 4 · 10−4

(5 · 10−2) (2 · 10−3) (1 · 10−4) (9 · 10−6)
M = 6 4 · 10−1 4 · 10−3 6 · 10−5 1 · 10−6

(7 · 10−3) (8 · 10−5) (1 · 10−6) (2 · 10−8)

Òàáëèöà 5.19. Îøèáêà dLR2 (â ñêîáêàõ) è dLA2 (ïðèìåð (2.11)),
äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé M è N .

2N + 1→ 17 33 65 129
M = 3 75 16 4 1

(3 · 10−1) (7 · 10−2) (2 · 10−2) (4 · 10−3)
M = 5 16 7 · 10−1 4 · 10−2 3 · 10−3

(7 · 10−2) (3 · 10−3) (2 · 10−4) (1 · 10−5)
M = 7 2 3 · 10−2 4 · 10−4 2 · 10−4

(1 · 10−2) (1 · 10−4) (2 · 10−6) (8 · 10−7)

Òàáëèöà 5.20. Îøèáêà dLR3 (â ñêîáêàõ) è dLA3 (ïðèìåð (2.11)),
äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé M è N .

2N + 1→ 17 33 65 129
M = 4 643 125 31 7

(4 · 10−1) (9 · 10−2) (2 · 10−2) (5 · 10−3)
M = 6 145 6 4 · 10−1 2 · 10−2
(1 · 10−1) (4 · 10−3) (3 · 10−4) (2 · 10−5)

Òàáëèöà 5.21. Îøèáêà dLR4 (â ñêîáêàõ) è dLA4 (ïðèìåð (2.11)),
äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé M è N .

2N + 1→ 17 33 65 129
M = 5 3275 638 157 38

(5 · 10−1) (1 · 10−1) (2 · 10−2) (6 · 10−3)
M = 7 819 36 2 2

(1 · 10−1) (5 · 10−3) (3 · 10−4) (4 · 10−4)

Òàáëèöà 5.22. Îøèáêà dLR5 (â ñêîáêàõ) è dLA5 (ïðèìåð (2.11)),
äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé M è N .
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2N + 1→ 17 33 65 129
M = 6 23641 4516 1100 272

(6 · 10−1) (1 · 10−1) (3 · 10−2) (7 · 10−3)

Òàáëèöà 5.23. Îøèáêà dLR6 (â ñêîáêàõ) è dLA6 (ïðèìåð (2.11)),
äëÿ M = 6 è ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé N .

2N + 1→ 17 33 65 129
M = 7 118446 22516 5481 11390

(6 · 10−1) (1 · 10−1) (3 · 10−2) (6 · 10−2)

Òàáëèöà 5.24. Îøèáêà dLR7 (â ñêîáêàõ) è dLA7 (ïðèìåð (2.11)),
äëÿ M = 7 è ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé N .

2N + 1→ 17 33 65
Q = 0 2 · 10−1 1 · 10−1 4 · 10−2
Q = 1 4 · 10−2 1 · 10−2 3 · 10−3
Q = 2 1 · 10−2 1 · 10−3 2 · 10−4
Q = 3 1 · 10−2 4 · 10−4 3 · 10−5
Q = 4 3 · 10−3 8 · 10−5 2 · 10−6
Q = 5 1 · 10−3 1 · 10−5 2 · 10−7

Òàáëèöà 5.25. Ðàâíîìåðíûå ïîãðåøíîñòè ïðèìåíåíèÿ ôîðìóëû (4.3)

(ïðèìåð (2.11)) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ M è N , êîãäà ôóíêöèÿ F (x, y)

âîññòàíîâëåíà ïî ôîðìóëàì (2.46), (2.47), (2.50), (2.51), à ÷èñëà ∆k,s, us,m è

vk,n ïîëó÷åíû èç (2.34), (2.35), (2.37), (2.38), (2.42)-(2.45), (2.48), (2.49) ïðè

n = N, −N, 2N/3, −2N/3... è M = Q.
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2N + 1→ 17 33 65
Q = 0 2 · 10−1 1 · 10−1 4 · 10−2
Q = 1 1 · 10−2 1 · 10−3 2 · 10−4
Q = 2 1 · 10−2 6 · 10−4 4 · 10−5
Q = 3 3 · 10−3 8 · 10−5 2 · 10−6
Q = 4 1 · 10−3 1 · 10−5 2 · 10−7
Q = 5 4 · 10−4 2 · 10−6 1 · 10−8

Òàáëèöà 5.26. Ðàâíîìåðíûå ïîãðåøíîñòè ïðèìåíåíèÿ ôîðìóëû (4.3)

(ïðèìåð (2.11)) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ M è N , êîãäà ôóíêöèÿ F (x, y)

âîññòàíîâëåíà ïî ôîðìóëàì (2.46), (2.47), (2.50), (2.51), à ÷èñëà ∆k,s, us,m è

vk,n ïîëó÷åíû èç (2.34), (2.35), (2.37), (2.38), (2.42)-(2.45), (2.48), (2.49) ïðè

n = N, −N, 2N/3, −2N/3... è M = Q+ 1.

2N + 1→ 17 33 65
Q = 0 2 · 10−1 7 · 10−2 4 · 10−2
Q = 1 1 · 10−2 6 · 10−4 4 · 10−5
Q = 2 4 · 10−3 2 · 10−4 1 · 10−5
Q = 3 1 · 10−3 1 · 10−5 2 · 10−7
Q = 4 4 · 10−4 2 · 10−6 1 · 10−8
Q = 5 1 · 10−4 4 · 10−7 −−−

Òàáëèöà 5.27. Ðàâíîìåðíûå ïîãðåøíîñòè ïðèìåíåíèÿ ôîðìóëû (4.3)

(ïðèìåð (2.11)) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ M è N , êîãäà ôóíêöèÿ F (x, y)

âîññòàíîâëåíà ïî ôîðìóëàì (2.46), (2.47), (2.50), (2.51), à ÷èñëà ∆k,s, us,m è

vk,n ïîëó÷åíû èç (2.34), (2.35), (2.37), (2.38), (2.42)-(2.45), (2.48), (2.49) ïðè

n = N, −N, 2N/3, −2N/3... è M = Q+ 2.

Âñå ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ñèñòåìîé MATHEMATICA 3.0 [7].

4. Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå [4] ìåòîä Áåðíóëëè â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå ïîäâåðãàåòñÿ íåêî-

òîðîìó ñîìíåíèþ, â ÷àñòíîñòè èç çà òðóäíîñòè âîññòàíàâëåíèÿ ôóíêöèè-

ñêà÷êîâ (ñì. (2.6)). Òàì æå áîëåå ïðèåìëåìûì ìåòîäîì àïïðîêñèìàöèè
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ãëàäêîé ôóíêöèè íà êâàäðàòå ñ÷èòàåòñÿ ìåòîä, êîòîðûé èñïîëüçóåò ðàçëî-

æåíèå ïî ïîëèíîìàì Ãåãåíáàóåðà.

Íàøè èññëåäîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ìåòîä Áåðíóëëè ìîæåò ñ óñïåõîì

ïðèìåíÿòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãîìåðíûõ àïïðîêñèìàöèîííûõ çàäà÷. Îí

äàåò áîëåå óäîâëåòâîðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû, ÷åì ìåòîä Ãåãåíáàóåðà- è íàì-

íîãî ýêîíîìè÷íåå, è ìåíåå òðåáîâàòåëåí ê êîìïüþòåðíûì õàðàêòåðèñòè-

êàì. Äëÿ âîññòàíàâëåíèÿ ôóíêöèè ñ ïðèåìëåìîé òî÷íîñòüþ, çäåñü òðå-

áóåòñÿ çíà÷èòåëüíî ìåíüøå êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå èëè çíà÷åíèè ôóíêöèè

íà ðàâíîìåðíîé ñåòè. Ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò òàêæå, ÷òî âðåìÿ çàòðà-

÷åííîå íà âîññòàíàâëåíèå ôóíêöèè-ñêà÷êîâ íè÷òîæíî ìàëî ïî ñðàâíåíèþ

ñ îáùèìè âðåìåííûìè çàòðàòàìè. Ðåçóëüòàòû òàáëèö ïîêàçûâàþò, ÷òî

äëÿ âîññòàíàâëåíèÿ íåñêîëüêèõ ïåðâûõ ñêà÷êîâ ïîëó÷àþòñÿ äîñòàòî÷íî

ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû äëÿ áîëüøèõ Q. Óæå ïðè ìàëûõ N ïîëó÷àþòñÿ

ïðàêòè÷åñêè òî÷íûå çíà÷åíèÿ.

Òðóäíîñòè ìåòîäà Áåðíóëëè ñâÿçàíû ñ ðåøåíèåì ñèñòåì (1.7), (1.10),

(2.14), (2.17), (2.21), (2.33), (2.36), (2.39). Äëÿ áîëüøèõ Q è N ñóùåñòâåííû

îøèáêè íàêîïëåíèÿ. Äëÿ èçáåæàíèå ýòèõ òðóäíîñòåé â îäíîìåðíîì ñëó÷àå

â [2] ïðåäëàãàåòñÿ âìåñòî Q×Q ñèñòåìû ðåøàòü 2Q×Q ïåðåîïðåäåëåííóþ
ñèñòåìó. Ìû âûáðàëè èíîé ïóòü. Ðàñùåïëåíèå îñíîâíûõ ñèñòåì íà ñàìî-

ñòîÿòåëüíûå ñèñòåìû è èõ ðåøåíèå ïðè n = N, −N , −N/2, N/2, 2N/3,
−2N/3, · · ·, êàê ïðåäëàãàåòñÿ â [4] äëÿ ðåøåíèÿ îñíîâíûõ ñèñòåì â îäíî-
ìåðíîì ñëó÷àå, äàëè óäîâëåòâîðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû. Òàêîå ðàñùåïëåíèå

ïîçâîëÿåò óâåëè÷èâàòü òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ íåêîòîðûõ ñêà÷êîâ, ÷òî

ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì óâåëè÷èâàåò òî÷íîñòü îñíîâíûõ ôîðìóë. Ýòî

ïîçâîëÿåò òàêæå ïîëó÷àòü ìåíüøåå íàêîïëåíèå îøèáêîâ, ÷åì ïðè ïðÿìîì

ðåøåíèè ñèñòåì.

Çäåñü âîçìîæåí ïðèìåíåíèå ëþáîãî äðóãîãî ìåòîäà íàõîæäåíèÿ ñêà÷-

êîâ, êîòîðîå äàåò õîðîøèå ðåçóëüòàòû, íàïðèìåð, èñïîëüçîâàíèå äèñêðåò-

íûõ ñõåì â ñëó÷àå èíòåðïîëÿöèè.

Ïðåäëîæåííóþ ñõåìó ìîæíî îáîáùèòü, åñëè ôóíêöèÿ òåðïèò ðàçðûâ
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âíóòðè êâàäðàòà, êàê ýòî äåëàåòñÿ â [2] â îäíîìåðíîì ñëó÷àå. Âîçìîæíî

òàêæå èñïîëüçîâàíèå ãèáðèäíîé ñõåìû Áåðíóëëè- Ãåãåíáàóåð èëè ðàñùåï-

ëåíèå îñíîâíîãî êâàäðàòà íà áîëåå ìåëêèå, ñ ïîñëåäóþùèì ñêëåèâàíèåì,

êàê ýòî äåëàåòñÿ â [4] äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ. Ýòî äàñò âîçìîæíîñòü

èñïîëüçîâàíèÿ ïàðàëëåëüíûõ ìåòîäîâ, à òàêæå èçáåæàòü íàêîïëåíèÿ î-

øèáêîâ äëÿ áîëüøèõ N , òàê êàê òó æå ñàìóþ òî÷íîñòü ìîæíî ïîëó÷èòü

ïðè áîëåå ìåíüøèõ N íà êàæäîé ÷àñòè êâàäðàòà.

Â ðàáîòå îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëåíî ñðàâíèòåëüíîìó àíàëèçó âîññòà-

íàâëåíèÿ ôóíêöèè ïî èìåþùèìñÿ çíà÷åíèÿì íà ðàâíîìåðíîé ñåòè ñ îäíîé

ñòîðîíû è ïî êîýôôèöèåíòàì Ôóðüå ñ äðóãîé. Ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè,

÷òî âòîðîé ìåòîä áîëåå òî÷åí. Äëà ôóíêöèè (2.11) â ñðåäíåì 2-3 ðàçà áîëåå

òî÷íî âîññòàíàâëèâàþòñÿ ôóíêöèè-ñêà÷êè. Äëÿ áîëåå îñöèëëèðóþùèõ

ôóíêöèè ðàçíèöà áóäåò áîëüøåé.
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