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АННОТАЦИЯ
для слабо зависимых мартингал-разностных случайных полей изу-
чается поведение моментов сумм их компонент, взятых по возра-
стающим подмножествам. для этих моментов найдена точная асимп-
тотика, что позволяет при подходящей нормировке доказать их схо-
димость к моментам стандартного нормального распределения.
Ключевые слова: моменты, мартингал-разностные случайные поля,
перемешивание.

в ~ение

многих вопросах теории вероятностей моменты случайных величин и
~- . t играют ключевую роль. В частности, на них основан один из самых

ных методов доказательства предельных теорем - метод моментов.
м данного метода можно не только доказывать различные предель-

теоремы, но И получать их уточнения (скорость сходимости), вплоть до
JE:lа:::m:YrnlЧескихразложений.

"т стоящей работе рассматриваются однородные мартингал-разностные
..::::::с,;:!2::- яые поля с конечным фазовым пространством, удовлетворяющие уело-

ерного сильного перемешивания. для таких случайных полей полу-
смешанных моментов любого конечного порядка. Кроме того, най-

асимптотика всех моментов сумм компонент, взятых по возрастаю-
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щим подмножествам. Для этих моментов при подходящей нормировке доказана
их сходимость к моментам стандартного нормального распределения.

Прелиминарии

Пусть, Х с Il{J - конечное множество, 'Хl < 00 и 'Z/, d ~ 1 - d -мерная

целочисленная решетка. Обозначим через W множество всех конечных подмно-
жеств Zd

Совокупность (;/) = {;/' t Е 71/} случайных величин, каждая из которых

принимает значение в х, будем называть случайным полем на Zd с фазовым
пространством Х .

Zd
Пусть ~ - а -алгебра, порожденная цилиндрическими подмножествами

xZ
" • Распределением случайного поля (~) называется вероятностная мера Р

на (xZd
, ':jZd ) _ такая, что

Определим
Zd

на Х группу преобразований rа ,

Zd
всех х Е Х . Пусть L - а -алгебра

а Е 71/, такую, что
Zd

подмножеств Х ,

инвариантных относительно преобразований Та.

Случайное поле (~) с распределением Р называется однородным, если

для любых А Е ~Zd И а Е z/

и называется эргодическим, если его распределение Р тривиально на L, т.е.
Р(А) Е {о,1} при А Е L .

Для заданного случайного поля (q/) обозначим через 3s = а( ~, t Е s) -
а -алгебру.порожденную случайными величинами ;/' (Е s, s с Zd .

Случайное поле (q/) называется мартингал-разностным случайным полем

([1]), если для всех t Е Zd ' ..'



ПА. Хачатрян 5

Здесь и далее М - символ математического ожидания.

Отметим, что из определения мартингал-разностного случайного поля
следует, что для всех t Е 71/ и v Е W, t ~ V

Для каждого натурального п обозначим через V: d -мерный куб со сторо-

ной п , и пусть Sv" = L ~,.Всюду далее мы будем рассматривать суммы SV
n

feV"

юмпонент поля (~), взятых по V:, таким, что v;, с V;/+I ' п = 1,2, ....
Основным результатом для мартингал-разностных случайных полей ЯВ-

.1ЯетСЯцентральная предельная теорема (ЩIТ), полученная в работе [2].
Теорема (ЦП1). Пусть (~I)- однородное эргодическое мартингал-раз-

остное случайное поле, такое, что О < М ~g= су2 < 00. Тогда

(
S J 1 х• VN _u2/2 1llmP d/2 <Х = r;::- fe du, XEJR.

n-+'" (J" • n " 27r -«>

Далее отметим, что, помимо приведенного, существует эквивалентное
пределение эргодичности случайного поля. Однородное случайное поле (~I)

называется эргодическим, если ДЛЯвсех I,Л Е W имеет место соотношение

Из приведенной выше теоремы следует, что .выполнение этого условия
лостаточно для доказательства ЦПТ дЛЯ мартингал-разностных случайных
полей: При выполнении же более сильного условия - условия равномерного
ильного перемешивания - удается не только доказать цпт, но и установить
ХОДИМОСТБ'всехмоментов сумм компонент SV

n
мартингал-разностного случай-

ного поля к соответствующим моментам стандартного нормального распределе-
ния (Теорема 2).

Скажем, что случайное поле (~) удовлетворяет условию равномерного

сильного перемешивания с коэффициентом ер], 1 Е W , если для каждого фИК-

сированного 1 Е W
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где Функция ср[(р), р Е IR1 такова, что для любого 1 Е W, СР1 (р) ---+ о при

p---+СО,и

р(I,л) = inf {It-sl,t Е l,s Е л},

It - sl = maxlt(i) - s(i)l, t = (t(l) , ... ,t(d)), s =(i'),...,s(d)).
ISiSd

Основные результаты

Следующий результат является основным в настоящей работе.
Теорема 1. Пусть, (~t) - O~HopoдHoeмартингап-разностное случайное

поле с конечным фазовым пространством Х. Тогда для всех k = 1,2, ...

( )
2k~1 (1 Ik-I )М SV

n
=0 v" .

Если, к тому же, случайное поле (~) удовлетворяет условию равномерного

сильного перемешивания с коэффициентом ср[, 1 Е W , таки.";",что

<t)

rp[(p)sIII'rp(p) и I/-I.rp(j)<oo,
j=1

то для всех k::: 1, 2, ...

М( з; )2k = (2k _1)!!O'2k 1v,,1" (1+0(Iv"Г1
)),

где 0'2 =M~;.
для доказательства второго утверждения Теоремы 1 нам потребуется сле-

дующий результат; представляющий и самостоятельный интерес.
Лемма 1. Пусть, (~) - случайное поле с конечным фазовым пространст-

вом Х, удовлетворяющее условию равномерного сильного перемешивания с
коэффициентом ср[, Т Е W, таким, что

Тогда для всех k = 1,2, ... и целых m.,m2, ••• ,mk ~ о, m. +m2 +...+mk < 00
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п

I !M~I~'I~I:'2 "'~I:'k -M~I~IM~I:'2 ..••. M~I:'k! ~ clv"lk
-
1 I/-!rp(j),

11,12,..·АeVn j=l

11*12*"'#'

е положительное число С не зависит от п.
Доказательство.
Пусть щ,m2, ••• .т, ~ О произвольные целые

+ m2 +...+ mk < 00 . для всех t1, (2, ••• , tk Е v" можем написать

числа,

-J,f ;:nJ. М ;:mk_1 (Аl ):1"1••. ;:mk_2 _ М ;:mk_2М ;:nJl ••• ):I"k-З) + ... + М ;:m•.•••• М ;:mз (М ~ml;:"'2 _
~Ik ~Ik-I ':>1, ':>'k-2 ':>lk_2 ~II ~Ik-З ~" ~Iз -11 ~12

k k

__!~ImlМ ~lm2 ) = "" пМ ~Imj (М ~:'I ~lm2 "'~Im, _ 1\1~Iml •М ~lm2 "'~;' ).
I 2 L..J J 1 2 r I 2 т

г=2 j=r+l

Поскольку компоненты случайного поля (~t) принимают значения в

ечном множестве Х, то для любого r и tl't2, ...,t, Е v" найдется число Аг,
- < 4 < 00 , такое, что

kПМ q;~'j ~ 4, r = 1,k .
j=r+!

гла

" !М ~Iml ~lm2 ..• ~:", _ м~Imlи ~lm2 .••.• м~Imk ! ::;;
L..J 12, 12. k

'., ...• tkEV"

'1*12*···*1,

k k

_< " "П M;:/m
j

. j .!м;:ml ;:m2 ;:m, _ М ,..ml .мг» ;:m, ! <LJ L..J ~, '=?t
l

~t2 "·'";,t, Q'l '";,/2 ••• ":1(, -

/1,···,1,EVn г=2 j=r+l

11#2*· ..*1,
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(1)

k

'7 " А -с': " 1м;:711, ;:7112 ••• ;:111, _ М ;:711, • м;:m, ...;:711, I ::;;, L..J r IV;,!-r L..J ':>1, ':>12 ':>1, ':>1, ':>12 ':>1,
г=2 () , ... ,1,. еУn

1,*12*···*1,

k IV г<I 11. n I Iиг 711,):"'2 ;:711, _ ме-: М):71I2 ):711, I
- ~ () '='1 ':>1 "'':>1 ':>1 ':>1 "'':>1 •k-r I '2,' 2 ,,=2 . 11.···.1,. еУn

"*'2* ..,*1,
'(О '1.

Таким образом,

I 1мql~"ql72...q;'k - м q;' м q/~2..... м qt:k I ::;;
t" ... ,tkEVn

1,*12* .. ·*lk

Для каждого фиксированного (\ Е v;, найдем оценку величины

" 1м):711, ):7112 ):111, _ М ):111, • М ):7112 ):711, IL..J ':>1, ':>12 . "':>/, ':>', . ':>'2 '''':>',
'2.···.I"EV"
'2:#-···*',.

(2)

Поскольку случайное поле (qt) удовлетворяет условию равномерного сильного

перемешивания с коэффициентом ср/, 1 Е W , то можем написать

= I···Ix;It' ..... X;'P(ql, =Л1,q/2 =~, ... ,q" =Xr)-
х,еХ Х,ЕХ

- I~71I,p(q" =~)I ... Ix;2 ..... X;'P(qI2 =x2,· •• ,ql, =Xr)::;;
х,еХ Х2ЕХ Х,еХ

::;;I ...I 'X~'X;2 ·... ·Х;' Ip(qt2 = x2,· .. ,qt, = Xr)·
х,ЕХ Х,ЕХ

·Ip(qt, =X1/qI2 =x2, •• ·,ql, =xr)-P(ql' =~)I::;;
::;;rp{I,}(Р({ (1} ,ЛГ_1)) L I ...L 'х;' х;2 .... ·х;' 1::;; в, .rp (Р( {(\} ,лг_1)),

Х, еХ Х2 «х х, еХ
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где Лг_1 = {t2, tз,,,,, tr } с v" \ {t]} и В, = L L'" L Ixj
mJх;2 '.,.' х;" I< 00 ,

XJEX Х2ЕХ Х,ЕХ

Отсюда

2: IM~I~'I~I:'l",~,~,-Mq,~" .Mq:; ..·qZ"I~Br 2: qJ(р({t1},лг_1)).

12•·..• I,EVn \{IJ} . Лг-JСVn \{IJ}

12*"'#' .

Для всех t Е V;, обозначим

Пусть, t2 - точка из Л,_], для которой

р ({f] } , ЛГ_1 ) = Р ({t] } , {t2 } ) ,

Тогда

L q7 (Р ({ (1 } , л ,-1) ) = t 2: I qJ(Р ({ tl } , { t2} )) =
л .._JСVn\{11} j=1/2Еv5J)(I,)Л,-2сУ,,\{/,.11}

_ ~" (')Cr-2 < 1~''J-2~ (')IV(J) ( )1
-7:r12Е~(I,)qJ) IvnH - (r-2)!~qJ) r. (1'

Поскольку v;,(J) (t1) содержит все точки s = (s(]), s(2) , ..• , s(d)) из v;" для

юторых

,'t(i) _ и) I < '1 S ь},

ичем равенство обязательно достигается хотя бы при одном i, i = 1,d ,то
d

Iv;,(J) ((1)1 = IC:2k(2j-l)d-k =(2j+1)d _(2j_1)d =
к=l

d/2

= 22: c~K-l (2j)2k-l ~ 22d /-1,
,1,=1

Таким образом, для (2) имеем следующую оценку



/0 АСlIмnmоmuка лю.менmО6 су.мм комnонеНIJ1 ЛlарmUНZQl/-разносmных случайных nодей

Подставив полученную оценку в (1), получаем

" IMJ="" pr'2 J=m, мг: мг: J=m, I<L..J ':>11':>12 • '"':>', - ':>11' ':>'2 "'':>', -
'1•..·,/keV

'1""2"'···""k

С 22d ~ А,В, .
где = .г: ( ) ( ) < 00 • Лемма доказана.

,=2 k - r ! r - 2 !

Перейдем к доказательству Теоремы] . При s < '~Iможем написать

L
т, ,m2 •... ',.,nl "О

mj+m2+···+1I'jvnl=S

Поскольку (~) - мартингал-разностное случайное поле, то М c;l~1c;l:2 ... C;,~'! = О

если хотя бы одно из чисел т., m2, ••• , т j равно 1. Следовательно, достаточж

рассматривать суммы по наборам чисел m)'m2, ••• ,mj, таким, что т.>

i = l,j. Отсюда

Пусть, далее, s = 2k -1. Тогда



~~~~~ ~Л~.~А~;х.~а~ч~а~m~ря~н~ 11

1м (SVn )2k-'1 ~ ~ 11'''~Vn ml.m~mj~2

11"'1,",...'#Ij "'1+m,+...+lnj;2k-1

в правой части неравенства суммирование ведется по j ~ k -1, т.к. В противном
-+- >'2" 2k 1случае ~ +m2 +.... тj - ] > -.

Поскольку компоненты случайного поля (~) принимают значения в

конечном множестве Х , то найдется число C1, О< С, < со , такое, что

IM( SvJ2k-
1i::; С1 •I I I

);1 /1 ••. ·.//#. 1n1.m" ,mj';!:2

11#/2#·..#1/ mj+т,+ +mj;2k-1

(2k-l)! <
~ !m2! .. ·mj!-

k-I k-I

~ С! -:Llv/ /k-l < С1(k _1)2k-' ~::Iv,J=
j;1 j;1

IV 1(lv Ik-' -1) 11 г
= С (k _1)2k-1 n n = IV Ik-I С (k _1)2k-' 1-1 v"

1 1v"I-l n I 1-1/1v,,1
Следовательно, для всех k = 1,2, ...

I )2k-1 (1 Ik-I)М t SVn = О v" . (3)

Пусть теперь s = 2k . Имеем

. 'k k

м (SvJ- =I I I
j=1 11•...•ljEVn Inl,m, •...•тj~2

11' •• I,# ..."'lj ",j+In,+...+тj=2k

=
J'i.· .,tf,:EVn ml.m2t ...• mlt.~2

11"'I,"'..."'lk mj+m,+ ...+mk;2k
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(2k)!

Далее, с учетом того, что

получаем

(2k)!
+--

2k (М ';,2е...,;/-М ';,2.м ';,2 ..... М';/) +
1 z k 1 Z k

11"",'1 eVn

11#Z"'",""k

в полученном дЛЯ М( SV
n
г соотношении (4) рассмотрим слагаемые.

стоящие справа, начиная с последнего. Применив рассуждения, анал:огичные
тем, что использовались при получении оценки (3), нетрудно показать, что

Заметим, что в условиях теоремы Лемма 1 имеет место, и, следовательно,

< (2k)! .CIT/ Ik-1 ~ ·d-l (.) С IV Ik-1- 2k n LJ} ер} < 2 n '
j=}
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(2k)! со
где С2 =-k-'cI/-I97(J), О<С2 <00.

2 j=1

В силу однородности случайного поля (~)

едовательно, для первого слагаемого в (4) можем написать

(2k)! " мг'мг: .....М,.2 = (2k)!Ck ад =2k LJ '=>11 '=>12 ~Ik 2k Ivnl
1,.·.·.tk eVn

JI~J2~""#(k

юда

М( S/I" )2* = (2k -1)!!аи Iv:J (1+ О(Iv:,Г1)) + 20(Jvl
k
-
I
) =

= (2k _1)!!a2k IVJ (1 + O(IVJ1)).
- еорема доказана.

Полученный результат позволяет доказать для мартингал-разностных слу-
- йных полей следующий усиленный вариант цпт.

ТеОРеА1а 2. Пусть (;,) - однородное мартингал-разностное случайное

оле с конечным фазовым пространством Х, удовлетворяющее условию равно-
ерного сильного перемешивания с коэффициентом 971' 1 Е W , таким, что

со

971(p)~III'97(P) и I/-l'qJ(J)<оо,
j=l

пусть Мqg = а2 > О. Тогда для случайного поля (;/) справедлива цпт,
-puчем

1"1,'

(
Sv. Jk kМ -m ~M77 при n~C(),

.'\. ап

е r; - стандартно нормально распределенная случайная величина.
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Доказательство.
Из Теоремы 1 прямо следует, что

. (sv J
2k

_

1

1 ()2*-IlimM • =lim М Sv =0
n-+'" о-JVJ n-+'" (0-21~IY-l/2 .

и

а предельные значения являются моментами стандартного нормального распре-
деления. Теорема доказана.

в заключение автор выражает искреннюю благодарность Б.С. Нахапетяну
за постановку задачи и внимание к работе.

JШТЕРАТУРА
1. Nahapetian B.S., Petrosian A.N. МartiпgаJе-diffегеnсе Gibbs random fields and centrallimit

theorem. Апл. Acad. Sci. Fennicae, Ser. А. 1.Math. Уо!. 17,105-110 (1992).

2. Nahapetian B.S. Billingsley-Ibragimov Thеогеш for martingale-difference random fields
and its .аррйсанопв to some models of classical statistical physics, C.R. Acad. Sci. Paris.
Vol. 320,1539-1544 (1995).

ASYМPTOTIC FORМ OF MOMENTS OF SUМS OF COMPONENTS
OF MARTINGALE-DIFFERENCE RANDOM FIELDS .

L.A. Khachatryan

SUММARY
For weakly dependent шartiпgаlе-diftегепсе random fields the behavior
of the moments of sums of their components, taken Ьу increasing subsets,
is studied. For these moments the ехаст asymptotic is fО1Шd,which allows
to prove their convergence to the moments of the standard поппа! distri-
bution after а suitable поппаlizаtiоп.
Keywords: moments, martingale-difference random fields, mixing.



· . ЛА. Хачаmрян

тшгвььчш-эцгвьгвчш. чцзшпчш, -шеэьгь
игш-итоъьп- чпыгш-ьъгъ шшъъэъьгь

тшыгввпэьчцчцъ чцг Ре

си. IuW~WUЧ1Jwh

UUФIlФIl~U
Пшшлйшпфрфш! t FПЧl.lJ.шluJШl UшрuфUqШl-щшррhршlJ.шU.
\llШШшhшlJ.шU I}Ш2щhрр РUlllU1Щ1р~uhррqllluшрuhрр, ч.hрgршО
~UU1Ш~1lIJ.hUFшршqUШРJПluuhрр, unuhuU1uhpp ч.шр~~: и]!} un-
uhuщuhрр Ьшцшр :шпшgч.шо t ~2qpрЩ шuРU\llUШЩрlJ.ш, np~
FПЧl t ЩШUlUоqшшqnрОhlПч. hШUШ\llШU1ШUluшuunРuшч.ПрПl1.f~
Ш\llшgПlghl uршЬg с.qUШlU~ шпшшрцрш UnРUШl Ршlu2UШU цп-
UhUU1hbpp: .


