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À. È. ÏÅÒÐÎÑßÍ

ÎÁ ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÎÌ ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÈ ÔÓÍÊÖÈÉ
Â ÁÈÖÈËÈÍÄÐÅ

Â â å ä å í è å
Áåðãìàíó [1] ïðèíàäëåæèò èäåÿ êàæäîé âåùåñòâåííîé äâàæäû ãàðìîíè-

÷åñêîé ôóíêöèè u(z1, z2) â áèäèñêå ñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå êîìïëåêñîçíà÷íóþ
ôóíêöèþ f(z1, z2) = u(z1, z2) + iv(z1, z2) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) ïðè ôèêñèðîâàííîì z2 ôóíêöèÿ f(z1, z2) àíàëèòè÷íà ïî z1 ;
2) v(0, z2) ≡ 0 .
Ïîëó÷åííîå ìíîæåñòâî ôóíêöèé, íàçâàííîå èì ðàñøèðåííûì êëàññîì êîì-

ïëåêñíûõ ôóíêöèé, ìîæíî èçó÷àòü ìåòîäàìè òåîðèè ïîòåíöèàëîâ, ò.ê. çàäà÷à
Äèðèõëå ñ çàäàííûìè çíà÷åíèÿìè íà îñòîâå áèäèñêà â êëàññå âñåõ äâàæäû
ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé ðàçðåøèìà. Åñëè óñëîâèå 2) çàìåíèòü íà óñëîâèå

2 ′) f(0, z2) àíàëèòè÷íà,
òî ïîëó÷åííûé êëàññ ôóíêöèé, êîòîðûå ìû áóäåì íàçûâàòü ïîëóàíàëèòè-
÷åñêèìè, óæå ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì êëàññà àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé â òîì
ñìûñëå, ÷òî â ñëó÷àå áèãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè u(z1, z2) ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ôóíêöèÿ f(z1, z2) àíàëèòè÷íà.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ ðàñïðîñòðàíåíèå íà êëàññ ïîëóà-
íàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé òåîðåìû Ì.Ì. Äæðáàøÿíà [2] îá èíòåãðàëüíîì ïðåä-
ñòàâëåíèè ïî ñóùåñòâó ïðîèçâîëüíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ â êðóãå ôóíêöèé. Ýòà
òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì ðàñøèðåíèåì èçâåñòíîé òåîðåìû Ãåðãëîòöà
è ñâîäèòñÿ ê íåé â ñïåöèàëüíîì ñëó÷àå.

Â ðàáîòàõ Ì.Ì. Äæðáàøÿíà ââåäåí îáîáùåííûé îïåðàòîð òèïà Ðèìàíà-
Ëèóâèëëÿ Lω , ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ïîñòðîåíà òåîðèÿ ôàêòîðèçàöèè ôóíêöèé,
ìåðîìîðôíûõ â êðóãå, à òàêæå ïîëó÷åíû îáîáùåííûå èíòåãðàëüíûå ôîðìóëû
Êîøè, Øâàðöà è Ïóàññîíà. Íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ è ðåçóëüòàòû
èç ðàáîòû [2].

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîæåñòâî Ω ïîëîæèòåëüíûõ è íåïðåðûâíûõ íà [0, 1)
ôóíêöèé ω(x) , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

ω(0) = 1,

1∫

0

ω(x)dx < +∞.
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Êàæäîé ôóíêöèè ω(x) ∈ Ω ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïî-
ëîæèòåëüíûõ ÷èñåë

∆(0) = 1, ∆(k) = k

1∫

0

ω(x)xk−1dx (k = 1, 2, . . . ). (0.1)

Íà ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàññàõ äîïóñòèìûõ ôóíêöèé ϕ(r) îïåðàòîð Lω îïðå-
äåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

Lω{ϕ(r)} = − d

dr

{
r

1∫

0

ϕ(τr)dp(τ)

}
, r ∈ (0, 1)

ãäå ôóíêöèÿ p(τ) èìååò âèä

p(0) = 1, p(τ) = τ

1∫

τ

ω(x)
x2

dx.

Îòìåòèì, ÷òî íà ñòåïåííûå ðÿäû îïåðàòîð Lω äåéñòâóåò ñëåäóþùèì îáðàçîì

Lω

{ ∞∑

k=0

ak(reiϕ)k

}
=

∞∑

k=0

∆(k)ak(reiϕ)k
.

Çàòåì ñòðîÿòñÿ ôóíêöèè, àíàëèòè÷åñêèå â êðóãå |z| < 1

C(z; ω) =
∞∑

k=0

zk

∆(k)
, S(z;ω) = 2C(z;ω)− 1, (0.2)

ÿâëÿþùèåñÿ àíàëîãàìè ÿäåð Êîøè è Øâàðöà. Ïðè ýòîì àíàëîã èíòåãðàëüíîé
ôîðìóëû Øâàðöà èìååò ñëåäóþùèé âèä

f(z) = iIm f(0) +
1
2π

2π∫

0

S

(
z

ρ
e−iϑ;ω

)
Re fω(ρeiϑ)dϑ, (0.3)

ãäå 0 < ρ < 1 è fω(reiϑ) = Lω
{
f(reiϑ)

}
.

Ïóñòü Rω � êëàññ àíàëèòè÷åñêèõ â åäèíè÷íîì êðóãå ôóíêöèé, äëÿ êîòî-
ðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

sup
0<r<1

{ 2π∫

0

|Re fω(reiϕ)|dϕ

}
< +∞.

Â ðàáîòå [2] óñòàíîâëåíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î ïðåäñòàâëåíèè êëàññà Rω
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Ò å î ð å ì à A (Ì. Ì. Äæðáàøÿí). Êëàññ Rω ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì
ôóíêöèé f(z) , ïðåäñòàâèìûõ â âèäå

f(z) = iC +
1
2π

2π∫

0

S(ze−iϑ; ω)dψ(ϑ), |z| < 1,

ãäå Im C = 0, ψ(ϑ) � âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ñ êîíå÷íîé ïîëíîé âàðèàöèåé
íà [0, 2π] .

Äëÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (0.3) íà ñëó÷àé ôóí-
êöèé n êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ ñëåäóåò, î÷åâèäíî, âìåñòî îäíîé ôóíêöèè
ω(x) âçÿòü ñèñòåìó èç n ôóíêöèé ω1(x), . . . , ωn(x) è ïðèìåíèòü ïîñëåäîâà-
òåëüíî îïåðàòîðû Lω1 , . . . , Lωn ñîîòâåòñòâåííî ïî êàæäîé ïåðåìåííîé z1, . . . , zn .
Òàêèì îáðàçîì ëåãêî ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëîã ôîðìóëû (0.3), ÷òî è áûëî ñäå-
ëàíî â çàìåòêå [3].

Îäíàêî ïîëó÷àåìîå ïðè ýòîì n-ìåðíîå ÿäðî Øâàðöà îáëàäàåò òåì íåäî-
ñòàòêîì, ÷òî åãî âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü íåïîëîæèòåëüíà è, áîëåå òîãî, ïî ìîäóëþ
â ñðåäíåì íå îãðàíè÷åíà, ïîýòîìó àíàëîã òåîðåìû À ñ òàêèì ÿäðîì íåâåðåí.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ ââîäèòñÿ íîâîå ÿäðî ñ ïîëîæè-
òåëüíîé âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ, ïðè÷åì ýòî ÿäðî ãîäèòñÿ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ íå
òîëüêî àíàëèòè÷åñêèõ, íî è ïîëóàíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé.

� 1. Ïîëóàíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè

Ïóñòü C2 � äâóìåðíîå êîìïëåêñíîå ïðîñòðàíñòâî; z = (z1, z2) � òî÷êà ýòîãî
ïðîñòðàíñòâà; D2 = {z ∈ C2 : |zi| < 1, i = 1, 2} � åäèíè÷íûé áèäèñê; T2 =
= {z ∈ C2 : |zi| = 1, i = 1, 2} � îñòîâ ýòîãî áèäèñêà. Ôóíêöèÿ u(z1, z2) =
= u(x1 + iy1, x2 + iy2) , îïðåäåëåííàÿ â D2 , íàçûâàåòñÿ áèãàðìîíè÷åñêîé, åñëè
âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

∂2u

∂x2
1

+
∂2u

∂y2
1

≡ 0 (1.1)

∂2u

∂x2
2

+
∂2u

∂y2
2

≡ 0 (1.2)

∂2u

∂x1∂x2
+

∂2u

∂y1∂y2
≡ 0,

∂2u

∂x1∂y2
− ∂2u

∂x2∂y1
≡ 0 (1.3)

Åñëè æå âûïîëíÿþòñÿ ëèøü óñëîâèÿ (1.1) è (1.2), òî ôóíêöèÿ u(z1, z2) íàçû-
âàåòñÿ äâàæäû ãàðìîíè÷åñêîé.

Î ï ð å ä å ë å í è å . Ôóíêöèþ f(z1, z2) = u(z1, z2)+iv(z1, z2), îïðåäåëåííóþ
â B , íàçîâåì ïîëóàíàëèòè÷åñêîé, åñëè

a) u(z1, z2) � äâàæäû ãàðìîíè÷åñêàÿ;
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b) ïðè ôèêñèðîâàííîì z2, |z2| < 1 ôóíêöèÿ f(z1, z2) àíàëèòè÷íà â êðóãå
|z2| < 1 ;

c) f(0, z2) àíàëèòè÷íà â êðóãå |z2| < 1 .

Ñâÿçü ìåæäó àíàëèòè÷íîñòüþ è ïîëóàíàëèòè÷íîñòüþ äàåòñÿ â ñëåäóþùåé
ëåììå.

Ë å ì ì à . Âñÿêàÿ ïîëóàíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f(z1, z2) = u(z1, z2) +
+ iv(z1, z2), âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü u(z1, z2) êîòîðîé áèãàðìîíè÷íà, ÿâëÿåòñÿ
àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [4]), ÷òî âñÿêàÿ áèãàð-
ìîíè÷åñêàÿ â áèäèñêå ôóíêöèÿ u(z1, z2) ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ àíà-
ëèòè÷åñêîé ôóíêöèè f̃(z1, z2) . Èòàê, f̃(z1, z2) = u(z1, z2) + iṽ(z1, z2). Â ñèëó
óñëîâèÿ a) ïðè ôèêñèðîâàííîì z2 ôóíêöèÿ f(z1, z2)− f̃(z1, z2) = i[v(z1, z2)−
−ṽ(z1, z2)], âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü êîòîðîé åñòü òîæäåñòâåííûé íóëü, àíàëèòè÷íà
â êðóãå |z1| < 1 . Ïîýòîìó

f(z1, z2)− f̃(z1, z2) = iϕ(z2), (1.4)

ãäå ϕ(z2) � íåêîòîðàÿ âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ. Äàëåå, èç (1.4) è óñëîâèÿ c)
ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ iϕ(z2) = f(0, z2) − f̃(0, z2) àíàëèòè÷íà â |z2| < 1 , ò.å.
ϕ(z2) ≡ 0, ãäå C � êîíñòàíòà. Îòñþäà è èç (1.4) èìååì

f(z1, z2) = f̃(z1, z2) + iC,

÷òî è äîêàçûâàåò ëåììó.

Ïóñòü ω1(x), ω2(x) ∈ Ω; {∆1(k)}∞k=0 è {∆1(k)}∞k=0 � ñîîòâåòñòâóþùèå
ýòèì ôóíêöèÿì ïî ôîðìóëå (1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë. Ïóñòü, äàëåå

S(z; ω) = P (z; ω) + iQ(z; ω)

� îáîáùåííîå ÿäðî Øâàðöà, îïðåäåëÿåìîå ïî ôîðìóëå (2). Ââåäåì ôóíêöèþ

S̃(z1, z2; ω) = S(z1; ω1)P (z2; ω2) + iQ(z2; ω2), (1.5)

ãäå ω = (ω1, ω2) . Â ñëåäóþùåé òåîðåìå äàåòñÿ èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå
äëÿ ïîëóàíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Ò å î ð å ì à 1. Ïóñòü f(z1, z2) � ïîëóàíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ρ1 è
ρ2 � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà èç èíòåðâàëà (0, 1). Òîãäà ïðè ëþáîì |z1| < ρ1 ,
|z2| < ρ2 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

f(z1, z2) = iIm f(0, 0)+

+
1

4π2

2π∫

0

2π∫

0

S̃

(
z1

ρ1
e−iϑ1 ,

z2

ρ2
e−iϑ2 ; ω

)
Re fω(ρ1e

iϑ1 , ρ2e
iϑ2) dϑ1dϑ2, (1.6)
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ãäå
fω(r1e

iϕ1 , r2e
iϕ2) = Lω{f(r1e

iϕ1 , r2e
iϕ2)}. (1.7)

Çäåñü îïåðàòîð Lω1 äåéñòâóåò êàê íà ôóíêöèþ îò r1 , à Lω2 � êàê íà
ôóíêöèþ îò r2 .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðè ôèêñèðîâàííîì z2, |z2| < 1 ôóíêöèÿ f(z1, z2)
àíàëèòè÷íà â êðóãå |z1| < 1 . Ïî òåîðåìå 3 Ì. Ì. Äæðáàøÿíà [2] èìååì

f(z1, z2) = iIm f(0, z2)+

+
1
2π

2π∫

0

S

(
z1

ρ1
e−iϑ1 ;ω1

)
Lω1{Re f(ρ1e

iϑ1 , z2)}dϑ1. (1.8)

Äàëåå, ïðè ôèêñèðîâàííîì ρ1e
iϑ1 ôóíêöèÿ Lω1{Re f(ρ1e

iϑ1 , z2)} ãàðìî-
íè÷íà â |z2| < 1 . Ïî òåîðåìå 4 èç [2] èìååì

Lω1{Re f(ρ1e
iϑ1 , z2)} =

=
1
2π

2π∫

0

P

(
z2

ρ2
e−iϑ2 ; ω2

)
Re fω(ρ1e

iϑ1 , ρ2e
iϑ2)dϑ2. (1.9)

Ïðèðàâíèâàÿ ìíèìûå ÷àñòè â îáîáùåííîé ôîðìóëå Øâàðöà, ïîëó÷èì

Im f(0, z2) = Im f(0, 0) + 12π

2π∫

0

Q

(
z2

ρ2
e−iϑ2 ; ω2

)
Lω2{Re f(0, ρ2e

iϑ2)}dϑ2.

(1.10)
Íàïèñàâ ôîðìóëó (1.9) äëÿ ôóíêöèè Lω2{Re f(z1, ρ2e

iϑ2)} ïðè ôèêñèðîâàí-
íîì ρ2e

iϑ2 , è ïîëîæèâ â íåé z1 = 0, áóäåì èìåòü

Lω2{Re f(0, ρ2e
iϑ2)} =

1
2π

2π∫

0

Lω1

{
Lω2{Re f(ρ1e

iϑ1 , ρ2e
iϑ2)}

}
dϑ1. (1.11)

Èç (1.10) è (1.11) ïîëó÷àåì

Im f(0, z2) = Im f(0, 0)+

+
1

4π2

2π∫

0

2π∫

0

Q

(
z2

ρ2
e−iϑ2 ; ω2

)
Re fω(ρ1e

iϑ1 , ρ2e
iϑ2)dϑ1dϑ2. (1.12)

Ïîäñòàâëÿÿ â ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (1.8) ñîîòíîøåíèÿ (1.9) è (1.12), ïîëó-
÷èì óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
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Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû 1, êîãäà ω1(x) ≡ 1, ω2(x) ≡ 1. Ôîð-
ìóëà (1.6) òîãäà ïðèìåò âèä

f(z1, z2) = iIm f(0, 0)+

+
1

4π2

2π∫

0

2π∫

0

S̃

(
z1

ρ1
e−iϑ1 ,

z2

ρ2
e−iϑ2

)
Re f(ρ1e

iϑ1 ; ρ2e
iϑ2dϑ1dϑ2, (1.13)

ãäå S̃(z1, z2) ≡ S̃(z1, z2; 1).

Ôîðìóëà (1.13) ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ôîðìóëû Øâàðöà äëÿ ïîëóàíàëèòè÷å-
ñêèõ ôóíêöèé.

Ò å î ð å ì à 2. Ìíèìàÿ ÷àñòü ïîëóàíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè f(z1, z2) =
= u(z1, z2) + iv(z1, z2) åñòü ôóíêöèÿ äâàæäû ãàðìîíè÷åñêàÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îòäåëèâ ìíèìûå ÷àñòè â ôîðìóëå (1.13), ïîëó-
÷èì

v(z1, z2) = v(0, 0)+

+
1

4π2

2π∫

0

2π∫

0

Im S̃

(
z1

ρ1
e−iϑ1 ,

z2

ρ2
e−iϑ2

)
Re f(ρ1e

iϑ1 ; ρ2e
iϑ2)dϑ1dϑ2. (1.14)

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (1.5) ÿäðà S̃ èìååì

Im S̃

(
z1

ρ1
e−iϑ1 ,

z2

ρ2
e−iϑ2

)
= P

(
z2

ρ2
e−iϑ2

)
Q

(
z1

ρ1
e−iϑ1

)
+ Q

(
z2

ρ2
e−iϑ2

)
(1.15)

Èç (1.15) âèäíî, ÷òî Im S̃(z1/ρ1e
−iϑ1 , z2/ρ2e

−iϑ2) åñòü ôóíêöèÿ, äâàæäû áè-
ãàðìîíè÷åñêàÿ â áèöèëèíäðå {|z1| < ρ1, |z2| < ρ2}. Îòñþäà è èç ôîðìóëû
(1.14), ó÷èòûâàÿ, ÷òî ρ1 è ρ2 � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà èç èíòåðâàëà (0,1), ïî-
ëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

� 2. Ïðåäñòàâëåíèå íåêîòîðûõ êëàññîâ ôóíêöèé

Ïóñòü ω1(x), ω2(x) ∈ Ω, ω = (ω1, ω2). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Aω ìíîæåñòâî
ïîëóàíàëèòè÷åñêèõ â áèäèñêå D2 ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

sup
0<ρ1,ρ2<1

2π∫

0

2π∫

0

|Re fω(ρ1e
iϑ1 ; ρ2e

iϑ2)|dϑ1dϑ2 < +∞. (2.1)

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå äàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå êëàññà Aω .
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Ò å î ð å ì à 3. Êëàññ Aω ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ôóíêöèé, èìåþùèõ
âèä

f(z1, z2) = iC +
∫

T2

S̃(z1e
−iϑ1 , z2e

−iϑ2 ;ω)dµ(ϑ1, ϑ2), (2.2)

ãäå Im C = 0, µ � ïðîèçâîëüíàÿ êîíå÷íàÿ ìåðà íà òîðå T2 .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü f(z1, z2) ∈ Ω. Òîãäà äëÿ ôèêñèðîâàííûõ
÷èñåë ρ1 è ρ2 (0 < ρ1, ρ2 < 1) èìååò ìåñòî ôîðìóëà (1.6). Ðàññìîòðèì ñåìåé-
ñòâî ìåð íà îñòîâå T2

dµρ1ρ2 =
1

4π2
Re fω(ρ1e

iϑ1 ; ρ2e
iϑ2)dϑ1dϑ2 < +∞. (2.3)

Ïîëíûå âàðèàöèè ýòèõ ìåð â ñèëó óñëîâèÿ (2.1) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû. Ïî
òåîðåìå Áàíàõà-Àëàîãëó (ñì. [5]) ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåð µn =
= µ

ρ
(n)
1 ,ρ

(n)
2

, ρ
(n)
1 → 1, ρ

(n)
2 → 2 , ñëàáî ñõîäÿùàÿñÿ ê íåêîòîðîé êîíå÷íîé

ìåðå µ, ò.å. äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé íà T2 ôóíêöèè F (ϑ1, ϑ2) èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî

lim
n→∞

∫

T2

F (ϑ1, ϑ2)dµn(ϑ1, ϑ2) =
∫

T2

F (ϑ1, ϑ2)dµ(ϑ1, ϑ2).

Â ÷àñòíîñòè, ïðè ôèêñèðîâàííîì z = (z1, z2), |z1| < 1, |z2|, < 1 èìååì

lim
n→∞

∫

T2

S̃(z1e
−iϑ1 , z2e

−iϑ2 ;ω)dµn(ϑ1, ϑ2) =

=
∫

T2

S̃(z1e
−iϑ1 , z2e

−iϑ2 ; ω)dµ(ϑ1, ϑ2). (2.4)

Ñ ó÷åòîì (2.3) èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëa (1.6) äëÿ òî÷êè (z1ρ
(n)
1 , z2ρ

(n)
2 ) èìååò

âèä

f(z1ρ
(n)
1 , z2ρ

(n)
2 ) = iIm f(0, 0) +

∫

T2

S̃(z1e
−iϑ1 , z2e

−iϑ2 ;ω)dµn(ϑ1, ϑ2). (2.5)

Èç (2.4) è (2.5) ñëåäóåò ïðåäñòàâëåíèå (2.2).
Äîêàæåì îáðàòíîå. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z1, z2) äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå (2.2).

Ïîêàæåì, ÷òî f ∈ Aω. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî Lω{S̃(z1, z2;ω)} ≡ S̃(z1, z2) à òàêæå
Re S̃(z1, z2; ω) = P (z1)P (z2) (ãäå P (z) = Re (1 + z)(1 − z)−1 � ÿäðî Ïóàññî-
íà), ïðèìåíèì îïåðàòîð Lω ê ðàâåíñòâó (2.2) è, îòäåëÿÿ âåùåñòâåííûå ÷àñòè,
ïîëó÷èì

Re fω(ρ1e
iϑ1 ; ρ2e

iϑ2) =
∫

T2

P (r1e
i(ϕ1−ϑ1))P (r2e

i(ϕ2−ϑ2))dµ(ϑ1, ϑ2),
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ãäå r1e
iϕ1 = z1, r2e

iϕ2 = z2. Îòñþäà

|Re fω(r1e
iϕ1 , r2e

iϕ2)| ≤
∫

T2

P (r1e
i(ϕ1−ϑ1))P (r2e

i(ϕ2−ϑ2))|dµ(ϑ1, ϑ2)|. (2.6)

Ïðîèíòåãðèðîâàâ íåðàâåíñòâî (2.6) è ïðèìåíèâ òåîðåìó Ôóáèíè, ïîëó÷èì

2π∫

0

2π∫

0

|Refω(r1e
iϕ1 ; r2e

iϕ2)|dϕ1dϕ2 ≤

≤
∫

T2

{ 2π∫

0

2π∫

0

P (r1e
i(ϕ1−ϑ1))P (r2e

i(ϕ2−ϑ2))dϕ1dϕ2

}
dµ(θ1, θ2) =

= 4π2

∫

T2

|dµ(θ1, θ2)| < +∞,

ò. å. ôóíêöèÿ f ïðèíàäëåæèò êëàññó Aω. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ω(x) ≡ 1 , òåîðåìà 3 ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì òåîðåìû
Ãåðãëîòöà äëÿ ïîëóàíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Ò å î ð å ì à 4. Äëÿ òîãî, ÷òîáû àññîöèèðîâàííàÿ ñ ìåðîé µ ôóíêöèÿ

f(z1, z2) = if(0, 0) +
∫

T2

S̃(z1e
−iϑ1 , z2e

−iϑ2 ; ω)dµ(ϑ1, ϑ2) (2.7)

áûëà áû àíàëèòè÷åñêîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
∫

T2

e−inθ1eikθ2dµ(θ1, θ2) = 0 (n, k = 1, 2, . . .). (2.8)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî îïðåäåëåíèþ (1.5) ÿäðà S̃ èìååì

S̃(z1e
−iϑ1 , z2e

−iϑ2 ;ω) = S(z1e
−iθ1 ;ω1)P (z2e

−iθ2 ; ω2) + iQ(z2e
−iθ2 ; ω2) =

= 2

( ∞∑

n=0

zn
1 e−inθ1

∆1(n)
− 1

)( ∞∑

k=0

zk
2e−ikθ2

∆2(k)
+

∞∑

k=0

zk
2e

ikθ2

∆2(k)
− 1

)
+

+
∞∑

k=0

zk
2e−ikθ2

∆2(k)
−

∞∑

k=0

zk
2e

ikθ2

∆2(k)
=

= 2
∞∑

n=0

∞∑

k=0

zn
1 zk

2e−inθ1e−ikθ2

∆1(n)∆2(k)
+ 2

∞∑

n=0

∞∑

k=0

zn
1 zk

2e
−inθ1eikθ2

∆1(n)∆2(k)
− 1. (2.9)
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Ýòî ðàçëîæåíèå ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî (eiθ1 , eiθ2) ∈ T2 ïðè ëþ-
áîì ôèêñèðîâàííîì z = (z1, z2) ∈ D2 . Ïîäñòàâëÿÿ â (2.7) ðàçëîæåíèå (2.9),
ïîëó÷èì

f(z1, z2) =
∞∑

n=0

∞∑

k=0

an,kz
n
1 zk

2 +
∞∑

n=1

∞∑

k=1

an,−kz
n
1 zk

2 −
a0

2
, (2.10)

ãäå
an,k =

2
∆1(n)∆2(k)

∫

T2

e−inθ1e−ikθ2dµ(θ1, θ2) (2.11)

(n = 0, 1, . . . ; k = 0,±1,±2, . . .). Èç ðàçëîæåíèÿ (2.10) ÿñíî, ÷òî ôóíêöèÿ
f(z1, z2) àíàëèòè÷íà â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè

an,−k = 0 (n, k = 1, 2, . . .). (2.12)

Óñëîâèÿ (2.12) ñ ó÷åòîì (2.11) ýêâèâàëåíòíû (2.8). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z1, z2) àíàëèòè÷íà â áèäèñêå D2 . Âåëè÷èíó

Tω(r1, r2; f) =
1

4π2

2π∫

0

2π∫

0

Lω
(+)

{
log |f(r1e

iθ1 , r2e
iθ2)|

}
dθ1dθ2,

ãäå Lω
(+){ϕ(r)} = max[0, Lω{ϕ(r)}], ïî àíàëîãèè ñ îäíîìåðíûì ñëó÷àåì íàçî-

âåì ω -õàðàêòåðèñòèêîé ôóíêöèè f(z1, z2) . Îáîçíà÷èì ÷åðåç N◦
ω ìíîæåñòâî

ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â D2 è íå îáðàùàþùèõñÿ â íóëü, êîòîðûå èìåþò
îãðàíè÷åííóþ õàðàêòåðèñòèêó, ò. å. äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

sup
0<r1,r2<1

Tω(r1, r2; f) < +∞.

Ò å î ð å ì à 5. Êëàññ N◦
ω ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ ôóíêöèé

f(z1, z2) , ïðåäñòàâèìûõ èíòåãðàëüíîé ôîðìóëîé

f(z1, z2) = exp

{∫

T2

S̃(z1e
−iθ1 , z2e

−iθ2 ; ω)dµ(θ1, θ2)

}
, (2.13)

ãäå Im C = 0, µ � êîíå÷íàÿ ìåðà íà T2 , óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (2.8).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z1, z2) àíàëèòè÷íà è íå îá-
ðàùàåòñÿ â íóëü â áèäèñêå D2 . Òîãäà ôóíêöèÿ log f(z1, z2) ðåãóëÿðíà â D2 .
Ïîêàæåì, ÷òî óñëîâèÿ

sup
0<r1,r2<1

2π∫

0

2π∫

0

Lω
(+)

{
log |f(r1e

iθ1 , r2e
iθ2)|

}
dθ1dθ2 < +∞ (2.14)
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è

sup
0<r1,r2<1

2π∫

0

2π∫

0

∣∣∣Lω
{

log |f(r1e
iθ1 , r2e

iθ2)|
}∣∣∣ dθ1dθ2 < +∞ (2.15)

ýêâèâàëåíòíû. Íàïèñàâ ôîðìóëó (1.6) äëÿ ôóíêöèè log |f(z1, z2)| è ïîäñòàâèâ
z1 = z2 = 0 , ïîëó÷èì

log |f(0, 0) = i arg f(0, 0) +
1

4π2

2π∫

0

2π∫

0

Lω
{

log |f(ρ1e
iθ1 , ρ2e

iθ2)|
}

dθ1dθ2. (2.16)

Èñïîëüçóÿ î÷åâèäíîå ðàâåíñòâî

Lω{ϕ(r)} = 2Lω
(+){ϕ(r)} − |Lω{ϕ(r)}|,

èç ñîîòíîøåíèÿ (2.16) ïîëó÷àåì

log |f(0, 0) = i arg f(0, 0) +
1

2π2

2π∫

0

2π∫

0

Lω
(+)

{
log |f(ρ1e

iθ1 , ρ2e
iθ2)|

}
dθ1dθ2−

− 1
4π2

2π∫

0

2π∫

0

|Lω
{

log |f(ρ1e
iθ1 , ρ2e

iθ2)|
}
|dθ1dθ2.

Îòñþäà ÿñíî, ÷òî óñëîâèÿ (2.14) è (2.15) âûïîëíÿþòñÿ îäíîâðåìåííî. Ïî òåî-
ðåìå 3 ôóíêöèÿ log f(z1, z2) ïðåäñòàâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì

log f(z1, z2) = iC +
∫

T2

S̃(z1e
−iθ1 , z2e

−iθ2 ;ω)dµ(θ1, θ2) (2.17)

â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (2.15), êîòîðîå, ïî äî-
êàçàííîìó âûøå, ýêâèâàëåíòíî (2.14), ò. å. åñëè f ∈ N◦

ω. Èç (2.17) î÷åâèäíûì
îáðàçîì ñëåäóåò (2.13). Òàê êàê ôóíêöèÿ log f(z1, z2) àíàëèòè÷íà, òî, â ñèëó
òåîðåìû 4, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìåðà µ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2.8).

Îòìåòèì, ÷òî â òåîðåìå 3 äàíî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ïî ñóùåñòâó
ïðîèçâîëüíûõ ïîëóàíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî êëàññ
Aω ìîæíî ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî øèðîêèì, âûáðàâ ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì
ôóíêöèþ ω. Òî÷íåå, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Ò å î ð å ì à 6. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîëóàíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè f ñóùå-
ñòâóåò ôóíêöèÿ ω = (ω1, ω2) òàêàÿ, ÷òî f ∈ Aω.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû èäåíòè÷íî äîêàçàòåëüñòâó äëÿ îäíîìåðíîãî
ñëó÷àÿ, ïðèâåäåííîãî â [6].
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Â çàêëþ÷åíèå àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ïðîôåññîðó Ì.Ì. Äæðáàøÿ-
íó çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ è âíèìàíèå ê ðàáîòå.
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A. I. PETROSYAN. Erkglanum funkcianeri integralayin nerkayacman masin
(am�o�um)

C2 tara�u�yan mej erkglanum oro�va� kisaanalitik funkcianeri hamar
stacva� � Herglotci �eoremayi, in�pes na M. M. Jrba�yani oro� ardyunqneri
analog�:

A. I. PETROSYAN. On integral representation of functions in bicylinder (summary)
Analogues of Herglotz's theorem as well as some results of M. M. Djrbashian for

semi-analytic functions in the bicylinder of the C2 space are obtained.
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