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Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ Òåîðåìà: Äëÿ òîãî, ÷òîáû
E ⊂ [0, 1] áûëî ìíîæåñòâîì òî÷åê ðàñõîäèìîñòè ðÿäà Ôóðüå-
Õààðà íåêîòîðîé ôóíêöèè f ∈ L∞[0, 1] íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû E áûëî ìíîæåñòâîì òèïà Gδσ ìåðû íóëü.

Äëÿ ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà

(1)
∞∑
n=1

fn(x), x ∈ [0, 1],

ìíîæåñòâî E ⊂ [0, 1] íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì òî÷åê ðàñõîäèìîñòè,
åñëè ýòîò ðÿä ðàñõîäèòñÿ ïðè x ∈ E è ñõîäèòñÿ êîãäà x ∈ [0, 1] \E.
Åñëè æå ðàñõîäèìîñòü â òî÷êàõ E íåîãðàíè÷åíà, òî ñêàæåì, ÷òî
E ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì òî÷åê íåîãðàíè÷åííîé ðàñõîäèìîñòè ðÿäà
(1). Õîðîøî èçâåñòíà êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà Õàíà-Ñåðïèíñêîãî (ñì.
[14], [7]): äëÿ òîãî ÷òîáû E ⊂ [0, 1] ñòàëî ìíîæåñòâîì òî÷åê ðàñõîäèìîñòè
(íåîãðàíè÷åííîé ðàñõîäèìîñòè) íåêîòîðîãî ðÿäà (1), ñ íåïðåðûâíûìè
÷ëåíàìè fn(x), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíî èìåëî òèï Gδσ

(Gδ).
Â 1910ã. À. Õààð (ñì. [6] èëè [10] ÷àñòü 3.4) äîêàçàë, ÷òî ðÿäû

Ôóðüå-Õààðà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî, è ÷òî
äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ðÿäîâ Ôóðüå-Õààðà èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü ïî÷òè
âñþäó. Îòñþäà ÿñíî, ÷òî ìíîæåñòâà òî÷åê ðàñõîäèìîñòè ðÿäîâ Ôóðüå-
Õààðà ìîãóò èìåòü òîëüêî íóëåâûå ìåðû. Êëàññ ìíîæåñòâ íåîãðàíè÷åííîé
ðàñõîäèìîñòè ðÿäîâ Ôóðüå-Õààðà ïîëíîñòüþ áûëà îõàðàêòåðèçîâàíà
â ðàáîòå Ì. À. Ëóíèíû [12]. Òàì äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âî ïåðâûõ
ìíîæåñòâî òî÷åê íåîãðàíè÷åííîé ðàñõîäèìîñòè ëþáîãî ðÿäà Ôóðüå-
Õààðà ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì òèïà G̃δ, è íàîáîðîò ëþáîå ìíîæåñòâî
òèïà G̃δ ìîæåò ñòàòü ìíîæåñòâîì òî÷åê íåîãðàíè÷åííîé ðàñõîäèìîñòè
ðÿäà Ôóðüå-Õààðà íåêîòîðîé ôóíêöèè. Ïðè ýòîì ýòà ôóíêöèÿ ìîæåò
èìåòü ñêîëü óãîäíî ìåäëåííî ðàñòóùóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ.
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ìíîæåñòâà Gδσ.
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Îòìåòèì, ÷òî áîëåå ðàííåé ðàáîòå Â. È. Ïðîõîðåíêî [13] áûëî
óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè f(x) ∈ ∩1≤p<∞L

p ðÿä Ôóðüå-
Õààðà êîòîðîé íåîãðàíè÷åííî ðàñõîäèòñÿ íà äàííîì ìíîæåñòâå E
ìåðû íóëü, à â 1992 Â. M. Áóãàäçå [1] äîêàçàë, ÷òî äëÿ ëþáîãî
ìíîæåñòâà ìåðû íóëü ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ èç êëàññà L∞[0, 1] ðÿä
Ôóðüå-Õààðà êîòîðîé ðàñõîäèòñÿ íà ýòîì ìíîæåñòâå.
Àíàëîãè÷íûå çàäà÷è ðàññìîòðåíû òàêæå äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ

ðÿäîâ Ôóðüå ([15], [16], [8], [3], [4],[20]) à òàêæå äëÿ ðÿäîâ Ôóðüå ïî
ñèñòåìå Óîëøà([18], [19], [2], [5]). Ìû íå áóäåì îáñóæäàòü ðåçóëüòàòû
ýòèõ ðàáîò. Îòìåòèì ëèøü ðàáîòó Öåëëåðà [20], ãäå äàåòñÿ ïîëíàÿ
õàðàêòåðèñòèêà ìíîæåñòâ òî÷åê íåîãðàíè÷åííîé ðàñõîäèìîñòè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
ðÿäîâ Ôóðüå, îñíîâûâàÿñü íà çíàìåíèòîì ïðèìåðå À. Í. Êîëìîãîðîâà
[11]. Â íåì äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà E ⊂ [0, 2π]
òèïà Gδ ñóùåñòâóåò ðÿä Ôóðüå, êîòîðûé íåîãðàíè÷åííî ðàñõîäèòñÿ
â êàæäîé òî÷êå E è ñõîäèòñÿ â êàæäîé òî÷êå åãî äîïîëíåíèÿ.
Îòìåòèì, ÷òî âîïðîñ î õàðàêòåðèçàöèè ìíîæåñòâ òî÷åê (îãðàíè÷åííîé)
ðàñõîäèìîñòè ðÿäîâ Ôóðüå îñòàåòñÿ îòêðûòîé. Îá ýòîé à òàêæå î
äðóãèõ çàäà÷àõ àíàëîãè÷íîãî õàðàêòåðà îáñóæäàåòñÿ â îáçîðíîé
ñòàòüå Ï. Ë. Óëüÿíîâà [17].
È íàêîíåö îòìåòèì, ÷òî íåäàâíî â ðàáîòå [9] óñòàíîâëåíà òåîðåìà

îáùåãî õàðàêòåðà èç êîòîðîé ñëåäóþò íåêîòîðûå èç ðåçóëüòàòîâ
óïîìÿíóòûõ âûøå ðàáîò. Â íåé äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ Un : L1 → L∞ îáëàäàåò ñâîéñòâîì ëîêàëèçàöèè,
òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà E ìåðû íóëü ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f ∈
L∞, äëÿ êîòîðîé Unf(x) ðàñõîäèòñÿ â êàæäîé òî÷êå E.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ

Òåîðåìà. Äëÿ òîãî ÷òîáû ìíîæåñòâî E ⊂ [0, 1] áûëî ìíîæåñòâîì
òî÷åê ðàñõîäèìîñòè ðÿäà Ôóðüå-Õààðà íåêîòîðîé ôóíêöèè f ∈
L∞[0, 1], íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíî áûëî Gδσ-ìíîæåñòâîì
ìåðû íóëü.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ñèñòåìû Õààðà {χn(x), n = 1, 2, . . .} (ñì.
[10] ÷àñòü 3.1). Åñëè ω åñòü íåêîòîðûé èíòåðâàë ñ êîíöàìè α è
β , òî îáîçíà÷èì ω̊ = (α, β), ω̄ = [α, β]. Äâîè÷íûìè èíòåðâàëàìè
íàçîâåì èíòåðâàëû âèäà

ωik =

(
i− 1

2k
,
i

2k

)
, i ∈ Z, k = 0, 1, . . . .

Ïåðâàÿ ôóíêöèÿ Õààðà îïðåäåëÿåòñÿ χ1(x) ≡ 1, à ïðè n ≥ 2 èìååì

(2) χn(x) =

 2k/2 ïðè x ∈ ω2i−1
k+1 ,

−2k/2 ïðè x ∈ ω2i
k+1,

0 ïðè x 6∈ ω̄ik,
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åñëè n = 2k + i, 1 ≤ i ≤ 2k, k = 0, 1, 2 . . ., à â òî÷êàõ ðàçðûâà
ôóíêöèÿ χn(x) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâàìè

χn(x) =
1

2
(χn(x+) + χn(x−)), x ∈ (0, 1),

χn(0) = χn(0+), χn(1) = χn(1−).

×åðåç Sn(x, f) îáîçíà÷èì n-óþ ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà Ôóðüå-Õààðà
ôóíêöèè f ∈ L1[0, 1]. Åñëè ω = (α, β) åñòü íåêîòîðûé äâîè÷íûé
èíòåðâàë èç [0, 1], òî îáîçíà÷èì

ω− =

{
(2α− β, α) ïðè α 6= 0,

∅ ïðè α = 0,
(3)

ω+ =

{
(β, 2β − α) ïðè β 6= 1,

∅ ïðè β = 1.
(4)

Îòìåòèì, ÷òî åñëè ω− è ω+ íåïóñòûå, òî îíè ÿâëÿþòñÿ äâîè÷íûìè
èíòåðâàëàìè ñìåæíûå äëÿ ω, è ïðè ýòîì |ω+| = |ω−| = |ω|. Ôîðìóëû
äëÿ ÷àñòè÷íûõ ñóìì Sn(x, f) ñîîòâåòñòâóþùèå íîìåðàì n = |ω|−1 =
2k ìîæíî çàïèñûâàòü â âèäå

(5)

S|ω|−1(x, f) =
1

|ω|

∫
ω

f(t)dt, x ∈ ω,

S|ω|−1(α, f) =
1

|ω ∪ ω−|

∫
ω∪ω−

f(t)dt,

S|ω|−1(β, f) =
1

|ω ∪ ω+|

∫
ω∪ω+

f(t)dt.

ãäå ω = (α, β) ⊂ [0, 1] åñòü äâîè÷íûé èíòåðâàë (ñì. [10], ÷àñòü 3.1).
Ìû áóäåì èìåòü äåëî ñ ìíîæåñòâàìè èç ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà

[0, 1]. Îòêðûòûìè â íåì áóäóò ìíîæåñòâà, êîòîðûå ïðåäñòàâèìû â
âèäå G∩ [0, 1], ãäå G-îòêðûòîå ìíîæåñòâî â R. Ìíîæåñòâà, êîòîðûå
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñ÷åòíîãî ïåðåñå÷åíèÿ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ
îòðåçêà [0, 1], íàçûâàþòñÿ ìíîæåñòâàìè òèïà Gδ. Âñåâîçìîæíûå
ñ÷åòíûå îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ Gδ äàåò êëàññ ìíîæåñòâ òèïà Gδσ.
Â âûøåóïîìÿíóòîé òåîðåìå Ëóíèíè áûëè ðàññìîòðåíû ìíîæåñòâà
òèïà G̃δ. Ýòîò êëàññ ÷óòü øèðå êëàññà ìíîæåñòâ òèïàGδ. Ìíîæåñòâà
ýòîãî êëàññà ÿâëÿþòñÿ ñ÷åòíûìè ïåðåñå÷åíèÿìè ìíîæåñòâ, ïðåäñòàâèìûå
â âèäå

G =
(
∪k (ak, bk)

)
∪ A,

ãäå {(ak, bk)}-êîíå÷íîå èëè ñ÷åòíîå ñåìåéñòâî ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ
èíòåðâàëîâ, à A ñîñòàâëåíî èç íåêîòîðûõ äâîè÷íî ðàöèîíàëüíûõ
òî÷åê, ñîäåðæàùèåñÿ â ìíîæåñòâå {ak, bk}. Â íàøåé òåîðåìå èñêàæåíèå
îò îáû÷íûõ Gδσ ìíîæåñòâ íå áóäåò. Ïðè÷èíà â òîì, ÷òî ñ÷åòíûå
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ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ òèïà G̃δ â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ êëàññîì
ìíîæåñòâ òèïà Gδσ, è ýòî ìû óâèäèì â íèçó, ïðè äîêàçàòåëüñòâå
òåîðåìû.
Åñëè f ∈ L∞(R), òî îáîçíà÷èì

Df(x) = lim sup
|J |→0:x∈J

1

|J |

∫
J

f(t)dt, Df(x) = lim inf
|J |→0:x∈J

1

|J |

∫
J

f(t)dt

ãäå J ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàëîì â R. Åñëè èìååì Df(x) = Df(x), òî ýòó
âåëè÷èíó îáîçíà÷èì ÷åðåç Df(x). Åñëè A ⊂ [0, 1] åñòü íåêîòîðîå
èçìåðèìîå ìíîæåñòâî, òî îáîçíà÷èì

λ(A) = A ∪

{
x ∈ [0, 1] : DIA(x) = lim sup

|J |→0:x∈J

|A ∩ J |
|J |

> 0

}
,

Ïî òåîðåìå Ëåáåãà èìååì Df(x) ñóùåñòâóåò è ðàâíî f(x) ïî÷òè
âñþäó, èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà
A ⊂ R èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî |λ(A)\A| = 0. Åñëè I åñòü íåêîòîðûé
èíòåðâàë, òî ÷åðåç kI îáîçíà÷èì èíòåðâàë êîíöåíòðè÷åñêèé ñ I,
èìåþùèé äëèíó k|I|.

Ëåììà 1. Åñëè ε > 0 è A ⊂ ∆ = (a, b) åñòü èçìåðèìîå ìíîæåñòâî,
òî ñóùåñòâóåò îòêðûòîå ìíîæåñòâî G òàêîå, ÷òî

A ⊂ G ⊂ ∆,(6)

|G ∩ J | ≤ |A ∩ 4J |+ ε|J |2(7)

äëÿ ëþáîãî èíòåðâàëà J , ñ J 6⊂ ∆.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëóèíòåðâàëû

I0 =

[
a+

b− a
4

, b− b− a
4

)
, Ik =

[
b− b− a

2k+1
, b− b− a

2k+2

)
,

I−k =

[
a+

b− a
2k+2

, a+
b− a
2k+1

)
, k = 1, 2, . . . .

äàþò ðàçáèåíèå èíòåðâàëà ∆ = (a, b). Î÷åâèäíî ñóùåñòâóþò îòêðûòûå
ìíîæåñòâà Ek òàêèå, ÷òî

(8) A ∩ Ik ⊂ Ek ⊂ Ik ∪ Ik−1 ∪ Ik+1, |Ek| ≤ |A ∩ Ik|+
ε

16
|Ik|2.

Îáîçíà÷èì

G =
⋃
k

Ek.
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Ïóñòü J 6⊂ (a, b) åñòü íåêîòîðûé èíòåðâàë. Åñëè J ∩ (a, b) = ∅, òî
(7) î÷åâèäíî. Â ñëó÷àå (a, b) ⊂ J èìååì

|G∩J | = |G| ≤
∑
k

|Ek| ≤
∑
k

|A∩ Ik|+
ε

16

∑
k

|Ik|2 ≤ |A∩J |+
ε

16
|J |2

è ïîëó÷èì (7). Èòàê, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ïðåäïîëàãàòü
a ∈ J , b 6∈ J . Ïóñòüm ∈ Z åñòü ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî óäîâëåòâîðÿþùåå
óñëîâèþ Em ∩ J 6= ∅. Äëÿ òàêîãî m î÷åâèäíî èìååì

(9)
⋃
k≤m

Ik ⊂ 4J.

Îòñþäà, ñ ó÷åòîì (8), ïîëó÷èì

|G ∩ J | ≤
∑
k≤m

|Ek| ≤
∑
k≤m

|A ∩ Ik|+
ε

16

∑
k≤m

|Ik|2 ≤ |A ∩ 4J |+ ε|J |2.

Ëåììà äîêàçàíà. �

Ëåììà 2. Åñëè B ⊂ R åñòü îòêðûòîå, à A ⊂ B èçìåðèìîå
ìíîæåñòâà, ñ λ(A) ⊂ B, 0 ≤ |A| < |B|, òî ñóùåñòâóåò äðóãîå
îòêðûòîå ìíîæåñòâî G ⊂ B òàêîå, ÷òî

λ(A) ⊂ G, λ(G) ⊂ B,(10)

|G| = |A|+ |B|
2

.(11)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì

B =
⋃
k

∆k,

ãäå {∆k = (ak, bk), k = 1, 2, . . .}-êîíå÷íîå èëè ñ÷åòíîå ñåìåéñòâî
ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèåñÿ èíòåðâàëîâ. Îáîçíà÷èì

Ak = A ∩∆k.

Èç ñîîòíîøåíèÿ λ(A) ⊂ B ñëåäóåò λ(Ak) ⊂ ∆k. Ïîýòîìó, ïðèìåíèâ
ëåììó 1, ìîæíî îïðåäåëèòü îòêðûòûå ìíîæåñòâà Gk òàêèå, ÷òî
ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

(12) λ(Ak) ⊂ Gk ⊂ ∆k, |Gk ∩ J | ≤ |Ak ∩ 4J |+ |∆k||J |2

äëÿ ëþáîãî èíòåðâàëà J , ñ J 6⊂ ∆k. Ïðè ýòîì î÷åâèäíî äîïîëíèòåëüíî
ìîæíî ïðåäïîëàãàòü òàêæå, ÷òî

(13) |Gk| < |Ak|+
|B \ A|

2k+1
.
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Ñóùåñòâóåò ÷èñëî p ∈ N òàêîå, ÷òî

(14)

p∑
k=1

|∆k| >
|A|+ |B|

2
.

Åñëè ñåìåéñòâî {∆k} êîíå÷íî, òî áåðåì p ðàâíûì êîëè÷åñòâó èíòåðâàëîâ
∆k. Îáîçíà÷èì

(15) G(t) =

(⋃
k

Gk

)⋃( p⋃
k=1

(t∆k)

)
, 0 ≤ t ≤ 1.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(t) = |G(t)|. Ñ ó÷åòîì (13) è (14), èìååì

f(0) =
∑
k

|Gk| <
∑
k

|Ak|+ |B \ A|
∞∑
k=1

1

2k+1
=
|A|+ |B|

2
,

f(1) >

p∑
k=1

|∆k| >
|A|+ |B|

2
.

Îòñþäà è èç íåïðåðûâíîñòè f(t) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî 0 <
t0 < 1 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

|G(t0)| = |A|+ |B|
2

,

ò.å. ìíîæåñòâî G = G(t0) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (11). Äîêàæåì
ïåðâîå èç ñîîòíîøåíèé (10). Åñëè x ∈ λ(A), òî èìåÿ â âèäó âêëþ÷åíèå
λ(A) ⊂ B, èìååì x ∈ λ(A) ∩ ∆k ïðè íåêîòîðîì k. Îòñþäà ëåãêî
óñìîòðåòü, ÷òî x ∈ λ(Ak) ⊂ Gk ⊂ G è ïîëó÷èì λ(A) ⊂ G. Îñòàåòñÿ
äîêàçûâàòü λ(G) ⊂ B. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x 6∈ B. Òàê
êàê 0 < t0 < 1, èìååì

x 6∈
p⋃

k=1

(t0∆k).

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè èíòåðâàë J 3 x èìååò äîñòàòî÷íî ìàëóþ äëèíó,
òî, ñ ó÷åòîì (15), ïîëó÷àåì

G ∩ J =

(⋃
k

Gk

)⋂
J.

Îòñþäà è èç íåðàâåíñòâ (12) è (13) âûòåêàåò

(16) |G ∩ J | =
∑
k

|Gk ∩ J |

≤
∑
k

|Ak ∩ 4J |+ |J |2
∑
k

|∆k| ≤ |A ∩ 4J |+ |B||J |2.
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Òàê êàê x 6∈ λ(A) èìååì

lim
|J |→0

|A ∩ 4J |
|J |

→ 0,

êîòîðîå â ìåñòå (16) äàåò

lim
|J |→0

|G ∩ J |
|J |

→ 0,

à ýòî çíà÷èò, ÷òî x 6∈ λ(G). Ëåììà äîêàçàíà. �

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî îòêðûòûõ ìíîæåñòâ {Gr : r ∈ E}, ãäå
E ⊂ R-íåêîòîðîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ. Ñêàæåì, ÷òî ýòî ñåìåéñòâî
ÿâëÿåòñÿ öåïüþ, åñëè λ(Gr) ⊂ Gr′ ïðè ëþáûõ r, r′ ∈ E, ñ r < r′.

Ëåììà 3. Åñëè A è B-îòêðûòûå ìíîæåñòâà â R, ñ óñëîâèÿìè
λ(A) ⊂ B è α = |A| < |B| = β, òî ñóùåñòâóåò öåïü îòêðûòûõ
ìíîæåñòâ {Gr : α ≤ r ≤ β} òàêàÿ, ÷òî

(17) Gα = A, Gβ = B, |Gr| = r.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì Gα = A, Gβ = B è ïðèìåíèì ëåììó 2
íàä ïàðîé îòêðûòûõ ìíîæåñòâGα, Gβ. Ýòèì îïðåäåëÿåòñÿ îòêðûòîå
ìíîæåñòâî G = G(α+β)/2, ñ óñëîâèÿìè (10) è (11), à ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ìíîæåñòâà

Gα, G(α+β)/2, Gβ

îáðàçóþò öåïü. Äàëåå, ïðîäîëæèì ðàññóæäåíèÿ ïî èíäóêöèè. Îáîçíà÷èì

Dk[α, β] = {α +
i(β − α)

2k
, 0 ≤ i ≤ 2k},

è ïðåäïîëîæèì, ÷òî óæå âûáðàíû ìíîæåñòâà Gr, äëÿ âñåõ r ∈
Dk[α, β], ïðè ýòîì îíè îáðàçóþò öåïü è |Gr| = r. Êàæäîå èç ìíîæåñòâ
G(2i+1)/2k+1 , 0 ≤ i ≤ 2k − 1 ïîëó÷àåòñÿ î÷åðåäíûì ïðèìåíåíèåì
ëåììû 2 íàä ïàðîé ìíîæåñòâ Gi/2k , G(i+1)/2k . ßñíî, ÷òî ïîëó÷åííàÿ
òàêèì ïóòåì ñåìåéñòâî {Gr, r ∈ Dk+1[α, β]} òîæå áóäåò öåïüþ. Ïðè
ýòîì ñîõðàíÿåòñÿ ñâîéñòâî |Gr| = r òåïåðü óæå ïðè r ∈ Dk+1[α, β].
Â ñàìîì äåëå, èìååì

|G(2i+1)/2k+1 | = 1

2
(|Gi/2k |+ |G(i+1)/2k |) =

1

2

(
i

2k
+
i+ 1

2k

)
=

2i+ 1

2k+1
.

Ïðîäîëæèâ ýòîò ïðîöåññ, ïîëó÷èì ñåìåéñòâî ìíîæåñòâGr, îïðåäåëåííûå
ïðè âñåõ

r ∈ D =

{
α +

i(β − α)

2k
, 0 ≤ i ≤ 2k, k = 0, 1, . . .

}
,
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êîòîðîå áóäåò öåïüþ è |G(r)| = r. Åñëè æå r ∈ [α, β]-ïðîèçâîëüíîå
÷èñëî, òî îïðåäåëèì

G(r) =
⋃

r′∈D: r′<r

G(r′), r ∈ [α, β].

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî {G(r) : r ∈ [α, β]} ñòàíåò öåïüþ è óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ (17). Ëåììà äîêàçàíà. �

Ëåììà 4. Ïóñòü îòêðûòûå ìíîæåñòâà A ⊂ B ⊂ R òàêîâû, ÷òî
α = |A| < |B| = β è λ(A) ⊂ B. Òîãäà, åñëè f(x) ∈ C[0, β] è f(x) = 1
ïðè x ∈ [0, α], òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ h(x), x ∈ B òàêàÿ, ÷òî

h(x) = 1, x ∈ A,(18)

|{x ∈ B : h(x) > t}| = |{x ∈ [0, β] : f(x) > t}|, t ∈ R,(19)

Dh(x) = h(x) â êàæäîé òî÷êå x ∈ B.(20)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 3, ñóùåñòâóåò öåïü îòêðûòûõ
ìíîæåñòâ {G(r) : r ∈ [α, β]}, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

Gα = A, Gβ = B, |Gr| = r.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ

τ(x) = inf{r : x ∈ Gr}, x ∈ B \ A,
êîòîðàÿ îòîáðàæàåò ìíîæåñòâî B \ A íà [α, β]. Ëåãêî ïðîâåðèòü
ñîîòíîøåíèå

τ(x) ≤ c⇔ x ∈
⋂
r>c

Gr,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò

τ−1(a, b] = {x : a < τ(x) ≤ b} =

(⋂
r>b

Gr

)
\

(⋂
r>a

Gr

)
.

Îòñþäà, â ñèëó (17), âûòåêàåò |τ−1(a, b]| = b − a è ñëåäîâàòåëüíî
èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(21) |τ−1(E)| = |E|
äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà E ⊂ [α, β]. Îïðåäåëèì

(22) h(x) =

{
f(τ(x)) ïðè x ∈ B \ A,

1 ïðè x ∈ A.
Èìååì

(23) |{x ∈ B \ A : h(x) > t}| = |{x ∈ B \ A : f(τ(x)) > t}|
= |τ−1{x ∈ [α, β] : f(x) > t}| = |{x ∈ [α, β] : f(x) > t}|.
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Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç (21) è èç òîãî, ÷òî {x ∈ [α, β] :
f(x) > t} åñòü îòêðûòîå ìíîæåñòâî â [α, β]. Òàê êàê ôóíêöèè h(x)
è f(x) ðàâíû åäèíèöå ñîîòâåòñòâåííî íà ìíîæåñòâàõ A è [0, α],
ïðè÷åì |A| = α, òî èç (23) ïîëó÷àåì

|{x ∈ B : h(x) > t}| = |{x ∈ [0, β] : f(x) > t}|.
Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü óñëîâèå (20). Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x ∈
B = Gβ. Â ñëó÷àå

x ∈
⋂
r>α

Gr,

èìååì x ∈ Gr äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî r > α. Èç îïðåäåëåíèÿ
τ ñëåäóåò τ(t) < r ïðè t ∈ Gr. Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ (22), ïîëó÷àåì,
÷òî ÷èñëà 1 è h(t) ïðè t ∈ Gr çàêëþ÷åíû ìåæäó âåëè÷èíàìè

(24) inf
t∈[0,r]

f(t), sup
t∈[0,r]

f(t).

Èç íåïðåðûâíîñòè f(t) ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíû (24) ñòðåìÿòñÿ ê 1
ïðè r → α+. Îòñþäà âûòåêàåò

lim
|J |→0, x∈J

1

|J |

∫
J

h(u)du = 1 = h(x),

òàê êàê h(u) = 1 íà ìíîæåñòâå A = Gα. Åñëè æå

x ∈ Gβ \

(⋂
r>α

Gr

)
,

òî èìååì x ∈ Gr+δ \ Gr ïðè íåêîòîðîì r è ïðè ýòîì r − δ > α. Èç
ñîîòíîøåíèé

λ(Gr−δ) ⊂ Gr è x 6∈ Gr

ñëåäóåò

(25) lim
|J |→0, x∈J

|J ∩Gr−δ|
|J |

= 0.

Òàê êàê Gr+δ îòêðûòî è x ∈ Gr+δ èìååì

lim
|J |→0, x∈J

|J ∩ (Gβ \Gr+δ)|
|J |

= 0.

Îòñþäà è èç (25) ïîëó÷àåì

(26) lim
|J |→0, x∈J

|J ∩ (Gr+δ \Gr−δ)|
|J |

= 1.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû

inf
t∈[r−δ,r+δ]

f(t) ≤ h(u) ≤ sup
t∈[r−δ,r+δ]

f(t), u ∈ Gr+δ \Gr−δ.
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Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ (26) è îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèè h(x), ïîëó÷èì

Dh(x) = lim sup
|J |→0, x∈J

1

|J |

∫
J

h(u)du

= lim sup
|J |→0, x∈J

1

|J |

∫
J

h(u) · IGr+δ\Gr−δ(u)du

≤ sup
t∈Gr+δ\Gr−δ

h(t) ≤ sup
t∈[r−δ,r+δ]

f(t).

à òàêæå

Dh(x) = lim inf
|J |→0, x∈J

1

|J |

∫
J

h(u)du

= lim inf
|J |→0, x∈J

1

|J |

∫
J

h(u) · IGr+δ\Gr−δ(u)du

≥ inf
t∈Gr+δ\Gr−δ

h(t) lim inf
|J |→0, x∈J

|J ∩ (Gr+δ \Gr−δ)|
|J |

= inf
t∈Gr+δ\Gr−δ

h(t) ≥ inf
t∈[r−δ,r+δ]

f(t),

Â èòîãå ïîëó÷èì

inf
t∈[r−δ,r+δ]

|f(t)| ≤ Dh(x), Dh(x), h(x) ≤ sup
t∈[r−δ,r+δ]

|f(t)|

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè f(x) ðàçíîñòü ìåæäó ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòÿìè
ìîæíî ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî ìàëîé âûáîðîì δ, à ýòî çíà÷èòDh(x) =
h(x). �

Ïóñòü g(x) åñòü íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà [a, b]. Ñêàæåì,
÷òî çíà÷åíèå Dg(x) ñóùåñòâóåò âíóòðè [a, b], åñëè îíî ñóùåñòâóåò
â îáû÷íîì ñìûñëå ïðè x ∈ (a, b), à â òî÷êàõ a è b îïðåäåëÿåòñÿ
ðàâåíñòâàìè

D+g(a) = lim
u→0+

1

u

∫ a+u

a

g(t)dt, D−g(b) = lim
u→0+

1

u

∫ b

b−u
g(t)dt.

Ëåììà 5. Åñëè A ⊂ R åñòü îòêðûòîå ìíîæåñòâî è |A∩ [a, b]| <
(b− a)/10 äëÿ íåêîòîðîãî îòðåçêà [a, b], òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ
g(x), x ∈ [a, b], òàêàÿ, ÷òî

g(x) = 1, x ∈ A ∩ [a, b],(27)

|g(x)| ≤ 1, x ∈ [a, b],(28) ∫ b

a

g(x)dx = 0,(29)

Dg(x) = g(x), âíóòðè [a, b].(30)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì

I = (a, b), B =
11

10
· I, A′ = A ∩

(
21

20
· I
)
, α = |A′|, β = |B|.

Èìååì

α ≤ b− a
20

+ |A ∩ [a, b]| < b− a
20

+
b− a

10
=

3(b− a)

20
, β =

11(b− a)

10
.

Èñõîäÿ èç ýòèõ íåðàâåíñòâ, ëåãêî óñìîòðåòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ
f ∈ C[0, β], äëÿ êîòîðîé èìååì

f(x) = 1, x ∈ [0, α],(31)

−1

2
≤ f(x) ≤ 1, x ∈ [0, β],(32) ∫ β

0

f(x)dx = 0.(33)

Òàê êàê λ(A′) ⊂ B, ïðèìåíèâ ëåììó 4, íàéäåì ôóíêöèþ h(x), x ∈
B, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (18)-(20). Èç (19) ñëåäóåò, h(x)
îáëàäàåò ñâîéñòâàìè àíàëîãè÷íûìè (32) è (33), ò.å. èìååì

− 1

2
≤ h(x) ≤ 1, x ∈ B,(34) ∫

B

h(x)dx = 0.(35)

Îïðåäåëèì

(36) g(x) =
h(x) + γ

1 + γ
, γ =

1

b− a

∫
B\[a,b]

h(t)dt.

Èç (18) èìååì (27), à èç (20) ñëåäóåò (30). Èç íåðàâåíñòâà

|γ| ≤ |B \ [a, b]|
b− a

= 1/10

è (34) âûòåêàåò íåðàâåíñòâà

g(x) ≤ 1, g(x) ≥ −1/2− 1/10

1− 1/10
> −1,

èç êîòîðûõ ñëåäóåò (28). Äàëåå, èç (35) è (36) ïîëó÷àåì∫ b

a

g(x)dx =
1

1 + γ

(∫ b

a

h(t)dt+ γ(b− a)

)
=

1

1 + γ

∫
B

h(t)dt = 0,

êîòîðîå äàåò (29). Ëåììà äîêàçàíà. �
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Ñêàæåì, ÷òî ñåìåéñòâî ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ äâîè÷íûõ ïîëóîòêðûòûõ
èíòåðâàëîâ Ω = {ωk = [αk, βk)} ÿâëÿåòñÿ äâîè÷íûì ðàçáèåíèåì
îòêðûòîãî ìíîæåñòâà G ⊂ R, åñëè

G =
⋃
ω∈Ω

ω, dist (ω,Gc) > 0, ω ∈ Ω.

Åñëè Ω òàêîå, ÷òî

1 ≥ |ω|
dist (Gc, ω)

→ 0, ïðè dist (Gc, ω)→ 0,

òî ñêàæåì, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì ðàçáèåíèåì. Ëåãêî óñìîòðåòü,
÷òî ëþáîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî îáëàäàåò ðåãóëÿðíûì äâîè÷íûì
ðàçáèåíèåì. Ïóñòü Ω′ è Ω′′ ÿâëÿþòñÿ äâîè÷íûìè ðàçáèåíèÿìè îòêðûòûõ
ìíîæåñòâ G′ è G′′, ñ G′ ⊂ G′′. Îáîçíà÷èì Ω′ < Ω′′, åñëè ëþáîé
èíòåðâàë ω′′ ∈ Ω′′, à òàêæå åãî äâå ñìåæíûå èíòåðâàëû ñ òîé æå
äëèíû, íå âõîäÿò â öåëèêîì íè â îäèí èç èíòåðâàëîâ ω′ ∈ Ω′.

Ëåììà 6. Ïóñòü B åñòü îòêðûòîå ìíîæåñòâî â R, à Ω = {ωk}
åãî ðåãóëÿðíîå ðàçáèåíèå íà äâîè÷íûå èíòåðâàëû. Òîãäà, åñëè îòêðûòîå
ìíîæåñòâî A ⊂ B òàêîâî, ÷òî λ(A) ⊂ B è

|A ∩ ω| < |ω|
10
, ω ∈ Ω,

òî ñóùåñòâóåò èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ g(x), x ∈ [0, 1], òàêàÿ, ÷òî

supp g ∈ B ∩ [0, 1], g(x) = 1, x ∈ A ∩ [0, 1],(37)

|g(x)| ≤ 1, x ∈ [0, 1],(38) ∫
ωk

g(x)dx = 0, åñëè ωk ⊂ [0, 1],(39)

lim
n→∞

Sn(x, g) = g(x), â êàæäîé òî÷êå x ∈ [0, 1].(40)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ωk = [ak, bk). Îáîçíà÷èì Ak = A∩
ωk. Ïðèìåíèâ ëåììó 5 îïðåäåëèì ôóíêöèè gk(x), x ∈ ωk, ñî ñâîéñòâàìè

gk(x) = 1, x ∈ Ak,(41)

|gk(x)| ≤ 1, x ∈ ωk,(42) ∫
ωk

gk(x)dx = 0, k = 1, 2, . . . ,(43)

Dgk(x) = gk(x), âíóòðè [ak, bk].(44)

Îïðåäåëèì g(x) = gk(x), ïðè x ∈ ω̊k = (ak, bk) ⊂ (0, 1), à åñëè x
ÿâëÿåòñÿ êîíöîì îäíîãî èç èíòåðâàëîâ ωk, òî ïðåäïîëîæèì g(x) =
(D+g(x) + D−g(x))/2 ïðè x 6= 0, 1, è D+g(x) èëè D−g(x) êîãäà
ñîîòâåòñòâåííî x ðàâíî 0 èëè 1. Â òî÷êàõ x ∈ [0, 1]\B îïðåäåëÿåòñÿ
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g(x) = 0. Ýòèì g(x) áóäåò êîððåêòíî îïðåäåëåíà íà [0, 1] è î÷åâèäíî
îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (37)-(40). Ïðîâåðêå íóæäàåòñÿ ëèøü
ñâîéñòâî (40). Åñëè x ∈ B ∩ [0, 1] òî ëèáî èìååì x ∈ (ak, bk) ⊂ (0, 1)
ëèáî x ðàâíî îäíîìó èç ak èëè bk. Â ïåðâîì ñëó÷àå (40) íåìåäëåííî
ñëåäóåò èç (44), à ïðè x = ak, bk íàäî òàêæå ó÷èòûâàòü ñâîéñòâî
ñèñòåìû Õààðà, ÷òî Sn(x, g)→ (D+g(x) +D−g(x)))/2, åñëè D+g(x)
è D−g(x) ñóùåñòâóþò. Ïóñòü òåïåðü x ∈ [0, 1]\B, à J 3 x íåêîòîðûé
èíòåðâàë. Äëÿ ëþáîãî èíòåðâàëà ωk, êðîìå äâóõ âîçìîæíûõ ωk′ è
ωk′′ , èìååì ëèáî ωk ⊂ J ëèáî ωk ∩ J = ∅. Òîãäà èç (42), (43) è
ðåãóëÿðíîñòè ðàçáèåíèÿ Ω ñëåäóåò

1

|J |

∣∣∣∣∫
J

g(t)dt

∣∣∣∣ =
1

|J |

∣∣∣∣∣
∫
J∩ωk′

gk′(t)dt+

∫
J∩ωk′′

gk′′(t)dt

∣∣∣∣∣
≤ |ωk′ |

dist (Bc, ωk′)
+

|ωk′′|
dist (Bc, ωk′′)

→ 0

êîãäà |J | → 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî (40) âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ x ∈
[0, 1]. �

Ëåììà 7. Åñëè E ⊂ [0, 1] åñòü ìíîæåñòâî òèïà Gδ â [0, 1], èìåþùåå
ìåðó íóëü, òî ñóùåñòâóþò êîíå÷íîå èëè ñ÷åòíîå ÷èñëî îòêðûòûõ
ìíîæåñòâ Gk ⊂ R, ñ ðåãóëÿðíûìè äâîè÷íûìè ðàçáèåíèÿìè Ωk,
òàêèå, ÷òî

E = [0, 1] ∩ (∩kGk) ,(45)

Ωk+1 < Ωk, λ(Gk+1) ⊂ Gk,(46)

|Gk+1 ∩ ω| <
|ω|
10
, ω ∈ Ωk, k = 1, 2, . . . .(47)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

E = [0, 1]
⋂(⋂

k

Ek

)
,

ãäå Ek ⊂ R-îòêðûòûå ìíîæåñòâà. Ìíîæåñòâà Gk áóäóò îïðåäåëåíû
ïî èíäóêöèè. Âîçüìåì G1 = E1 è ïóñòü Ω1 åñòü ïðîèçâîëüíîå
ðåãóëÿðíîå äâîè÷íîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà G1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
óæå âûáðàíû ìíîæåñòâàGk, ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè äâîè÷íûìè ðàçáèåíèÿìè
Ωk, äëÿ k = 1, 2, . . . , p, ïðè ýòîì îíè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (46),(47)
è äîïîëíèòåëüíî èìååì Gk ⊂ Ek ïðè k ≤ p. Òàê êàê |E| = 0, èìååì
λ(E) = E. Ïðèìåíèâ ëåììó 2 äëÿ ìíîæåñòâ B = Gp è A = E,
íàéäåì ìíîæåñòâî G′ òàêîå, ÷òî E ⊂ G′ è λ(G′) ⊂ Gp. Ñóùåñòâóåò
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òàêæå ìíîæåñòâî G′′ ⊃ E òàêîå, ÷òî

|G′′ ∩ ω| < |ω|
10
, ω ∈ Ωp.

Âîçüìåì Gp+1 = G′ ∩G′′ ∩ Ep+1. Î÷åâèäíî èìååì

λ(Gp+1) ⊂ λ(G′) ⊂ Gp, Gp+1 ⊂ Ep+1

|Gp+1 ∩ ω| ≤ |G′′ ∩ ω| <
|ω|
10
, ω ∈ Ωp.

Â ñèëó Gp+1 ⊂ Gp ñóùåñòâóåò ðåãóëÿðíîå äâîè÷íîå ðàçáèåíèå Ωp+1

ìíîæåñòâà Gp+1 òàêîå, ÷òî Ωp+1 < Ωp. Èòàê ïîëó÷åííàÿ òàêèì
îáðàçîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòüGk â ìåñòå ñ ðàçáèåíèÿìè Ωk óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèÿì (46), (47) è E ⊂ Gk ⊂ Ek, èç êîòîðîãî ñëåäóåò (45). Ëåììà
äîêàçàíà. �

Ëåììà 8. Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà E ⊂ [0, 1] ìåðû íóëü, èìåþùåå
òèï Gδ â [0, 1], ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ g(x), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì
a) |g(x)| ≤ 2,
b) Sn(x, g)→ g(x) â êàæäîé òî÷êå x ∈ [0, 1] \ E,
c) äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ E èìååì

δ(x, g) = lim sup
n→∞

Sn(x, g)− lim inf
n→∞

Sn(x, g) ≥ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèâ ëåììó 7, ìíîæåñòâîE ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå

(48) E =
∞⋂
k=1

Gk

ãäå Gk ⊂ [0, 1]-îòêðûòûå ìíîæåñòâà, êîòîðûå â ìåñòå ñ íåêîòîðûìè
ðåãóëÿðíûìè äâîè÷íûìè ðàçáèåíèÿìè Ωk óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

λ(Gk+1) ⊂ Gk,(49)

|Gk+1 ∩ ω| <
|ω|
10
, ω ∈ Ωk, k ∈ N.(50)

Äëÿ ïàðû ìíîæåñòâ B = Gk è A = Gk+1 ìîæíî ïðèìåíèòü ëåììó
6. Â èòîãå ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé gk(x), x ∈ [0, 1], ñ
óñëîâèÿìè

supp gk ∈ Gk ∩ [0, 1], gk(x) = 1, x ∈ Gk+1 ∩ [0, 1],(51)

|gk(x)| ≤ 1, x ∈ [0, 1],(52) ∫
ω

gk(x)dx = 0, ω ∈ Ωk, ω ⊂ [0, 1],(53)

lim
n→∞

Sn(x, gk) = gk(x), â êàæäîé òî÷êå x ∈ [0, 1].(54)
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Áóäåì ïðåäïîëàãàòüG0 = [0, 1]. Âî ïåðâûõ çàìåòèì, ÷òî ïðè óñëîâèè

(55) x ∈ (Gk \Gk+1) ∩ [0, 1], k = 0, 1, . . . ,

èç (51) âûòåêàåò

gi(x) = 1, i < k, gi(x) = 0, i > k,(56)

Sn(x, gi) = 0, i > k.(57)

Ñîîòíîøåíèÿ (56) ñðàçó æå ñëåäóþò èç (51). Äîêàæåì (57). Èç (55)
ñëåäóåò, ÷òî åñëè I ⊂ [0, 1]-íåêîòîðûé äâîè÷íûé èíòåðâàë, ñ x ∈ Ī,
òî äëÿ ëþáîãî äâîè÷íîãî èíòåðâàëà ω ⊂ Gk+1, â ÷àñòíîñòè äëÿ
èíòåðâàëîâ ω ∈ Ωi, i > k, ëèáî ω ∩ I = ∅ ëèáî ω ⊂ I. Îòñþäà, ñ
ó÷åòîì (53), ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

(58)

∫
I

gi(t)dt = 0, i > k,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò (57). Åñëè x ∈ [0, 1] \ E, òî èìååì (55) äëÿ
íåêîòîðîãî k = 0, 1, . . .. Îòñþäà ôóíêöèÿ

g(x) =
∞∑
k=1

(−1)k+1gk(x).

îïðåäåëåíà ïðè x ∈ [0, 1] \E, ò.å. ïî÷òè âñþäó. Îïðåäåëèì g(x) = 0
ïðè x ∈ E. Åñëè x ∈ [0, 1] \ E, òî èìååì (55) ïðè íåêîòîðîì k =
0, 1, . . . è ñëåäîâàòåëüíî (56). Îòñþäà ñëåäóåò

|g(x)| = |
k−1∑
i=1

(−1)i+1gi(x) + (−1)k+1gk(x)|

≤ |
k−1∑
i=1

(−1)i+1|+ |gk(x)| ≤ 2,

è ïîëó÷àåì |g(x)| ≤ 2, x ∈ (0, 1), ÷òî äàåò a). Äàëåå âíîâü ïðåäïîëîæèì
x ∈ [0, 1] \ E. Òîãäà èìååì (55). Îòñþäà, ñ ó÷åòîì (56) è (57),
ïîëó÷àåì

g(x) =
k∑
i=1

(−1)i+1gi(x), Sn(x, g) =
k∑
i=1

(−1)i+1Sn(x, gi),

êîòîðîå â ìåñòå ñ (54) äàåò b). Òåïåðü ïóñòü x ∈ E. Òîãäà èìååì
x ∈ ω̄k äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ωk ∈ Ωk, ωk ⊂ [0, 1],
k = 1, 2, . . .. Èç (53), ðåãóëÿðíîñòè ðàçáèåíèé Ωi è ñîîòíîøåíèÿ
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Ωi < Ωk, i > k, ñëåäóåò∫
ωk

gi(t)dt =

∫
ω+
k

gi(t)dt =

∫
ω−k

gi(t)dt = 0, i ≥ k,

gi(x) = 1, x ∈ ωk ∪ ω+
k ∪ ω

−
k , i < k.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

S|ωk|−1(x, gi) = 0, i ≥ k,

S|ωk|−1(x, gi) = 1, i < k.

Ñëåäîâàòåëüíî, èìååì

S|ωk|−1(x, g) =
k−1∑
i=1

(−1)i+1S|ωk|−1(x, gi) =
k−1∑
i=1

(−1)i+1,

à ýòî çíà÷èò, ÷òî

(59) δ(x, g) ≥ 1, x ∈ E.

Èòàê ôóíêöèÿ g(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì a), b) è c) è ëåììà
äîêàçàíà. �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû: Íåîáõîäèìîñòü. Äëÿ äàííîé ôóíêöèè
f ∈ L1[0, 1] ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà

(60) An,m(f) =
⋃
i,j>n

{
x ∈ [0, 1] : |Si(x, f)− Sj(x, f)| > 1

m

}
.

Äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî

A(f) =
⋃
m≥1

⋂
n≥1

An,m(f)

â òî÷íîñòè ñîñòîèò èç òî÷åê ðàñõîäèìîñòè ðÿäà Ôóðüå-Õààðà ôóíêöèè
f . Äëÿ ýòîãî ïðîâåðèì ýêâèâàëåíòíîñòü ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé:

x ∈ A(f),⇔ ∃m0, òàê ÷òî x ∈ An,m0(f), ïðè ëþáîì n = 1, 2, . . .

⇔ ∃m0,∃pk, qk ∈ N, òàê ÷òî pk, qk →∞, è

|Spk(x, f)− Sqk(x, f)| > 1

m0

,

⇔ Sn(x, f) ðàñõîäèòñÿ .

Îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâà{
x ∈ [0, 1] : |Si(x, f)− Sj(x, f)| > 1

m

}
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ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà äâîè÷íûõ
îòðåçêîâ ðàçíîãî òèïà (îòêðûòûõ, çàìêíóòûõ èëè ïîëóîòêðûòûõ).
Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî

An,m(f) = Gn,m ∪ dn,m
ãäåGn,m-îòêðûòîå ìíîæåñòâî à dn,m êîíå÷íî. Îòñþäà ëåãêî âûòåêàåò,
÷òî

A(f) ⊃
⋃
m≥1

⋂
n≥1

Gn,m,

à ðàçíîñòü

A(f) \
⋃
m≥1

⋂
n≥1

Gn,m

åñòü íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî. Òàê êàê ëþáîå ñ÷åòíîå èëè
êîíå÷íîå ìíîæåñòâî èìååò òèï Gδσ, òî ïîëó÷èì, ÷òî A(f) òîæå
ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì òèïàGδσ. Òî, ÷òî îíî èìååò ìåðó íóëü, ñëåäóåò
èç ñõîäèìîñòè ïî÷òè âñþäó ðÿäîâ Ôóðüå-Õààðà. �

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî E åñòü ìíîæåñòâî òèïà Gδσ â
[0, 1], èìåþùåå ìåðó íóëü, è ïðåäñòàâèì åãî â âèäå

E =
∞⋃
k=1

Ek,

ãäå Ek ⊂ [0, 1]-ìíîæåñòâà òèïà Gδ ìåðû íóëü. Î÷åâèäíî ìîæíî
ïðåäïîëàãàòü, ÷òîEk ⊂ Ek+1. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîãëè áû ðàññìàòðèâàòü
ìíîæåñòâà

E ′k =
k⋃
j=1

Ej

êîòîðûå òîæå ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè òèïà Gδ è èõ îáúåäèíåíèå
ðàâíî E. Ïðèìåíèâ ëåììó 8, êàæäîìó ìíîæåñòâó Ek ñîïîñòàâèì
ôóíêöèþ fk(x), òàêóþ, ÷òî
a*) |fk(x)| ≤ 2,
b*) ðÿä Ôóðüå-Õààðà ôóíêöèè fk ñõîäèòñÿ â êàæäîé òî÷êå x ∈

[0, 1] \ Ek,
c*) äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ Ek èìååì δ(x, fk) ≥ 1.

Äîêàæåì, ÷òî

f(x) =
∞∑
k=1

fk(x)

10k

ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé ôóíêöèåé. Åå îãðàíè÷åííîñòü ñëåäóåò èç ñâîéñòâà
a*). Âîçüìåì ëþáóþ òî÷êó x ∈ E. Äëÿ íåêîòîðîãî k èìååì

x ∈ Ek \
(
∪k−1
i=1 Ei

)
.
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Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
n→∞

Sn

(
x,

k−1∑
i=1

10−kfk

)
,

à òàêæå

δ(x, fk) ≥ 1,

δ(x, fi) ≤ 2 sup
n
|Sn(x, fi)| ≤ 2‖fi‖∞ ≤ 4, i = 1, 2, . . . .

Äàëåå èìååì

δ(x, f) ≥ δ(x, fk)

10k
−

∞∑
i=k+1

δ(x, fi)

10i

≥ 1

2 · 10k
−

∞∑
i=k+1

4

10i
=

1

18 · 10k
> 0.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ðÿä Ôóðüå-Õààðà ðàñõîäèòñÿ â ëþáîé òî÷êå x ∈ E.
Òåïåðü âîçüìåì òî÷êó x 6∈ E. Ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì i ∈ N
èìååì ñõîäèìîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì Sn(x, fi). Îòñþäà ïîëó÷èì

δ(x, f) = δ

(
x,

∞∑
i=k+1

10−ifi

)

≤ 2 sup
n

∣∣∣∣∣Sn
(
x,

∞∑
i=k+1

fi
10i

)∣∣∣∣∣ ≤ 4
∞∑

i=k+1

10−i <
1

2 · 10k
.

Òàê êàê ïîñëåäíåå èìååò ìåñòî ïðè ëþáîì k, òî ïîëó÷èì δ(x, f) = 0.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü Ê. Íàâàñàðäÿíó çà çàìå÷àíèÿ,

ñäåëàííûå ïî ïîâîäó îôîðìëåíèÿ ñòàòüè. �
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