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� 1. Ââåäåíèå

Äëÿ ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà

∞∑
n=1

fn(x), x ∈ [0, 1], (1.1)

ìíîæåñòâî E ⊂ [0, 1] íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì òî÷åê ðàñõîäèìîñòè, åñëè ýòîò ðÿä
ðàñõîäèòñÿ ïðè x ∈ E è ñõîäèòñÿ êîãäà x ∈ [0, 1] \ E. Åñëè æå ðàñõîäèìîñòü â

òî÷êàõ E íåîãðàíè÷åííà, òî ñêàæåì, ÷òî E ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì òî÷åê íåîãðà-

íè÷åííîé ðàñõîäèìîñòè ðÿäà (1.1) . Õîðîøî èçâåñòíà êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà

Õàíà-Ñåðïèíñêîãî (ñì. [1], [2]): äëÿ òîãî ÷òîáû E ⊂ [0, 1] áûëî ìíîæåñòâîì

òî÷åê ðàñõîäèìîñòè (íåîãðàíè÷åííîé ðàñõîäèìîñòè) íåêîòîðîãî ðÿäà (1.1) ñ

íåïðåðûâíûìè ÷ëåíàìè fn(x), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíî èìåëî òèï

Gδσ (Gδ). Õàðàêòåðèçàöèè ìíîæåñòâ òî÷åê ðàñõîäèìîñòè ðÿäîâ Ôóðüå ôóíêöèé

èç ðàçíûõ êëàññîâ ïîñâÿùåíî ìíîãî ðàáîò. Ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê

ðÿäû Ôóðüå ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêèì òàê è ïî äðóãèì êëàññè÷åñêèì îðòîíîðìèðîâàí-

íûì ñèñòåìàì (Óîëøà, Õààðà, Âèëåíêèíà). Ðàññìàòðèâàÿ ñëó÷àé òðèãîíîìåòðè-

÷åñêîé ñèñòåìû, îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî êëàññè÷åñêîé òåîðåìå À. Í. Êîëìîãîðîâà

[3] ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ èç L1, ðÿä Ôóðüå êîòîðîé ðàñõîäèòñÿ âñþäó. Â ðàáîòå

Öåëëåðà [4] äàíà ïîëíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ìíîæåñòâ òî÷åê íåîãðàíè÷åííîé ðàñ-

õîäèìîñòè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ Ôóðüå, îñíîâûâàÿñü íà ìåòîäå À. Í.

Êîëìîãîðîâà. Â íåì äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà E ⊂ [0, 2π]
òèïà Gδ ñóùåñòâóåò ðÿä Ôóðüå, êîòîðûé íåîãðàíè÷åííî ðàñõîäèòñÿ â êàæäîé

òî÷êå E è ñõîäèòñÿ â êàæäîé òî÷êå åãî äîïîëíåíèÿ. Âîïðîñ î õàðàêòåðèçàöèè

ìíîæåñòâ ðàñõîäèìîñòè ðÿäîâ Ôóðüå ôóíêöèé èç êëàññîâ Lp ïðè p > 1 îòëè-

÷àåòñÿ îò ñëó÷àÿ p = 1 ïîòîìó, ÷òî ñîãëàñíî òåîðåìå Êàðëåñîíà-Õàíòà ([5], [6])
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òàêèå ðÿäû ñõîäÿòñÿ ïî÷òè âñþäó. Ïîýòîìó ìíîæåñòâà ðàñõîäèìîñòè òàêèõ

ðÿäîâ èìåþò íóëåâûå ìåðû. Ðàñõîäÿùèåñÿ ðÿäû Ôóðüå èìåþò äîëãóþ èñòîðèþ.

Ïåðâûé ïðèìåð íåïðåðûâíîé ôóíêöèè, ðÿä Ôóðüå êîòîðîé ðàñõîäèòñÿ â äàííîé

òî÷êå, ïîñòðîèë Ï. Äþ Áóà-Ðåéìîí [7] â 1986 ã. Ñ. Á. Ñòå÷êèí [8] äîêàçàë,

÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà ìåðû íóëü ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ èç L2[−π, π], ðÿä
Ôóðüå êîòîðîé ðàñõîäèòñÿ â êàæäîé òî÷êå ýòîãî ìíîæåñòâà. Ë. Â. Òàéêîâ [9]

óñòàíîâèë, ÷òî ýòó ôóíêöèþ ìîæíî áðàòü èç Lp ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì 1 <
p < ∞. Êàõàí è Êàöíåëüñîí [10] äîêàçàëè ñóùåñòâîâàíèå êîìïëåêñíîçíà÷íîé

íåïðåðûâíîé ôóíêöèè, ðÿä Ôóðüå êîòîðîé ðàñõîäèòñÿ â òî÷êàõ çàäàííîãî ìíî-

æåñòâà ìåðû íóëü. Ñóùåñòâåííî ðàçâèâàÿ ìåòîä Êàõàíà-Êàöíåëüñîíà, â [11]

Â. Â. Áóçäàëèí äîêàçàë, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà ìåðû íóëü ñóùåñòâóåò

íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, ðÿä Ôóðüå êîòîðîé ðàñõîäèòñÿ â êàæäîé òî÷êå ýòîãî

ìíîæåñòâà. Àíàëîãè÷íûå çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû Óîëøà èññëåäîâàíû â ðàáîòàõ

[12], [13], [14], [15], [16]. Â ðàáîòå [13]Ø. Â. Õåëàäçå äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå

ôóíêöèè f ∈ Lp(p < ∞), ðÿä Ôóðüå-Óîëøà êîòîðîé ðàñõîäèòñÿ â òî÷êàõ

çàäàííîãî ìíîæåñòâà ìåðû íóëü, à Â. Ì. Áóãàäçå [15] äîêàçàë, ÷òî â ôóíêöèþ

f ìîæíî áðàòü èç êëàññà L∞. Ó. Ãîãèíàâà â [16] óñòàíîâèë, ÷òî äëÿ ëþáîãî

ìíîæåñòâà ìåðû íóëü ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ èç L∞, ó êîòîðîé (C, 1) ñðåäíèå ðÿäà
Ôóðüå-Óîëøà ðàñõîäèòñÿ â òî÷êàõ ýòîãî ìíîæåñòâà. Ìíîæåñòâà íåîãðàíè÷åí-

íîé ðàñõîäèìîñòè ðÿäîâ Ôóðüå-Õààðà ïîëíîñòüþ áûëà îõàðàêòåðèçîâàíà â ðà-

áîòå Ì. À. Ëóíèíîé [17]. Åþ äîêàçàíî, ÷òî âî ïåðâûõ ìíîæåñòâî òî÷åê íåîãðàíè-

÷åííîé ðàñõîäèìîñòè ëþáîãî ðÿäà Ôóðüå-Õààðà ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì òèïà

G̃δ, è íàîáîðîò, ëþáîå ìíîæåñòâî òèïà G̃δ ìîæåò ñòàòü ìíîæåñòâîì òî÷åê

íåîãðàíè÷åííîé ðàñõîäèìîñòè ðÿäà Ôóðüå-Õààðà íåêîòîðîé ôóíêöèè. Ïðè

ýòîì ýòà ôóíêöèÿ ìîæåò èìåòü ñêîëü óãîäíî ìåäëåííî ðàñòóùóþ ôóíêöèþ

ðàñïðåäåëåíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî áîëåå ðàííåé ðàáîòå Â. È. Ïðîõîðåíêî [18] áûëî

óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè f(x) ∈ ∩16p<∞L
p, ðÿä Ôóðüå-Õààðà êîòî-

ðîé íåîãðàíè÷åííî ðàñõîäèòñÿ íà çàäàííîì ìíîæåñòâå ìåðû íóëü, à Â. M. Áóãà-

äçå [19] äîêàçàë, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà ìåðû íóëü ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ

èç êëàññà L∞[0, 1], ðÿä Ôóðüå-Õààðà êîòîðîé ðàñõîäèòñÿ íà ýòîì ìíîæåñòâå.

Íåäàâíî â [20] óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ìíîæåñòâî E ⊂ [0, 1] áûëî
ìíîæåñòâîì òî÷åê ðàñõîäèìîñòè ðÿäà Ôóðüå-Õààðà íåêîòîðîé ôóíêöèè èç L∞

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíî áûëî ìíîæåñòâîì òèïà Gδσ. Èòàê ÿñíî,

÷òî âîïðîñ î õàðàêòåðèçàöèè ìíîæåñòâ ðàñõîäèìîñòè ðÿäîâ Ôóðüå-Õààðà ïîëíîñòüþ

ðåøåí.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ÿâëåíèå ðàñõîäèìîñòè íà çàäàííîì ìíîæåñòâå õàðàêòåðíî

äëÿ îáùèõ îïåðàòîðîâ ñî ñâîéñòâîì ëîêàëèçàöèè è ýòî â ïåðâûå áûëî îáíàðóæå-

íî â ðàáîòå [21]. Òàì äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàòîðîâ

(1.2) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ëîêàëèçàöèè, òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà E ⊂ [0, 1]
íóëåâîé ìåðû, ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f(x), ÿâëÿþùàÿñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíê-
öèåé íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà G ⊂ [0, 1], òàêàÿ, ÷òî Un(x, f) ðàñõîäèòñÿ â êàæäîé
òî÷êå x ∈ E. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå óñòàíîâëåíû ïîëíûå õàðàêòåðèñòèêè ìíî-

æåñòâ òî÷åê ðàñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé òàêèõ îïåðàòîðîâ. Èç íèõ

ñëåäóþò ìíîãèå ðåçóëüòàòû äëÿ ðÿäîâ Ôóðüå ïî êëàññè÷åñêèì îðòîíîðìèðîâàííûì

ñèñòåìàì (òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ, Óîëøà, Ôðàíêëèíà, Õààðà), êîòîðûå äàþò îòâåò

íà íåêîòîðûå çàäà÷è, ðàññìîòðåííûå â ðàáîòàõ [22] [23], [24].
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Ïóñòü L1[0, 1] åñòü ïðîñòðàíñòâî èíòåãðèðóåìûõ ïî Ëåáåãó ôóíêöèé íà [0, 1], à
M [0, 1]�ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé ñ íîðìîé

∥f∥M = sup
x∈[0,1]

|f(x)|.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ

Un(x, f) : L1[0, 1] →M [0, 1], (1.2)

îáëàäàþùèå ñâîéñòâàìè

C 1. ρn = ∥Un∥L1→M <∞, n = 1, 2, . . .,

C 2. ϱ = supn ∥Un∥L∞→M <∞,

C 3. åñëè f ∈M [0, 1] è f(x) = c, x ∈ (α, β),òî èìååì

lim
n→∞

Un(x, f) = c, x ∈ (α, β),

ïðè÷åì ñõîäèìîñòü ðàâíîìåðíà â ëþáîì çàìêíóòîì ïîäìíîæåñòâå èíòåðâàëà

(α, β),

C 4. äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L∞[0, 1] èìååì Un(x, f) → f(x) ïðè n → ∞
ïî÷òè âñþäó.

Ýòèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàþò ìíîãèå îïåðàòîðû â òåîðèè ðÿäîâ Ôóðüå ïî ðàç-

íûì îðòîãîíàëüíûì ñèñòåìàì. Äëÿ îïåðàòîðîâ ïî ñèñòåìàì Õààðà è Óîëøà

õàðàêòåðíû ñâîéñòâà, â êîòîðûõ íåêóþ ðîëü èãðàþò ìíîæåñòâî äâîè÷íî-ðàöèî-

íàëüíûõ òî÷åê

Q =
{
i

2k
, i = 0, 1, . . . 2k, k ∈ N

}
,

à òàêæå èíòåðâàëû âèäà(
i

2k
,
i+ 1
2k

)
, i = 0, 1, . . . 2k − 1, k ∈ N,

êîòîðûå íàçûâàþòñÿ äâîè÷íûìè èíòåðâàëàìè. ×åðåç G̃ îáîçíà÷èì êëàññ ìíî-

æåñòâ, êîòîðûå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

G =
(
∪k (ak, bk)

)
∪A,

ãäå {(ak, bk)}�êîíå÷íîå èëè ñ÷åòíîå ñåìåéñòâî ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ èí-
òåðâàëîâ, à A ñîñòàâëåíî èç íåêîòîðûõ äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê, ñîäåð-

æàùèåñÿ â ìíîæåñòâå {ak, bk}. Íåêîòîðûå èç íèæå ðàññìàòðèâàåìûõ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé îïåðàòîðîâ áóäóò îáëàäàòü òàêæå äîïîëíèòåëüíûìè ñâîéñòâàìè

C 5. äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L∞[0, 1] ìíîæåñòâà

{x ∈ [0, 1] : Un(x, f) > t}, n = 1, 2, . . . ,

ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè òèïà G̃.
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C 6. åñëè f ∈ M [0, 1] è f(x) = c, íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå (α, β), òî èìååì
Un(x, f · I[x,1]) → c/2 ïðè x ∈ [α, β) è Un(x, f · I[0,x]) → c/2 ïðè x ∈ (α, β]. Ïðè
ýòîì ñõîäèìîñòè ðàâíîìåðíû, ñîîòâåòñòâåííî, íà îòðåçêàõ [α, β−ε) è (α+ε, β],
åñëè α è β-äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíûå òî÷êè.

Îòìåòèì, ÷òî C3 è C6 îòðàæàþò ñâîéñòâî ëîêàëèçàöèè, õàðàêòåðíîå â òåîðèè

ðÿäîâ Ôóðüå. Ïðè÷åì C6 ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì âàðèàíòîì C3. Îñíîâíûì ðåçóëü-

òàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 1. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàòîðîâ (1.2) îáëàäàåò ñâîéñòâà-

ìè C1-C4, òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà E ⊂ [0, 1] òèïà Gδσ, ñ |E| = 0, ñóùåñò-
âóåò ôóíêöèÿ f ∈ L∞[0, 1] äëÿ êîòîðîé

a) Un(x, f) ðàñõîäèòñÿ ïðè x ∈ E,
b) Un(x, f) → f(x) ïðè x ∈ [0, 1] \ E.

Èç ýòîé òåîðåìû ëåãêî ñëåäóåò

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàòîðîâ (1.2) îáëàäàåò ñâîéñò-

âàìè C1-C5. Òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû ìíîæåñòâî E ⊂ [0, 1] áûëî ìíîæåñòâîì

ðàñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Un(x, f) ïðè íåêîòîðîé ôóíêöèè f ∈ L∞[0, 1],
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ÷òîáû E áûëî Gδσ-ìíîæåñòâîì ìåðû íóëü.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ñâîéñòâàìè C1-C5 îáëàäàþò íàïðèìåð ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè îïåðàòîðîâ ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäîâ Ôóðüå ïî îðòîãîíàëüíûì ñèñòåìàì

Õààðà è Ôðàíêëèíà, à òàêæå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (C,α)-ñðåäíèõ ðÿäîâ Ôóðüå
ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå è ïî ñèñòåìå Óîëøà ïðè α > 0 (ñì. [25],

[26], [27], [28]). Ïîýòîìó òåîðåìà 2 äàåò ïîëíóþ õàðàêòåðèñòèêó ìíîæåñòâ

ðàñõîäèìîñòè ýòèõ ÷åòûðåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé îïåðàòîðîâ â òåîðèè ðÿäîâ

Ôóðüå. ×òîáû ñôîðìóëèðîâàòü ýòè ðåçóëüòàòû â îäíîé åäèíîé òåîðåìå, òðèãîíî-

ìåòðè÷åñêóþ ñèñòåìó áóäåì ðàññìàòðèâàòü â âèäå {e2πinx, n ∈ Z}, êàê ñèñòåìó
ôóíêöèé íà îòðåçêå [0, 1].

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü Un(x, f) ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç âûøåóïîìÿíóòûõ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé îïåðàòîðîâ Ôóðüå. Äëÿ òîãî ÷òîáû ìíîæåñòâî E ⊂ [0, 1] áûëî
ìíîæåñòâîì ðàñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Un(x, f) äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè
f ∈ L∞[0, 1] íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû E áûëî ìíîæåñòâîì òèïà Gδσ

ìåðû íóëü. Åñëè Un(x, f) ÿâëÿþòñÿ (C,α)-ñðåäíèìè òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà
Ôóðüå (α > 0), òî îò E äîïîëíèòåëüíî òðåáóåòñÿ ïåðèîäè÷íîñòü ñ ïåðèîäîì 1.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ òàêæå âîïðîñ î õàðàêòåðèçàöèè ìíîæåñòâ íåîãðàíè÷åííîé

ðàñõîäèìîñòè àíàëîãè÷íûõ îïåðàòîðîâ. Ìû èìååì äåëî ñ ìíîæåñòâàìè èç

ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà [0, 1]. Îòêðûòûìè â íåì áóäóò ìíîæåñòâà, êîòîðûå

ïðåäñòàâèìû â âèäå G ∩ [0, 1], ãäå G�îòêðûòîå ìíîæåñòâî â R. Ìíîæåñòâà,

êîòîðûå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñ÷åòíîãî ïåðåñå÷åíèÿ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ

îòðåçêà [0, 1], íàçûâàþòñÿ ìíîæåñòâàìè òèïà Gδ. Âñåâîçìîæíûå ñ÷åòíûå îáúå-

äèíåíèÿ ìíîæåñòâ Gδ äàåò êëàññ ìíîæåñòâ òèïà Gδσ. Â âûøåóïîìÿíóòîé

òåîðåìå Ëóíèíîé áûëè ðàññìîòðåíû ìíîæåñòâà òèïà G̃δ. Ýòîò êëàññ ÷óòü

øèðå êëàññà ìíîæåñòâ òèïà Gδ. Ìíîæåñòâàìè òèïà G̃δ ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûå èëè

ñ÷åòíûå ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ òèïà G̃. Â ñëåäñòâèè 1 îòêëîíåíèå îò îáû÷íûõ

Gδσ ìíîæåñòâ íå áûëî. Ïðè÷èíà â òîì, ÷òî ñ÷åòíûå îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ
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òèïà G̃δ â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ êëàññîì ìíîæåñòâ òèïà Gδσ, è ýòî ìû óâèäèì

â íèçó, ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.

Åñëè ψ : R+ → R+ åñòü íåêîòîðàÿ âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ è

lim
t→∞

ψ(t) = ∞, (1.3)

òî ÷åðåç ψ(L) îáîçíà÷èì êëàññ ôóíêöèé f(x), x ∈ [0, 1], äëÿ êîòîðûõ∫ 1

0

ψ(|f(t)|)dt <∞.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàòîðîâ (1.2) îáëàäàåò ñâîéñò-

âàìè C1-C4 è Un(x, f) ∈ C[0, 1] äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L1[0, 1]. Òîãäà åñëè

ôóíêöèÿ ψ : R+ → R+ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1.3) , òî äëÿ òîãî, ÷òîáû

ìíîæåñòâî E ⊂ [0, 1] áûëî ìíîæåñòâîì íåîãðàíè÷åííîé ðàñõîäèìîñòè ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè Un(x, f) äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè f ∈ ψ(L), íåîáõîäèìî è äîñ-

òàòî÷íî, ÷òîáû E áûëî ìíîæåñòâîì òèïà Gδ ìåðû íóëü.

Ñðåäè âûøåóïîìÿíóòûõ îïåðàòîðîâ Ôóðüå íåïðåðûâíûìè ÿâëÿþòñÿ ÷àñòè÷íûå

ñóììû ðÿäà Ôóðüå-Ôðàíêëèíà è ñðåäíèå ×åçàðî òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ

Ôóðüå, è ïîýòîìó èç òåîðåìû 3 ñðàçó æå ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 2. Äëÿ òîãî ÷òîáû ìíîæåñòâî E ⊂ R áûëî ìíîæåñòâîì íåîãðà-

íè÷åííîé ðàñõîäèìîñòè ñðåäíèõ (C,α), α > 0, òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà Ôóðüå
íåêîòîðîé ôóíêöèè f ∈ ψ(L), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû E áûëî ìíîæåñò-

âîì òèïà Gδ ìåðû íóëü è èìåëî ïåðèîä 1.

Ñëåäñòâèå 3. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ìíîæåñòâî E ⊂ [0, 1] áûëî ìíîæåñòâîì íåîã-
ðàíè÷åííîé ðàñõîäèìîñòè ðÿäà Ôóðüå-Ôðàíêëèíà íåêîòîðîé ôóíêöèè f ∈ ψ(L)
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû E áûëî ìíîæåñòâîì òèïà Gδ ìåðû íóëü.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàòîðîâ (1.2) îáëàäàåò ñâîéñò-

âàìè C1-C6, à ôóíêöèÿ ψ : R+ → R+ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1.3) . Òîãäà

äëÿ òîãî, ÷òîáû ìíîæåñòâî E ⊂ [0, 1] áûëî ìíîæåñòâîì íåîãðàíè÷åííîé

ðàñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Un(x, f) äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè f ∈ ψ(L),
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû E áûëî ìíîæåñòâîì òèïà G̃δ ìåðû íóëü.

Òàê êàê îïåðàòîðû, ñîîòâåòñòâóþùèå ñèñòåìàì Óîëøà è Õààðà îáëàäàþò, îáëà-

äàþò âñåìè ñâîéñòâàìè C1-C6, òî èç òåîðåìû 4 íåìåäëåííî ñëåäóþò

Ñëåäñòâèå 4. Äëÿ òîãî ÷òîáû ìíîæåñòâî E ⊂ [0, 1] áûëî ìíîæåñòâîì íåîã-

ðàíè÷åííîé ðàñõîäèìîñòè ñðåäíèõ (C,α), α > 0, ðÿäà Ôóðüå-Óîëøà íåêîòîðîé
ôóíêöèè f ∈ ψ(L) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû E áûëî ìíîæåñòâîì òèïà

G̃δ ìåðû íóëü.

Ñëåäñòâèå 5. Äëÿ òîãî ÷òîáû ìíîæåñòâî E ⊂ [0, 1] áûëî ìíîæåñòâîì íåîã-

ðàíè÷åííîé ðàñõîäèìîñòè ðÿäà Ôóðüå-Õààðà íåêîòîðîé ôóíêöèè f ∈ ψ(L)
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû E áûëî ìíîæåñòâîì òèïà G̃δ ìåðû íóëü.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ñëåäñòâèå 5 áûëî äîêàçàíî Ëóíèíîé â [17], à ÷àñòü ñëåäñò-

âèÿ 1, êàñàþùàÿñÿ ñèñòåìå Õààðà, óñòàíîâëåíà àâòîðîì â ðàáîòå [20].

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü Ã. Ã. Ãåâîðêÿíó, Ì. Ã. Ãðèãîðÿíó

è À. À. Ñààêÿíó çà îáñóæäåíèå ðàáîòû.
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� 2. Äîêàçàòåëüñòâà ëåìì

×åðåç IA(t) îáîçíà÷èì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ìíîæåñòâà A. Åñëè

I ⊂ R�íåêîòîðûé èíòåðâàë è t > 0, òî ÷åðåç tI îáîçíà÷èì èíòåðâàë êîíöåíòðè-

÷åñêèé ñ I, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà t|I|.

Ëåììà 2.1. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàòîðîâ Un îáëàäàåò ñâîéñòâàìè

C1 è C3, òî èìååì

φ(u) = sup
n∈N

sup
x∈[0,1]

sup
∥f∥161

|Un(x, f(t) · I{t:|t−x|>u}(t))| <∞, 0 < u < 1. (2.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, ÷òî φ(u0) = ∞ ïðè íåêîòîðîì

0 < u0 < 1. Òîãäà î÷åâèäíî

sup
n∈N

sup
x∈I

sup
∥f∥161

|Un(x, f(t) · I{t:|t−x|>u0}(t))| = ∞ (2.2)

äëÿ íåêîòîðîãî èíòåðâàëà I ⊂ [0, 1], ñ |I| < u0/2. Ëåãêî óñìîòðåòü, ÷òî

∪x∈I {t : |t− x| > u0} = (3I)c. (2.3)

Èç (2.2) è (2.3) ñëåäóåò

sup
n∈N

sup
x∈I

sup
∥f∥161

|Un(x, f(t) · I(3I)c(t))| = ∞. (2.4)

Èç îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðîâ Un : L1 →M ñëåäóåò

γ(m) = sup
16n6m

sup
x∈I

sup
∥f∥161

|Un(x, f(t) · I(3I)c(t))| <∞, m ∈ N. (2.5)

è ïîýòîìó, êîìáèíèðóÿ (2.4) è (2.5) , ïîëó÷àåì

γ(m) →∞, ïðè m→∞. (2.6)

Äîêàæåì, ÷òî ïî èíäóêöèè ìîæíî âûáðàòü ÷èñëà nk ∈ N, xk ∈ I è ôóíêöèè

fk, k = 1, 2, . . ., òàêèå, ÷òî

∥fk∥1 6 1, supp fk ⊂ (3I)c, k > 1, (2.7)

|Unk
(xk, fk)| > k3 · (1 + max

16i<k
∥Uni

∥L1→M ), k > 1 (2.8)

sup
16i<k

|Unk
(x, fi)| < 1, x ∈ I, k > 1. (2.9)

Èñïîëüçóÿ (2.5) è (2.6) , îïðåäåëèì ôóíêöèþ f1(x), ÷èñëà n1 ∈ N è x1 ∈ I

òàêèå, ÷òî

∥f1∥1 6 1, supp f1 ⊂ (3I)c, k > 1,

|Un1(x1, f1)| > 1.

Ýòî è ñòàíåò ïåðâûì øàãîì èíäóêöèè. Äàëåå ïðåäïîëîæèì, ÷òî óæå îïðåäåëåíû

ôóíêöèè fk, ÷èñëà nk ∈ N è xk ∈ I, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (2.7) -(2.9) , ïðè
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k = 1, 2, . . . , p. Îïÿòü ïðèìåíèâ (2.5) è (2.6) , íàéäåì ôóíêöèþ fp+1(x) è ÷èñëà
np+1 ∈ N, xp+1 ∈ I, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (2.7) è (2.8) ïðè k = p+ 1. Èç
(2.6) ÿñíî, ÷òî ïðè ýòîì np+1 ìîæíî áðàòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèì è ïîýòîìó,

ñ ó÷åòîì ñâîéñòâà ëîêàëèçàöèè C3, ìîæíî îáåñïå÷èòü (2.9) â ñëó÷àå k = p+ 1.
Ýòèì ïîñòðîåíèå áóäåò çàâåðøåíî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f(x) =
∞∑

i=1

αifi(x), αk =
1

k2 · (1 + max16i<k ∥Uni
∥L1→M )

. (2.10)

Î÷åâèäíî f ∈ L1 è supp f ⊂ (3I)c. Òàê êàê xk ∈ I, èñïîëüçóÿ (2.7) -(2.10) ,

ïîëó÷èì

|Unk
(xk, f)| >

> αk|Unk
(xk, fk)| −

k−1∑
i=1

αi|Unk
(xk, fi)| −

∞∑
i=k+1

αi|Unk
(xk, fi)|

> k −
k−1∑
i=1

1
i2
−

∞∑
i=k+1

1
i2

> k − 2.

Ýòî äàåò ïðîòèâîðå÷èå, òàê êàê Un(x, f) ⇒ 0 ðàâíîìåðíî íà I ñîãëàñíî C3.

Îòðåçêîì íàçîâåì ìíîæåñòâà âèäà (a, b), [a, b), (a, b] è [a, b] è áóäåì èñïîëüçîâàòü
îáîçíà÷åíèå < a, b >. Åñëè I =< a, b >-íåêîòîðûé îòðåçîê, òî îáîçíà÷èì I̊ =
(a, b) è Ī = [a, b]. Åñëè G îòêðûòîå ìíîæåñòâî â [0, 1], òî åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå îáúåäèíåíèÿ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ âèäà (a, b), [0, b) èëè
(a, 1], ãäå 0 6 a < b 6 1 åñòü íåêîòîðûå ÷èñëà. Ðàçáèåíèåì îòêðûòîãî ìíîæåñòâà
G ⊂ [0, 1] íàçîâåì ñåìåéñòâî îòðåçêîâ Ω = {ωk}, êàæäûé èç êîòîðûõ èìååò îäèí
èç âèäîâ

[a, b), [a, 1] èëè [0, b), (2.11)

è ïðè ýòîì

G = ∪kωk, dist (ωk, G
c) > 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî â [0, 1] îáëàäàåò íåêîòîðûì ðàçáèå-

íèåì. Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè φ(u) (ñì. (2.1) ) ñëåäóåò, ÷òî åñëè f ∈ L1[0, 1]
è supp f ⊂ A, òî

|Un(x, f)| 6 φ(dist (x,A))∥f∥L1 , n = 1, 2, . . . , dist (x,A) > 0. (2.12)

Ëåììà 2.2. Åñëè G ⊂ [0, 1] åñòü îòêðûòîå ìíîæåñòâî, ñ ðàçáèåíèåì {ωk},
à èçìåðèìîå ìíîæåñòâî A ⊂ G óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ∑

k

φ(dist (ωk, G
c))|A ∩ ωk| < c <∞, (2.13)

òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L∞[0, 1], ñ supp f ⊂ A, èìååì

c∥f∥∞ > |Un(x, f)| → 0, x ∈ Gc. (2.14)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ ó÷åòîì (2.12) , äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ Gc èìååì

|Un(x, f)| 6
∑

k

|Un(x, f · Iωk
)| 6

∑
k

φ(dist (x, ωk))∥f · Iωk
∥L1

6 ∥f∥∞
∑

k

φ(dist (x, ωk))|A ∩ ωk| 6 c∥f∥∞.

Ó÷èòûâàÿ òàêæå ñîîòíîøåíèå Un(x, f · Iωk
) → 0 ïðè n → ∞, êîòîðîå ñëåäóåò

èç ñâîéñòâà C3, ìû ïîëó÷èì

lim sup
n→∞

|Un(x, f)| = lim sup
n→∞

|
∞∑

k=1

Un(x, f · Iωk
)|

= lim sup
n→∞

|
∞∑

k=m

Un(x, f · Iωk
)| 6 ∥f∥∞

∞∑
k=m

φ(dist (x, ωk))|A ∩ ωk|.

Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì m ïîñëåäíþþ ñóììó ìîæíî ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî

ìàëîé â ñèëó (2.13) . Îòñþäà ïîëó÷àåì (2.14) .

Ëåììà 2.3. Åñëè óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ φ(t) : (0, 1] → [0,∞), òàêàÿ, ÷òî
φ(t) →∞ ïðè t → 0 è ε > 0, òî äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà G ⊂ [0, 1]
ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå Ω, òàêîå, ÷òî

ε > |ω| · φ
(
dist (ω,Gc)

)
→ 0, ïðè |ω| → 0, ω ∈ Ω. (2.15)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà áåðåì ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå ∆, ñîñòàâëåííîå

èç îòðåçêîâ äëèíû ìåíüøå ε. Êàæäûé èç èíòåðâàëîâ δ ∈ ∆ ìîæíî ðàçëîæèòü

íà êîíå÷íîå ÷èñëî áîëåå ìåëêèõ èíòåðâàëîâ âèäà (2.11) , òàêèì îáðàçîì ÷òî,

åñëè ω ⊂ δ îäèí èç òàêèõ èíòåðâàëîâ, òî èìååì |ω| · φ(dist (δ,Gc)) 6 |δ|2 è

ñëåäîâàòåëüíî áóäåì èìåòü

|ω| · φ(dist (ω,Gc)) 6 ε · |δ|.

Òàê êàê |δ| → 0 ïðè dist (δ,Gc)) → 0, òî îòñþäà ïîëó÷àåì (2.15) .

Îáîçíà÷èì

λ(A) = A ∪
{
x ∈ [0, 1] : lim sup

n→∞
|Un(x, IA)| > 0

}
.

Èç ñâîéñòâà C4 ñëåäóåò, ÷òî

lim
n→∞

Un(x, IA) = 0, ï.â. íà [0, 1] \A,

è ïîëó÷èì

|λ(A) \A| = 0. (2.16)

Ëåììà 2.4. Åñëè B ⊂ [0, 1] åñòü îòêðûòîå, à A ⊂ B èçìåðèìîå ìíîæåñò-

âà, ñ λ(A) ⊂ B, 0 6 |A| < |B|, òî ñóùåñòâóåò äðóãîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî

G ⊂ B òàêîå, ÷òî

λ(A) ⊂ G, λ(G) ⊂ B, (2.17)

|G| = |A|+ |B|
2

. (2.18)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Ω = {ωk} åñòü ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà
B. Èç (2.16) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå îòêðûòîãî ìíîæåñòâà C ⊂ [0, 1] òàêîå, ÷òî

λ(A) ⊂ C ⊂ B, |C ∩ ωk| 6 |A ∩ ωk|+ εk|ωk|, ωk ∈ Ω. (2.19)

Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ

εk < min
{
|B \A|

2
,

1
k2|ωk|φ(dist (Bc, ωk))

}
. (2.20)

Èç (2.19) è (2.20) ïîëó÷èì

|C| =
∑

k

|C ∩ ωk| < |A|+ |B \A|
2

=
|A|+ |B|

2
. (2.21)

Òàê êàê B åñòü îòêðûòîå ìíîæåñòâî â [0, 1], òî åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

B = ∪k∆k,

ãäå {∆k}-êîíå÷íîå èëè ñ÷åòíîå ñåìåéñòâî ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ
âèäà (a, b), [0, b) èëè (a, 1]. Òàê êàê |A| < |B|, ñóùåñòâóåò ÷èñëî p ∈ N òàêîå,

÷òî
p∑

k=1

|∆k| >
|A|+ |B|

2
. (2.22)

Åñëè ñåìåéñòâî {∆k} êîíå÷íî, òî áåðåì p ðàâíûì êîëè÷åñòâó èíòåðâàëîâ ∆k.

Îáîçíà÷èì

G(t) = C ∪
(
∪p

k=1 (t∆̊k)
)
, 0 6 t 6 1, (2.23)

è ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(t) = |G(t)|. Ñ ó÷åòîì (2.21) è (2.22) , èìååì

f(0) = |C| < |A|+ |B|
2

,

f(1) >
p∑

k=1

|∆k| >
|A|+ |B|

2
.

Îòñþäà è èç íåïðåðûâíîñòè f(t) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî 0 < t0 < 1 èìååò

ìåñòî ðàâåíñòâî

|G(t0)| =
|A|+ |B|

2
,

ò.å. ìíîæåñòâîG = G(t0) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2.18) . Ïåðâîå èç ñîîòíîøåíèé

(2.17) íåìåäëåííî ñëåäóåò èç (2.19) . Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî λ(G) ⊂ B. Âîçüìåì

ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x ̸∈ B. Òàê êàê 0 < t0 < 1, èç (2.23) ñëåäóåò

x ̸∈ ∪p
k=1(t0∆k).

Òîãäà èç ñâîéñòâà ëîêàëèçàöèè C3, ñ ó÷åòîì (2.23) è (2.19) , ïîëó÷àåì

lim sup
n→∞

|Un(x, IG)| = lim sup
n→∞

|Un(x, IC)| = lim sup
n→∞

|Un(x, IC\A)|. (2.24)
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Îòñþäà è èç íåðàâåíñòâ (2.21) è (2.20) âûòåêàåò∑
k

φ(dist (Bc, ωk))|ωk ∩ (C \A)| 6
∑

k

φ(dist (Bc, ωk))εk|ωk| 6
∑

k

1
k2

<∞.

(2.25)

Äàëåå, ïðèìåíèâ ëåììó 2.2, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

lim sup
n→∞

Un(x, IC\A) = 0,

êîòîðîå âìåñòå ñ (2.24) çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî îòêðûòûõ ìíîæåñòâ {Gr : r ∈ E}, ãäå E ⊂ R-íåêîòîðîå
ìíîæåñòâî èíäåêñîâ. Ñêàæåì, ÷òî ýòî ñåìåéñòâî ÿâëÿåòñÿ öåïüþ, åñëè λ(Gr) ⊂
Gr′ ïðè ëþáûõ r, r

′ ∈ E, ñ r < r′.

Ëåììà 2.5. Åñëè A è B-îòêðûòûå ìíîæåñòâà â [0, 1], ñ óñëîâèÿìè λ(A) ⊂
B è α = |A| < |B| = β, òî ñóùåñòâóåò öåïü îòêðûòûõ ìíîæåñòâ

Gr, r ∈ D =
{
α+

i(β − α)
2k

, 0 6 i 6 2k, k = 0, 1, . . .
}

òàêàÿ, ÷òî

Gα = A, Gβ = B, |Gr| = r, r ∈ [α, β]. (2.26)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì Gα = A, Gβ = B è ïðèìåíèì ëåììó 2.4 íàä

ïàðîé îòêðûòûõ ìíîæåñòâ Gα, Gβ . Ýòèì îïðåäåëÿåòñÿ îòêðûòîå ìíîæåñòâî

G = G(α+β)/2, ñ óñëîâèÿìè (2.17) è (2.18) , ÷òî îçíà÷àåò ìíîæåñòâà

Gα, G(α+β)/2, Gβ

îáðàçóþò öåïü. Äàëåå, ïðîäîëæèì ðàññóæäåíèÿ ïî èíäóêöèè. Îáîçíà÷èì

Dk[α, β] = {α+
i(β − α)

2k
, 0 6 i 6 2k},

è ïðåäïîëîæèì, ÷òî óæå âûáðàíû ìíîæåñòâà Gr, äëÿ âñåõ r ∈ Dk[α, β], ïðè
ýòîì îíè îáðàçóþò öåïü è |Gr| = r. Ïðèìåíèâ ëåììó 2.4 íàä êàæäîé ïàðîé

ìíîæåñòâ Gi/2k , G(i+1)/2k , ïîëó÷èì ìíîæåñòâà G(2i+1)/2k+1 , 0 6 i 6 2k − 1.
ßñíî, ÷òî ïîëó÷åííàÿ òàêèì ïóòåì ñåìåéñòâî {Gr, r ∈ Dk+1[α, β]} òîæå áóäåò
öåïüþ. Ïðè ýòîì ñîõðàíÿåòñÿ ñâîéñòâî |Gr| = r òåïåðü óæå ïðè r ∈ Dk+1[α, β].
Â ñàìîì äåëå, èìååì

|G(2i+1)/2k+1 | = 1
2
(|Gi/2k |+ |G(i+1)/2k |) =

1
2

(
i

2k
+
i+ 1
2k

)
=

2i+ 1
2k+1

.

Ïðîäîëæèâ ýòîò ïðîöåññ, ïîëó÷èì ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ Gr, îïðåäåëåííûå ïðè

âñåõ r ∈ D, êîòîðîå áóäåò öåïüþ è |G(r)| = r. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2.6. Åñëè ε > 0, G ⊂ [0, 1] åñòü îòêðûòîå ìíîæåñòâî, à E ⊂ G

èìååò ìåðó íóëü, òî ñóùåñòâóþò îòêðûòîå ìíîæåñòâî A, ñ E ⊂ A ⊂ G, è

ôóíêöèÿ h(x), x ∈ [0, 1], òàêèå, ÷òî

supph ⊂ G, h(x) = 1, x ∈ A, (2.27)

0 6 h(x) 6 1, x ∈ [0, 1], (2.28)

|Un(x, h)| 6 ε, x ∈ Gc, (2.29)

Un(x, h) → h(x) â êàæäîé òî÷êå x ∈ [0, 1]. (2.30)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Ω = {ωk : k ∈ N} åñòü ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå

ìíîæåñòâà G. Î÷åâèäíî ìîæíî îïðåäåëèòü îòêðûòîå ìíîæåñòâî B, E ⊂ B ⊂
G, òàêîå, ÷òî

|B ∩ ωk| < εk =
ε

2kφ(dist (Gc, ωk))
, ωk ∈ Ω. (2.31)

Äàëåå, ïðèìåíèâ ëåììó 2.4, ïîëó÷èì îòêðûòîå ìíîæåñòâî A, ñ óñëîâèÿìè

E ⊂ A, |A| < |B| è λ(A) ⊂ B. Ïóñòü α = |A|, β = |B|. Ñîãëàñíî ëåììå

2.5, ñóùåñòâóåò öåïü îòêðûòûõ ìíîæåñòâ {G(r) : r ∈ D}, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
óñëîâèÿì

Gα = A, Gβ = B, |Gr| = r.

Îáîçíà÷èì

τ(x) = inf{r : x ∈ Gr}, x ∈ B \A.

Îòìåòèì, ÷òî τ(x) îòîáðàæàåò ìíîæåñòâîB\A â [α, β]. Îïðåäåëèì íåïðåðûâíóþ
ôóíêöèþ

f(x) =


1 ïðè x ∈ [0, α],
0 ïðè x ∈ [β, 1],

ëèíåéíà íà [α, β],

è ôóíêöèþ

h(x) =


1 ïðè x ∈ A,
0 ïðè x ∈ [0, 1] \B,

f(τ(x)) ïðè x ∈ B \A.
(2.32)

Î÷åâèäíî h(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (2.27) è (2.28) . Èç (2.31) ñëåäóåò∑
k∈N

φ(dist (Gc, ωk))|B ∩ ωk| 6
∑
k∈N

ε

2k
= ε,

è ïîýòîìó èç ëåììû 2.2 ïîëó÷àåì (2.29) . Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü óñëîâèå (2.30) .

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

p(x) = IGr0
(x) +

m−1∑
k=0

f(rk)IGrk+1\Grk
(x), (2.33)

ãäå ÷èñëà rk ∈ D óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó

α = r0 < r1 < . . . < rm = β.

Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìîæíî âûáðàòü rk òàêèìè, ÷òî

|h(x)− p(x)| < ε, x ∈ [0, 1]. (2.34)

Â ñàìîì äåëå, èìååì

h(x) = p(x) = 1, x ∈ Gα = A, (2.35)

h(x) = p(x) = 0, x ∈ [0, 1] \Gβ = B. (2.36)
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Åñëè æå x ∈ Gβ \Gα, òî èìååì x ∈ Grk+1 \Grk
ïðè íåêîòîðîì k = 0, 1, . . . ,m−1.

Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ τ ñëåäóåò, ÷òî rk 6 τ(x) 6 rk+1. Ó÷èòûâàÿ

(2.32) , îòñþäà ïîëó÷èòñÿ

inf
t∈[ri,ri+1]

f(t) 6 h(u) 6 sup
t∈[ri,ri+1]

f(t), u ∈ Gri+1 \Gri
. (2.37)

Èìååì òàêæå

inf
t∈[ri,ri+1]

f(t) 6 f(ri) 6 sup
t∈[ri,ri+1]

f(t). (2.38)

Èç íåïðåðûâíîñòè f(t) ñëåäóåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì

δ = max
06i<m

(ri+1 − ri)

èìååì

sup
t,t′∈[ri,ri+1]

|f(t)− f(t′)| < ε, i = 0, 1, . . . ,m− 1. (2.39)

Êîìáèíèðóÿ (2.37) , (2.38) , (2.39) , à òàêæå (2.35) è (2.36) ïîëó÷àåì (2.34) . Èç

(2.34) , (2.33) è îãðàíè÷åíèÿ ∥Un∥L∞→L∞ 6 ϱ (ñì. ñâîéñòâî C2)) ñëåäóåò

lim sup
n→∞

|Un(x, h)− h(x)| 6 lim sup
n→∞

|Un(x, h− p)− h(x) + p(x)|

+ lim sup
n→∞

|Un(x, p)− p(x)| 6 (ϱ+ 1)ε+ lim sup
n→∞

|Un(x, p)− p(x)|. (2.40)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (2.30) ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1: x ∈ Gα. Èìååì h(t) = 1 ïðè t ∈ Gα. Òîãäà èç ñâîéñòâà ëîêàëèçàöèè

C3 ñëåäóåò

lim
n→∞

Un(x, h) = 1 = h(x).

Ñëó÷àé 2: x ∈ B \Gα. Â ýòîì ñëó÷àå èìååì

x ∈ Grk+1 \Grk
(2.41)

ïðè íåêîòîðîì k = 0, 1, . . . ,m− 1. Òîãäà èç îòêðûòîñòè ìíîæåñòâ Gri
ñëåäóåò

lim
n→∞

Un(x, IGri
) = 1, i > k + 1.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ

λ(Gri) ⊂ Gri+1 ,

èìååì

lim
n→∞

Un(x, IGri
) = 0, i 6 k − 1,

êîíå÷íî êîãäà k > 0. Â èòîãå ïîëó÷àåì

lim
n→∞

Un(x, IGri+1\Gri
) = lim

n→∞
Un(x, IGri+1

)

− lim
n→∞

Un(x, IGri
) = 0, i ∈ N, i ̸= k, k − 1, (2.42)
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Èç (2.33) è (2.41) âûòåêàåò p(x) = f(rk). Èìååì òàêæå Un(x, IB) → 1. Îòñþäà
ñëåäóåò

lim sup
n→∞

|Un(x, p)− p(x)| = lim sup
n→∞

|Un(x, p)− f(rk)|

= lim sup
n→∞

|Un(x, p)− f(rk)Un(x, IB)| = lim sup
n→∞

|Un(x, p− f(rk)IB)|. (2.43)

Èìååì

p(x)− f(rk)IB(x) = (1− f(rk))IGr0
(x) +

m∑
i=0

(f(ri)− f(rk))IGri+1\Gri
(x).

Äàëåå, èìåÿ â âèäó (2.39) è (2.42) , ïîëó÷èì

lim sup
n→∞

|Un(x, p− f(rk)IB)|

= lim sup
n→∞

|
∑

i∈N∩{k−1,k}

(f(ri)− f(rk))Un(x, IGri+1\Gri
(x))| 6 2ϱε

Êîìáèíèðóÿ ýòî ñ (2.40) è (2.43) , ïîëó÷èì Un(x, h) → h(x).
Ñëó÷àé 3: x ∈ [0, 1] \B. Èç ñîîòíîøåíèé λ(Gri) ⊂ Grm = B, i = 1, 2, . . . ,m− 1,
ñëåäóåò

lim
n→∞

Un(x, IGri+1\Gri
) = 0, i = 1, 2, . . . ,m− 2,

è ñëåäîâàòåëüíî, ñ ó÷åòîì (2.33) , (2.39) è ðàâåíñòâà f(rm) = 0, ïîëó÷èì

lim sup
n→∞

|Un(x, p)| = lim sup
n→∞

|f(rn−1)||Un(x, IGrm\Grm−1
)| < εϱ.

Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî (2.30) . Ëåììà äîêàçàíà.

Â äàëüíåéøåì çàïèñü

fn(x) ⇒ f(x), x ∈ E,

áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé fn(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê
f(x) íà ìíîæåñòâå E.
Ïóñòü Ω = {ωk} åñòü ðàçáèåíèå îòêðûòîãî ìíîæåñòâà G. Ó êàæäîãî ω ∈ Ω
ñóùåñòâóþò äâà ñìåæíûõ îòðåçêà èç Ω (ëåâûé è ïðàâûé), êîòîðûå îáîçíà÷èì

÷åðåç ω− è ω+. Íàçîâåì Ω ðåãóëÿðíûì, åñëè

2ω ⊂ ω∗ = ω ∪ ω− ∪ ω+. (2.44)

Ëåãêî óñìîòðåòü, ÷òî ëþáîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî îáëàäàåò ðåãóëÿðíûì ðàçáèå-

íèåì. Åñëè Ω è Ω′ ÿâëÿþòñÿ ðàçáèåíèÿìè äâóõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ G è G′, ñ

G ⊂ G′, è ïðè ýòîì ëþáîé îòðåçîê ω ∈ Ω ñîäåðæèòñÿ â îäíîì èç ω′ ∈ Ω′, òî
ñêàæåì Ω < Ω′.
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ìíîæåñòâà ν : Ω → N, êîòîðàÿ ñîïîñòàâëÿåò êàæäîìó

èíòåðâàëó ω ∈ Ω íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Îáîçíà÷èì

U(Ω,ν)(x, f) =
∑
ω∈Ω

Uν(ω)(x, f) · Iω(x). (2.45)
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Ëåììà 2.7. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàòîðîâ Un îáëàäàåò C3-ñâîéñ-

òâîì, à ôóíêöèè f1(x), f2(x), . . . , fn(x) ïðèíàäëåæàò L∞[0, 1] è ïîñòîÿííû íà

íåêîòîðîì îòêðûòîì ìíîæåñòâå G ⊂ [0, 1]. Òîãäà åñëè ε > 0 è Ω = {ωk}
åñòü ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà G, òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ ν : Ω → N, òàêàÿ,
÷òî

|U(Ω,ν)(x, fi)− fi(x)| < ε, x ∈ G, i = 1, 2, . . . , n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñâîéñòâà C3 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ω ∈ Ω èìååò

ìåñòî Un(x, fi) ⇒ fi(x), x ∈ ω, i = 1, 2, . . . n. Îòñþäà äëÿ êàæäîãî ω ìîæíî

íàéòè ÷èñëî ν(ω) ∈ N òàêîå, ÷òî

|Uν(ω)(x, fi)− fi(x)| < ε, x ∈ G, i = 1, 2, . . . , n,

÷òî è äîêàçûâàåò ëåììó.

Ëåììà 2.8. Ïóñòü G ⊂ [0, 1] åñòü îòêðûòîå ìíîæåñòâî, à Ω�íåêîòîðîå
åãî ðåãóëÿðíîå ðàçáèåíèå, íà êîòîðîì îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ ν : Ω → N. Òîãäà,

åñëè C ⊂ G-èçìåðèìîå ìíîæåñòâî, à ôóíêöèÿ f ∈ L∞[0, 1] óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì

∥f∥∞ 6 1, supp f ⊂ C, (2.46)

òî èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

|U(Ω,ν)(x, f)| 6
∑
J∈Ω

c(J)|C ∩ J |, x ∈ [0, 1], (2.47)

ãäå

c(ω) = max{ρν(ω), ρν(ω+), ρν(ω−), φ(|ω|/2)}, (2.48)

à ρn è φ(t) îïðåäåëåíû ñîîòâåòñòâåííî â C1 è (2.1) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x ̸∈ G, òî èìååì U(Ω,ν)(x, f) = 0 (ñì. (2.45) ). Åñëè
æå x ∈ G, òî èìååì

x ∈ ω, (2.49)

ïðè íåêîòîðîì ω ∈ Ω. Äàëåå èç (2.49) è ðåãóëÿðíîñòè ðàçáèåíèÿ Ω (ñì. (2.44) )

ñëåäóåò, ÷òî åñëè J ∈ Ω, J ̸= ω, ω+, ω−, òî dist (x, J) > |J |/2. Èñïîëüçóÿ ýòîò

ôàêò, ëåììó 2.1 è íåðàâåíñòâî (2.12) , ïîëó÷èì

|Un(x, f · I(ω∗)c)|

6
∑

J∈Ω:J ̸=ω,ω+,ω−

|Un(x, f · IJ)|

6
∑

J∈Ω:J ̸=ω,ω+,ω−

∥f · IJ∥L1φ(dist (x, J))

6
∑

J∈Ω:J ̸=ω,ω+,ω−

|C ∩ J |φ
(
|J |
2

)
6

∑
J∈Ω:J ̸=ω,ω+,ω−

c(J)|C ∩ J |, x ∈ ω.

(2.50)
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû èìååì

ρν(ω) 6 min{c(ω), c(ω+), c(ω−)}

è ñëåäîâàòåëüíî, ñ ó÷åòîì C1-ñâîéñòâà, ïîëó÷èì

|Uν(ω)(x, f · Iω∗)| 6 ρν(ω)|C ∩ ω∗|
= ρν(ω)(|C ∩ ω|+ |C ∩ ω+|+ |C ∩ ω−|)

6
∑

J=ω,ω+,ω−

c(J)|C ∩ J |, x ∈ [0, 1].
(2.51)

Êîìáèíàöèÿ (2.50) è (2.51) äàåò íåðàâåíñòâî

|U(Ω,ν)(x, f)| = |Uν(ω)(x, f)| < |Uν(ω)(x, f · I(ω∗)c)|

+ |Uν(ω)(x, f · Iω∗)| <
∑
J∈Ω

c(J)|C ∩ J |,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçûâàòü.

Ëåììà 2.9. Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà E ⊂ [0, 1] ìåðû íóëü, èìåþùåå òèï

Gδ â [0, 1], ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ g(x), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

a) 0 6 g(x) 6 1,
b) Un(x, g) → g(x) â êàæäîé òî÷êå x ∈ [0, 1] \ E,
c) äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ E èìååì

lim sup
n→∞

Un(x, g) > 1, lim inf
n→∞

Un(x, g) 6 0. (2.52)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

E = ∩∞k=1Ek,

ãäå Ek�íåêîòîðûå îòêðûòûå ìíîæåñòâà â [0, 1]. Ïîñòðîèì ôóíêöèè hk(x), x ∈
[0, 1], è îòêðûòûå ìíîæåñòâà Ak, k = 1, 2, . . . , êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò íèæå

èçëîæåííûì óñëîâèÿì 1)-7). Èòàê òðåáóåòñÿ, ÷òî

1) E ⊂ Ak ⊂ Ek, Ak ⊂ Ak−1, k > 1 (A0 = [0, 1]),
2) supphk(x) ⊂ Ak−1, hk(x) = 1, x ∈ Ak, k > 1,
3) 0 6 hk(x) 6 1, x ∈ [0, 1], k > 1,
4) |Un(x, hk)| < 2−k, x ∈ Ac

k−1, k > 1,
5)Un(x, hk) → hk(x) ïðè n→∞, x ∈ [0, 1].

Äîïîëíèòåëüíî, êàæäîìó ìíîæåñòâó Ak ñîïîñòàâëÿåòñÿ íåêîòîðîå ðåãóëÿðíîå

ðàçáèåíèå Ωk, ñ Ωk+1 < Ωk, è ôóíêöèÿ νk : Ωk → N íà íåì, ñ óñëîâèÿìè

6) |U(Ωk,νk)(x, hi)− 1| < 1
k2 , x ∈ Ak, i 6 k,

7) |U(Ωi,νi)(x, hk)| < 1
k2 , x ∈ [0, 1], i < k.

Ñäåëàåì ýòè ïîñòðîåíèÿ ïî èíäóêöèè. Ïðèìåíèâ ëåììó 2.6, íàéäåì îòêðûòîå

ìíîæåñòâî A1, ñ E ⊂ A1 ⊂ E1, è ôóíêöèþ h1(x), x ∈ [0, 1], òàêèå, ÷òî

h1(x) = 1, x ∈ A1,

0 6 h1(x) 6 1, x ∈ [0, 1],

Un(x, h1) → h1(x) â êàæäîé òî÷êå x ∈ [0, 1].
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Ïî ëåììå 2.7 ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå Ω1 îòêðûòîãî ìíîæåñòâà A1 è ôóíêöèÿ

ν1 : Ω1 → N òàêèå, ÷òî

|U(Ω1,ν1)(x, h1)− h1(x)| < 1, x ∈ A1.

Ýòèì çàâåðøàåòñÿ ïåðâûé øàã èíäóêöèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óæå âûáðàëè

ìíîæåñòâà Ak è ôóíêöèè hk(x), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì 1)-7) ïðè k =
1, 2, . . . , p. Ïóñòü ck(J) åñòü ïîñòîÿííûå èç (2.48) , ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçáèåíèþ
Ωk ìíîæåñòâà Ak ïðè k = 1, 2, . . . , p. Âûáåðåì ïðîìåæóòî÷íîå îòêðûòîå ìíî-

æåñòâî Cp+1, ñ E ⊂ Cp+1 ⊂ Ep ∩Ap, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâàì

|Cp+1 ∩ J | <
|J |

(p+ 1)2cl(J)
, J ∈ Ωl, l = 1, 2, . . . , p.

Òîãäà ïðè óñëîâèÿõ (2.46) , èç ëåììû 2.8 ñëåäóåò

|U(Ωl,νl)(x, f)| 6
∑
J∈Ωl

cl(J)|Cp+1 ∩ J |

6
1

(p+ 1)2
∑
J∈Ωl

|J | 6 1
(p+ 1)2

, x ∈ [0, 1], l 6 p. (2.53)

Åñëè ∥f∥ 6 1 è supp f ⊂ Cp+1 Ïðèìåíèâ ëåììó 2.6, ìîæíî íàéòè îòêðûòîå

ìíîæåñòâî Ap+1 è ôóíêöèþ hp+1(x), x ∈ [0, 1], òàêèå, ÷òî

E ⊂ Ap+1 ⊂ Cp+1 ⊂ Ep ∩Ap,

supphp+1 ⊂ Cp+1, hp+1(x) = 1, x ∈ Ap+1,

0 6 hp+1(x) 6 1, x ∈ [0, 1],

|Un(x, hp+1)| 6 2−p−1, x ∈ (Ap)c,

Un(x, hp+1) → hp+1(x) â êàæäîé òî÷êå x ∈ [0, 1].

Îòñþäà ñëåäóþò óñëîâèÿ 1)-5) ïðè k = p+ 1. Èç (2.53) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

|U(Ωl,νl)(x, hp+1)| 6
1

(p+ 1)2
, x ∈ [0, 1], l 6 p,

êîòîðîå äàåò 7) â ñëó÷àå k = p+1. Äàëåå, ïðèìåíèâ ëåììó 2.7 íàéäåì ðàçáèåíèå

Ωp+1 ìíîæåñòâà Ap+1 è ôóíêöèÿ νp+1 : Ωp+1 → N òàêèå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ 6)

ïðè k = p+ 1. Ýòèì çàâåðøàåòñÿ ïðîöåññ èíäóêöèè. Èç 1) ñëåäóåò

E = ∩∞i=1Ai.

Îïðåäåëèì

g(x) =
∞∑

i=1

(−1)i+1hi(x) (2.54)

â òî÷êàõ

x ∈ [0, 1] \ E, (2.55)

à ïðè x ∈ E ïîëàãàåì g(x) = 0. Îòìåòèì, ÷òî ðÿä (2.54) ñõîäèòñÿ â ñëó÷àå

(2.55) . Áîëåå òîãî, ïðè x ̸∈ E èìååì

x ∈ Ak−1 \Ak, (2.56)
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äëÿ íåêîòîðîãî k = 1, 2, . . ., à ýòî çíà÷èò, ÷òî

hi(x) = 0, i > k, (2.57)

hi(x) = 1, i < k. (2.58)

Îòñþäà ñëåäóåò

g(x) =
k∑

i=1

(−1)i+1hi(x) =
k−1∑
i=1

(−1)i+1 + (−1)k+1hk(x). (2.59)

Åñëè k ÷åòíî, òî ïîëó÷èì g(x) = 1 − hk(x), à ïðè íå÷åòíîì k ïîëó÷èòñÿ

g(x) = hk(x). Èç ýòîãî, â âèäó ñâîéñòâà 3) ôóíêöèé hk(x), ïîëó÷èì óñëîâèå a)

ëåììû. Çàìåòèì, ÷òî ðÿä (2.54) ñõîäèòñÿ â L1. Òîãäà, â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè

îïåðàòîðîâ Un : L1 →M , çàêëþ÷àåì, ÷òî

Un(x, g) =
∞∑

i=1

(−1)i+1Un(x, hi), (2.60)

ïðè÷åì ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî. Òåïåðü âíîâü ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååò ìåñòî

(2.55) è ñëåäîâàòåëüíî (2.56) . Òîãäà èç ñâîéñòâà 4) âûòåêàåò

|Un(x, hi)| 6
1
2i
, i > k.

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ (2.59) è (2.60) à òàêæå ñâîéñòâî 5), ïðè m > k ïîëó÷èì

lim sup
n→∞

|Un(x, g)− g(x)| = lim sup
n→∞

|
∞∑

i=m

(−1)i+1Un(x, hi)|

6
∞∑

i=m

|Un(x, hi)| 6
∞∑

i=m

1
2i

=
1

2m−1
.

Òàê êàê m�ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, òî ïîëó÷èì

lim
n→∞

Un(x, g) = g(x), x ∈ [0, 1] \ E.

×òîáû äîêàçûâàòü óñëîâèå c) ëåììû, ïðåäïîëîæèì x ∈ E. Òîãäà èìååì x ∈ Ak,

k = 1, 2, . . .. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìîæíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì ôèêñèðîâàòü

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ωk ∈ Ωk, ωk+1 ⊂ ωk, ñ x ∈ ωk. Ïî ñâîéñòâó 7) èìååì

|Uν(ωk)(x, hi)| 6
1
i2
, i > k,

à èç 6) ñëåäóåò

|Uν(ωk)(x, hi)− 1| 6 1
k2
, i 6 k.
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Îòñþäà ïîëó÷èì

|Uν(ωk)(x, g)−
k∑

i=1

(−1)i+1|

6
k∑

i=1

|Uν(ωk)(x, hi)− 1|+
∞∑

i=k+1

|Uν(ωk)(x, hi)|

6 k · 1
k2

+
∞∑

i=k+1

1
i2
<

2
k

Òàê êàê ñóììà
∑k

i=1(−1)k+1 ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 0 è 1 ïî î÷åðåäè, òî èìååì

(2.52) äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ E. Ëåììà äîêàçàíà.

� 3. Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî E åñòü ìíîæåñòâî òèïà

Gδσ ìåðû íóëü è ïðåäñòàâèì åãî â âèäå

E =
∞⋃

k=1

Ek,

ãäå Ek-ìíîæåñòâà òèïà Gδ ìåðû íóëü. Î÷åâèäíî ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

Ek ⊂ Ek+1. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîãëè áû ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâà

E′k =
k⋃

j=1

Ej

êîòîðûå òîæå ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè òèïà Gδσ è èõ îáúåäèíåíèå ðàâíî E.

Ïðèìåíèâ ëåììó 2.9, êàæäîìó ìíîæåñòâó Ek ñîïîñòàâèì ôóíêöèþ gk(x), òàêóþ,
÷òî

a) 0 6 gk(x) 6 1,
b) Un(x, gk) → gk(x) â êàæäîé òî÷êå x ̸∈ Ek,

c) äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ Ek èìååì

δ(x, gk) = lim sup
n→∞

Un(x, gk)− lim inf
n→∞

Un(x, gk) > 1.

Äîêàæåì, ÷òî

f(x) =
∞∑

k=1

gk(x)
(4ϱ+ 2)k

ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé ôóíêöèåé, ãäå ϱ ïîñòîÿííàÿ èç C2 ). Åå îãðàíè÷åííîñòü

ñëåäóåò èç ñâîéñòâà a). Âîçüìåì ëþáóþ òî÷êó x ∈ E. Äëÿ íåêîòîðîãî k èìååì

x ∈ Ek \
(
∪k−1

i=1 Ei

)
.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
n→∞

Un

(
x,

k−1∑
i=1

(4ϱ+ 2)−igi

)
, (3.1)
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à òàêæå

δ(x, gk) > 1, (3.2)

δ(x, gi) 6 2 sup
n
|Un(x, gi)| 6 2ϱ∥gi∥∞ 6 2ϱ, i = 1, 2, . . . , (3.3)

Äàëåå èç (3.1) -(3.3) ñëåäóåò

δ(x, f) >
δ(x, gk)

(4ϱ+ 2)k
−

∞∑
i=k+1

δ(x, gi)
(4ϱ+ 2)i

>
1

(4ϱ+ 2)k
−

∞∑
i=k+1

2ϱ
(4ϱ+ 2)i

=
1

2 · (4ϱ+ 2)k
> 0.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Un(x, f) ðàñõîäèòñÿ â ëþáîé òî÷êå x ∈ E.
Òåïåðü âîçüìåì òî÷êó x ̸∈ E. Òîãäà èìååì x ̸∈ Ei, i = 1, 2, . . ., è ïðè ëþáîì

ôèêñèðîâàííîì i ∈ N ïîëó÷àåì ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Un(x, gi). Îòñþäà
ñëåäóåò

δ(x, f) = δ

(
x,

∞∑
i=k+1

(4ϱ+ 2)−igi

)

6 2 sup
n

∣∣∣∣∣Un

(
x,

∞∑
i=k+1

gi

(4ϱ+ 2)i

)∣∣∣∣∣ 6 2ϱ
∞∑

i=k+1

(4ϱ+ 2)−i <
1

2 · (4ϱ+ 2)k
.

Òàê êàê ïîñëåäíåå èìååò ìåñòî ïðè ëþáîì k, òî ïîëó÷èì δ(x, f) = 0. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.Äîñòàòî÷íîñòü ñëåäóåò èç òåîðåìû 1. Äîêàæåì

íåîáõîäèìîñòü. Äëÿ äàííîé ôóíêöèè f ∈ L1[0, 1] ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà

An,m(f) =
⋃

i,j>n

{
x ∈ [0, 1] : |Ui(x, f)− Uj(x, f)| > 1

m

}
. (3.4)

Äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî

A(f) = ∪m>1 ∩n>1 An,m(f)

â òî÷íîñòè ñîñòîèò èç òî÷åê ðàñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Un(x, f). Äëÿ

ýòîãî ïðîâåðèì ýêâèâàëåíòíîñòü ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé:

x ∈ A(f),⇔ ∃m0, òàê ÷òî x ∈ An,m0(f), ïðè ëþáîì n = 1, 2, . . .

⇔ ∃pk, qk →∞, |Upk
(x, f)− Uqk

(x, f)| > 1
m0

,

⇔ Un(x, f) ðàñõîäèòñÿ .

Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî ñâîéñòâó C6, ìíîæåñòâà{
x ∈ [0, 1] : |Ui(x, f)− Uj(x, f)| > 1

m

}
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ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè òèïà G̃. Îòñþäà ÿñíî, ÷òî

An,m(f) = Gn,m ∪ dn,m

ãäå Gn,m�îòêðûòîå ìíîæåñòâî à dn,m êîíå÷íî. Îòñþäà ëåãêî âûòåêàåò, ÷òî

A(f) ⊃
⋃

m>1

⋂
n>1

Gn,m,

à ðàçíîñòü

A(f) \
⋃

m>1

⋂
n>1

Gn,m

åñòü íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî. Òàê êàê ëþáîå ñ÷åòíîå èëè êîíå÷íîå

ìíîæåñòâî èìååò òèï Gδσ, òî ïîëó÷èì, ÷òî A(f) òîæå ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì

òèïà Gδσ. Òî, ÷òî îíî èìååò ìåðó íóëü, ñëåäóåò èç C4-ñâîéñòâà ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè Un. Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3. Áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ôóíêöèÿìè hk, ïîñòðîåííûìè

â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 2.9. Ñîâåðøåííî ÿñíî, ÷òî â ñâîéñòâàõ ôóíêöèé hk îò

ìíîæåñòâ Ak ìîæíî òðåáîâàòü

|Ak| <
1

ψ(3k+2)
, k = 1, 2, . . . , (3.5)

à îöåíêè â óñëîâèÿõ 4), 6) è 7) ìîæíî çàìåíèòü íà < 4−k. Îïðåäåëèì

g(x) =
{ ∑∞

i=1(−3)i+1hi(x), x ∈ [0, 1] \ E,
0, x ∈ E. (3.6)

Åñëè x ∈ E, òî èìååì
x ∈ Ak−1 \Ak, (3.7)

äëÿ íåêîòîðîãî k = 1, 2, . . . è

|g(x)| 6
k∑

i=1

3i+1 < 3k+2.

Îòñþäà, â ñèëó (3.5) , ïîëó÷èì∫ 1

0

ψ(|g(x)|)dx 6
∞∑

i=1

ψ(3i+2)|Ai−1 \Ai| <∞

è ñëåäîâàòåëüíî g ∈ ψ(L). Èç (3.7) , (2.57) è (2.58) ñëåäóåò

g(x) =
k∑

i=1

(−3)i+1hi(x) =
k−1∑
i=1

(−3)i+1 + (−3)k+1hk(x), (3.8)

à èç ñõîäèìîñòè ðÿäà (3.6) â L1 ñëåäóåò

Un(x, g) =
∞∑

i=1

(−1)i+1Un(x, hi), (3.9)
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ïðè÷åì ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî. Ïðè óñëîâèè (3.7) èç ñâîéñòâà 4) âûòåêàåò

|Un(x, hi)| 6
1
4i
, i > k.

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ (3.8) è (3.9) à òàêæå ñâîéñòâî 5), ïðè m > k ïîëó÷èì

lim sup
n→∞

|Un(x, g)− g(x)| = lim sup
n→∞

|
∞∑

i=m

(−3)i+1Un(x, hi)|

6
∞∑

i=m

3i+1|Un(x, hi)| 6
∞∑

i=m

3i+1

4i
=

12 · 3m

4m
.

Òàê êàê m�ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, òî ïîëó÷èì

lim
n→∞

Un(x, g) = g(x), x ∈ [0, 1] \ E.

Åñëè æå x ∈ E, òî èìååì x ∈ Ak, k = 1, 2, . . .. Îòñþäà ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ωk ∈ Ωk, ωk+1 ⊂ ωk, ñ x ∈ ωk. Ïðèìåíèâ 6) è 7), ïîëó÷èì

|Uν(ωk)(x, hi)| 6
1
4i
, i > k,

|Uν(ωk)(x, hi)− 1| 6 1
4k
, i 6 k,

è ñëåäîâàòåëüíî èìååì

|Uν(ωk)(x, g)−
k∑

i=1

(−3)i+1|

6
k∑

i=1

3i+1|Uν(ωk)(x, hi)− 1|+
∞∑

i=k+1

3i+1|Uν(ωk)(x, hi)|

6
18 · 3k

4k
+

∞∑
i=k+1

3i+1

4i
→ 0.

Èç ýòîãî ïîëó÷àåì ðàñõîäèìîñòü Un(x, g) â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå x ∈ E. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Ïóñòü A+ è A− äâå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà äâîè÷íî-ðà-

öèîíàëüíûõ ÷èñåë Q ⊂ (0, 1). Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

γ(t) = t+
∑

rk∈A−: rk<t

2−k +
∑

rk∈A+: rk6t

2−k. (3.10)

Î÷åâèäíî γ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîþ âîçðàñòàþùóþ ôóíêöèþ èç [0, 1] â [0, 2], ïðè÷åì
èìååì

γ(x) = γ(x+), x ∈ A+, γ(x) = γ(x−), x ∈ A−, (3.11)

à â òî÷êàõ x ̸∈ A+ ∪ A− ôóíêöèÿ γ(x) íåïðåðûâíà. Áîëåå òîãî, γ ÿâëÿåòñÿ

ìåðà-ñîõðàíÿþùèì âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì èç [0, 1] íà γ([0, 1]).
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Ëåììà 3.1. Äëÿ ëþáîãî èíòåðâàëà I ⊂ [0, 2] ìíîæåñòâî γ−1(I) =< α, β >

ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì. Ïðè ýòîì

α ∈< α, β > ⇒ α ∈ A+, (3.12)

β ∈< α, β > ⇒ β ∈ A−. (3.13)

Äîêàçàòåëüñòâî. Òî, ÷òî γ−1(I) ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì ñðàçó ñëåäóåò èç ìîíî-

òîííîñòè ôóíêöèè γ. Åñëè α ∈< α, β >, òî ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî â òî÷êå α

ôóíêöèÿ γ íå ìîæåò áûòü íåïðåðûâíîé èëè íåïðåðûâíîé ñëåâà. Ïîýòîìó è

ïîëó÷èì α ∈ A+, ÷òî äîêàçûâàåò (3.12) . Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ (3.13) .

Ïóñòü E ⊂ [0, 1] åñòü íåêîòîðîå ìíîæåñòâî òèïà Gδ. Òîãäà èìååì

E = ∩nEn (3.14)

ãäå En ⊂ G̃ è ìîæíî ïðåäïîëàãàòü E1 ⊂ E2 ⊂ . . .. Îáîçíà÷èì

B = ∩kE̊k, A = E \B. (3.15)

Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâîA ⊂ Q ñîñòàâëåíî èç íåêîòîðûõ êîíöîâ ñîñòàâëÿþùèõ

èíòåðâàëîâ ìíîæåñòâ Ek. Îòñþäà ÿñíî, ÷òî åñëè t ∈ A, òî

t ∈< ak, bk >, k = 1, 2, . . . , (3.16)

ãäå < ak, bk > åñòü ñîñòàâëÿþùèé îòðåçîê ìíîæåñòâà Ek. Òàê êàê ñàìà òî÷êà t

ÿâëÿåòñÿ êîíöîì ïî êðàéíåé ìåðå îäíîãî èç ñîñòàâëÿþùèõ îòðåçêîâ ìíîæåñòâ

Ek, òî ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî îäíî èç ñîîòíîøåíèé

t = ak, k > k(t), èëè (3.17)

t = bk, k > k(t). (3.18)

Ìíîæåñòâî òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèå ïåðâîìó óñëîâèþ îáîçíà÷èì ÷åðåç A+, à

ìíîæåñòâî òî÷åê ñ (3.18) �÷åðåç A−. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå

E = B ∪A+ ∪A− (3.19)

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà òèïà G̃δ. Ôóíêöèþ γ(t), îïðåäåëåííóþ â (3.10) ,

íàçîâåì ïðåîáðàçóþùåé ìíîæåñòâà E.

Ëåììà 3.2. Åñëè ôóíêöèÿ γ(t) ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçóþùåé ìíîæåñòâà E ⊂
[0, 1] òèïà G̃δ, òî γ(E) ⊂ [0, 2] ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì òèïà Gδ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü E èìååò ïðåäñòàâëåíèå (3.14) . Òîãäà èìååì

γ(E) =
⋂
n

γ(En),

è ïîýòîìó äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî êàæäîå γ(En) ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì òèïà

Gδ. Îáîçíà÷èì

Gk = γ(En)
⋃( ⋃

t∈A+

(γ(t), γ(t)− 1/k)

)⋃( ⋃
t∈A−

(γ(t) + 1/k, γ(t))

)
. (3.20)
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Î÷åâèäíî ⋂
k

Gk = γ(En).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû çàìåòèì, ÷òî Gk�îòêðûòûå ìíîæåñòâà. Â ñàìîì äåëå, åñëè

x ∈ Gk, òî ëèáî x ïðèíàäëåæèò îäíîìó èç èíòåðâàëîâ â îáúåäèíåíèè (3.20)

ëèáî x ∈ γ(En). Â ïåðâîì ñëó÷àå ñðàçó æå ïîëó÷èòñÿ, ÷òî x ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé

òî÷êîé äëÿ Gk. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x ∈ γ(En). Òîãäà èìååì x ∈ γ(En\(A+∪A−)
èëè x ∈ γ(A+ ∪ A−). Òàê êàê γ ìîíîòîííà, è íåïðåðûâíà â òî÷êàõ t ∈
En \ (A+ ∪ A−) òî γ(En \ (A+ ∪ A−))�îòêðûòîå ìíîæåñòâî è ëþáàÿ åãî òî÷êà

áóäåò âíóòðåííåé äëÿ Gk. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé x ∈ γ(A+∪A−). Åñëè x ∈ γ(A−),
òî x = γ(t), t ∈ A−. Òîãäà â ñèëó (3.16) è (3.17) , ïîëó÷àåì (an, t] ⊂ En è

ñëåäîâàòåëüíî

γ((an, t]) ⊂ γ(En).

Ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèÿ γ íåïðåðûâíà ñëåâà â òî÷êå t ∈ A− (ñì. (3.10) ,

(3.11) ). Îòñþäà, òàê êàê x = γ(t) ïîëó÷àåì

(γ(t)− δ, γ(t)] ⊂ γ(En) ⊂ Gk, (3.21)

äëÿ íåêîòîðîãî δ > 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû èç (3.18) èìååì (γ(t), γ(t) + 1/k) ⊂
Gk. Îòñþäà è èç (3.21) ñëåäóåò, ÷òî x = γ(t) ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé

ìíîæåñòâà Gk. Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà x ∈ γ(A+)
ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé äëÿ Gk è ëåììà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàòîðîâ

ξn(x, f) = 2n
∫ x+1/n

x−1/n

f(t)dt, x ∈ [0, 2]. (3.22)

Î÷åâèäíî îíà îáëàäàåò ñâîéñòâàìè C1-C4. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ

f ∈ L∞[0, 2]. Îáîçíà÷èì

g(t) = f(γ(t)), t ∈ [0, 1], (3.23)

è îïðåäåëèì îïåðàòîð

Ũn(x, f) =


Un(t, g), t ∈ [0, 1] \ (A+ ∪A−),
2Un(t, g · I[t,1]), t ∈ A+,

2Un(t, g · I[0,t]), t ∈ A−,
ξn(x, f), x ∈ ∆ = [0, 2] \ γ([0, 1]).

(3.24)

Î÷åâèäíî, ÷òî èç ñâîéñòâ C1,C2 è C4 ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Un è ξn ñëåäóåò, ÷òî

Ũn òàêæå îáëàäàåò ýòèìè ñâîéñòâàìè. Äîêàæåì ÷òî Ũn îáëàäàåò ñâîéñòâîì

ëîêàëèçàöèè C3). Ïóñòü f(x) = c íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå J ⊂ [0, 2], à äëÿ

èíòåðâàëà I èìååì Ī ⊂ J . Â ñèëó C3) ñâîéñòâà ξn èìååì

Ũn(x, f) = ξn(x, f) ⇒ f(x), x ∈ I ∩∆ = I \ γ([0, 1]). (3.25)

Îñòàåòñÿ äîêàçàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü Ũn íà ìíîæåñòâå I ∩ γ([0, 1]). Èç
ëåììû 3.1 âûòåêàåò, ÷òî γ−1(J) =< a, b > è γ−1(I) =< α, β >. Ïðè÷åì ÿñíî,

÷òî

a 6 α 6 β 6 b, g(t) = 1, t ∈< a, b > . (3.26)
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Äîêàæåì , ÷òî

Un(t, g · I[t,1]) ⇒
c

2
, Un(t, g · I[0,t]) ⇒

c

2
, t ∈ (α, β), (3.27)

Âîçüìåì ëþáóþ òî÷êó ν ∈ (α, β) è ïîêàæåì ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòåé (3.27) íà ìíîæåñòâå (α, ν]. Åñëè a < α, òî ýòî î÷åâèäíî ñëåäóåò

èç ñâîéñòâà C6. Åñëè æå a = α, òî ëåãêî óñìîòðåòü, ÷òî a, α ∈ A+ ∪ A−.
Òîãäà îïÿòü èç C6 ñëåäóåò ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

íà (α, ν]. Àíàëîãè÷íî ìîæíî äîêàçàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü íà [ν, β) è

òàêèì îáðàçîì (3.27) áóäåò óñòàíîâëåíî. Èìååì

Ũn(x, f) = Un(t, g)
= Un(t, g · I[0,t]) + Un(t, g · I[t,1]), t ∈ (α, β) \ (A+ ∪A−),

Ũn(x, f) = 2Un(t, g · I[0,t]), t ∈ (α, β) ∩A+,

Ũn(x, f) = 2Un(t, g · I[t,1]), t ∈ (α, β) ∩A−.

Îòñþäà, ñ ó÷åòîì (3.27) è ñâîéñòâà C3) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ξn, ñëåäóåò

Ũn(x, f) ⇒ c, x ∈ γ((α, β)). (3.28)

Åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî α, β ̸∈< α, β >, òî áóäåì èìåòü I = γ((α, β)). Äàëåå èç

(3.25) è (3.28) ïîëó÷àåì ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ũn(x, f)
íà èíòåðâàëå I. Âîçìîæíû òàêæå ñîîòíîøåíèÿ α ∈< α, β > è β ∈< α, β >. Ïðè

âûïîëíåíèè ïåðâîãî èç íèõ, â ñèëó ëåììû 3.1 èìååì α ∈ A+, îòêóäà, ñ ó÷åòîì

(3.24) è ñâîéñòâà C6 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Un, ïîëó÷àåì

Ũn(x, f) = 2Un(α, g · I[α,1]) → c, x = γ(α).

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ Ũn(x, f) → c, åñëè β ∈< α, β > è x = γ(β). Ýòèì

áóäåò óñòàíîâëåíî, ÷òî Ũn(x, f) ⇒ c, x ∈ I, è ñëåäîâàòåëüíî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
îïåðàòîðîâ Ũn óäîâëåòâîðÿåò òàêæå óñëîâèþ C3 ).
Ïóñòü òåïåðü E ⊂ [0, 1] åñòü ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî òèïà G̃δ, èìåþùåå ïðåä-

ñòàâëåíèå (3.19) . Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ (3.10) ñîîòâåòñòâóþùóþ ìíîæåñòâàì

A+ è A−. Èç ëåììû 10 âûòåêàåò, ÷òî F = γ(E) ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì òèïà

Gδ. Òîãäà ïðèìåíèâ òåîðåìó 3, íàéäåì ôóíêöèþ f ∈ L∞[0, 2], äëÿ êîòîðîé F

ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì íåîãðàíè÷åííîé ðàñõîäèìîñòè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Ũn(x, f), îïðåäåëåííîé â (3.18) . Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ g(t) èç (3.23) . Âîçüìåì
ëþáóþ òî÷êó t ∈ E. Èìååì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ũn(x, f) ðàñõîäèòñÿ â

òî÷êå x = γ(t) ∈ F . Ðàññìîòðèì ñëó÷àé t ∈ B (ñì. (3.19) ). Òîãäà èìååì

t ∈ [0, 1] \ (A+ ∪ A−) è ñëåäîâàòåëüíî Un(t, g) = Ũn(x, f) (ñì. (3.24) ). Îòñþäà
ñëåäóåò ðàñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Un(t, g). Åñëè æå t ∈ A+, òî èìååì

Ũn(x, f) = 2Un(t, g · I[t,1]),

è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Un(t, g · I[t,1]) áóäåò ðàñõîäèòñÿ. Òàê êàê t ∈ A+ ⊂ Q,

â ñèëó ñâîéñòâà C6 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Un ïîëó÷àåì ðàñõîäèìîñòü Un(t, g).
Àíàëîãè÷íîå ìîæíî äîêàçàòü òàêæå äëÿ òî÷åê t ∈ A−. Îòñþäà âûâîäèì

ðàñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Un(t, g) íà ìíîæåñòâå E. Åñëè æå t ∈ [0, 1] \
E, òî èìååì, ÷òî â òî÷êå x = γ(t) ñõîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ũn(x, f). Ñ

äðóãîé ñòîðîíû äëÿ òàêîãî æå t èìååì Un(t, g) = Ũn(x, f) è ñëåäîâàòåëüíî

Un(t, g) òîæå ñõîäèòñÿ. Òåîðåìà 4 äîêàçàíà.
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