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Аннотация

В докладе показывается, что задача описания случайных полей в терминах под-
системы спецификации, состоящей только из одноточечных распределений вероятно-
стей (проблема Добрушина), сводится к вопросу продолжения некоторого функцио-
нала, определенного на парах конфигураций, отличающихся только в одной точке, на
все пространство пар конфигураций. Такое продолжение возможно при выполнении
определенных условий симметрии функционала.
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Основополагающую роль в вопросах описания случайных полей имеет введенное
Р. Добрушиным ( [1, 2]) понятие спецификации — согласованной системы конечномерных
распределений с бесконечными граничными условиями. В этих работах были сформули-
рованы условия, при которых случайное поле с заданной спецификацией существует, а
также условия, при которых оно единственно. При этом существует определенная дисгар-
мония в полученных Добрушиным условиях существования и единственности случайного
поля, совместимого с заданной спецификацией (говорят, что случайное поле совместимо
со спецификацией Q, если его условное распределение почти всюду совпадает с Q.). Де-
ло в том, что условие единственности случайного поля накладывает ограничения только
на подсистему одноточечных распределений спецификации, в то время как условие суще-
ствования накладывает ограничения на все ее элементы.

В связи с этим Добрушиным была высказана гипотеза о том, что описание случай-
ных полей может быть дано в терминах подсистемы спецификации, состоящей только из
одноточечных распределений вероятностей (проблема Добрушина). Данная задача была
решена в работах [3, 4] С. Дашяна и Б. Нахапетяна, где были найдены необходимые и
достаточные условия (условия согласованности), при которых система одноточечных рас-
пределений является подсистемой некоторой спецификации.

В настоящей работе показывается, что проблема Добрушина сводится к вопросу про-
должения некоторого функционала, определенного на парах конфигураций, отличающих-
ся только в одной точке, на все пространство пар конфигураций ( [5, 6]). Указанный подход
может быть применен при исследовании свойств случайных полей (слабая зависимость
компонент, единственность), а также к некоторым задачам математической статистиче-
ской физики, в частности, к вопросу описания гиббсовских случайных полей.

Введем необходимые обозначения. Пусть X ⊂ R — некоторое непустое конечное мно-
жество, Zd — d-мерная целочисленная решетка (совокупность d-мерных векторов с цело-
численными компонентами), d ≥ 1, и W =

{
V ⊂ Zd, |V | <∞

}
— множество всех конечных

подмножеств Zd. При обозначении одноточечных множеств {t}, t ∈ Zd, в некоторых случа-
ях фигурные скобки будут опускаться. Далее, обозначим через XS = {(xt, t ∈ S)}, xt ∈ X,
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множество конфигураций на S, S ⊂ Zd, т.е. совокупность всех функций, определенных на
S со значениями в X. Для любых S, T ⊂ Zd, таких, что S ∩ T = Ø, и любых x ∈ XS и
y ∈ XT через xy будем обозначать конкатенацию x и y, т.е. такую конфигурацию на S∪T ,
которая совпадает с x на S и с y на T . Для S ⊂ T , x ∈ XT , запись xS означает сужение
конфигурации x на S.

Совокупность функций Q =
{
qx̄V , x̄ ∈ XZd\V , V ∈ W

}
на пространстве конфигураций

назовем спецификацией, если
1. для каждого V ∈ W и конфигурации x̄ ∈ XZd\V совокупность

{
qx̄V (x), x ∈ XV

}
являет-

ся распределением вероятностей на XV (с бесконечными граничными условиями x̄), т.е.
qx̄V (x) ≥ 0 для всех x ∈ XV и

∑
x∈XV

qx̄V (x) = 1; 2. элементы Q удовлетворяют следующим

условиям согласованности: для всех I ⊂ V ∈ W , x ∈ XI , y ∈ XV \I и x̄ ∈ XZd\V

qx̄V (xy) = qx̄yI (x)
∑
z∈XI

qx̄V (zy).

По заданной спецификации Q однозначным образом определяется ее одноточечная
подсистема Q(1) =

{
qx̄t , x̄ ∈ XZd\{t}, t ∈ Zd

}
⊂ Q. Решение обратной задачи — восстановле-

ние спецификации Q по ее одноточечной подсистеме Q(1) — было получено в работе [4],
в которой указаны необходимые и достаточные условия (условия согласованности), при
которых система одноточечных распределений Q(1) является подсистемой некоторой спе-
цификации Q, а также приводится формула восстановления элементов спецификации Q
по элементам Q(1).

Теорема 1. Пусть Q(1) =
{
qx̄t , x̄ ∈ XZd\t, t ∈ Zd

}
— совокупность одноточечных услов-

ных распределений вероятностей с бесконечными граничными условиями. Для того, что-
бы совокупность Q(1) была подсистемой некоторой спецификации, необходимо и доста-
точно, чтобы выполнялись следующие условия согласованности: для любых t, s ∈ Zd,
x, u ∈ X{t}, y, v ∈ X{s} и x̄ ∈ XZd\{t,s}

qx̄yt (x)qx̄xs (v)qx̄vt (u)qx̄us (y) = qx̄xs (y)qx̄yt (u)qx̄us (v)qx̄vt (x). (1)

Соответствующая спецификация Q восстанавливается по Q(1) однозначно, причем для
всех V ∈ W , x̄ ∈ XZd\V и x ∈ XV

qx̄V (x) =
1

Z
·
q
x̄u{t2,...,tn}
t1 (xt1)q

x̄xt1u{t3,...,tn}
t2 (xt2) · ... · q

x̄x{t1,...,tn−1}
tn (xtn)

q
x̄u{t2,...,tn}
t1 (ut1)q

x̄xt1u{t3,...,tn}
t2 (ut2) · ... · q

x̄x{t1,...,tn−1}
tn (utn)

, (2)

где

Z =
∑
z∈XV

q
x̄u{t2,...,tn}
t1 (zt1)q

x̄zt1u{t3,...,tn}
t2 (zt2) · ... · q

x̄z{t1,...,tn−1}
tn (ztn)

q
x̄u{t2,...,tn}
t1 (ut1)q

x̄zt1u{t3,...,tn}
t2 (ut2) · ... · q

x̄z{t1,...,tn−1}
tn (utn)

,

V = {t1, t2, ..., tn} — некоторая нумерация точек множества V , n = |V |, а u ∈ XV —
произвольная конфигурация.

Далее будет показано, что задача восстановления спецификации Q по ее одноточечной
подсистеме Q(1) сводится к вопросу продолжения некоторого функционала, определенного
на парах конфигураций, отличающихся только в одной точке, на все пространство пар
конфигураций.

Пусть V ∈ W . Рассмотрим следующее функциональное уравнение

a(x) = A(x, y)a(y), (3)
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где a(x) — искомая функция, а A(x, u) — известная функция, определенная на упорядо-
ченных парах конфигураций, x, u ∈ XV . Для того, чтобы уравнение (3) имело бы решение,
необходимо, чтобы функция A(x, u) удовлетворяла следующему очевидному соотношению

A(x, u) = A(x, z)A(z, u). (4)

Отсюда следует, что A(x, x) = 1, и, кроме того, для любых двух последовательностей
конфигураций z1, z2, ..., zn и z′1, z

′
2, ..., z

′
m выполняется равенство

A(x, z1)A(z1, z2) · ... · A(zn, u) = A(x, z′1)A(z′1, z
′
2) · ... · A(z′m, u).

Утверждение. Пусть выполнено условие (4). Тогда при любом z0 ∈ XV и постоянной
C(z0) функция

a(x) = A(x, z0)C(z0), x ∈ XV ,

является решением уравнения (3). Обратно, если функция a(x) является решением урав-
нения (3), тогда a(x) с необходимостью имеет следующий вид

a(x) = A(x, z0)a(z0),

где z0 — любая конфигурация из XV .

Введем оператор Kut
t : XV → XV , который при действии на конфигурацию x ∈ XV

присваивает ее компоненте в точке t значение ut, ut ∈ X{t}, t ∈ V . Пусть M ⊂ XV ×XV

— подмножество пар конфигураций на XV , отличающихся только в одной точке. Пусть
заданная на M функция A∗(x, u) удовлетворяет соотношению (4). Приведем условия, при
которых функция A∗(x, u) может быть продолжена на все пространство XV ×XV .

Теорема 2. Пусть функция A∗(x, u) удовлетворяет следующим условиям согласован-
ности: для всех x ∈ XV и любых t, s ∈ V , ut ∈ X{t}, vs ∈ X{s}

A∗(x,Kut
t x)A∗(Kut

t x,Kvs
s Kut

t x) = A∗(x,Kvs
s x)A∗(Kvs

s x,Kut
t Kvs

s x).

Тогда функция A∗(x, u) имеет продолжение A(x, u) на все пространство XV ×XV , такое,
что для A(x, u) выполняется условие (4).

Теорема 1 является прямым следствием Теоремы 2. Действительно, пусть Q(1) ={
qx̄t , x̄ ∈ XZd\{t}, t ∈ Zd

}
— совокупность одноточечных распределений вероятностей с

бесконечными граничными условиями, удовлетворяющая условиям согласованности (1).
Пусть V ∈ W , t, s ∈ V , x, u ∈ X{t}, y, v ∈ X{s}, z ∈ XV \{t,s} и x̄ ∈ XZd\V . Положим

A∗(xyz, uyz) =
qx̄zyt (x)

qx̄zyt (u)
.

Поскольку в силу (1)

A∗(xyz, uyz)A∗(uyz, uvz) =
qx̄zyt (x)

qx̄zyt (u)
· q

x̄zu
s (y)

qx̄zus (v)
=

qx̄zxs (y)

qx̄zxs (v)
· q

x̄zv
t (x)

qx̄zvt (u)
= A∗(xyz, xvz)A∗(xvz, uvz),

то функционал A∗ удовлетворяет условию Теоремы 2. Далее, пусть V ∈ W и V =
{t1, t2, ..., tn} — некоторая нумерация его точек, n = |V |. Продолжение A∗ на XV × XV

может быть записано в следующем виде

A(x, u) = A∗(x{t1,...,tn}, x{t1,...,tn−1}utn)·

·A∗(x{t1,...,tn−1}utn , x{t1,...,tn−2}u{tn−1,tn}) · ... · A∗(xt1u{t2,...,tn}, u{t1,...,tn}) =

=
q
x̄u{t2,...,tn}
t1 (xt1)q

x̄xt1u{t3,...,tn}
t2 (xt2) · ... · q

x̄x{t1,...,tn−1}
tn (xtn)

q
x̄u{t2,...,tn}
t1 (ut1)q

x̄xt1u{t3,...,tn}
t2 (ut2) · ... · q

x̄x{t1,...,tn−1}
tn (utn)

,
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где x, u ∈ XV . Кроме того, решение уравнения

a(x) = A(x, u)a(u), x, u ∈ XV ,

удовлетворяющее требованию
∑

x∈XV

a(x) = 1, единственно и имеет вид

a(x) =
A(x, u)∑

z∈XV

A(z, u)
,

который совпадает с формулой восстановления спецификации (2).

Исследование выполнено в том числе за счет средств, выделенных в рамках субси-
дии МОН РФ на финансирование научно–исследовательской деятельности Российско–
Армянского (Славянского) университета.
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On some functionals on the space of configurations
associated with the specifications of random fields

B.S. Nahapetyan, L.A. Khachatryan

Abstract

We show that the problem of description of random fields in terms of a subsystem
of a specification, consisting only of one-point probability distributions (the Dobrushin
problem), reduces to the problem of extension of functionals defined on pairs of configu-
rations that differ only in one point to the whole space of pairs of configurations. Such
continuation is possible under certain symmetry conditions of the functional.
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