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ÊÙµ³·ÇñÝ»ñ` ýÇ½.Ù³Ã. ·Çï. Ã»ÏÝ³Íáõ, ¹áó»Ýï ì.²Ã³µ»ÏÛ³Ý
ýÇ½.Ù³Ã. ·Çï. Ã»ÏÝ³Íáõ, ¹áó»Ýï Î.²í»ïÇëÛ³Ý

¶ñ³ËáëÝ»ñ` ºäÐ ýÇ½ÇÏ³ÛÇ ý³ÏáõÉï»ïÇ µ³ñÓñ³·áõÛÝ
Ù³Ã»Ù³ïÇÏ³ÛÇ ³ÙµÇáÝ /í³ñÇã` ýÇ½.Ù³Ã.·Çï. ¹áÏïáñ,
åñáý»ëáñ Ø.¶ñÇ·áñÛ³Ý/
ºäÐ é³¹ÇáýÇ½ÇÏ³ÛÇ ý³ÏáõÉï»ïÇ µ³ñÓñ³·áõÛÝ
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Ò»éÝ³ñÏÝ ÁÝ¹·ñÏáõÙ ¾ µáõÑ»ñáõÙ ¹³ë³í³Ý¹íáÕ ”¶Í³ÛÇÝ Ñ³Ýñ³-
Ñ³ßÇí” ³é³ñÏ³ÛÇ ÑÇÙÝ³Ï³Ý ÝÛáõÃÁ: Üñ³ÝáõÙ ï»Õ »Ý ·ï»É µ³½Ù³ÃÇí
ÉáõÍí³Í ûñÇÝ³ÏÝ»ñ (283 Ñ³ï), áñáÝù Ï¹Ûáõñ³óÝ»Ý ³é³ñÏ³ÛÇ áõëáõóáõÙÁ:
Ò»éÝ³ñÏáõÙ ½·³ÉÇ áõß³¹ñáõÃÛáõÝ ¾ ¹³ñÓí³Í ÙÇ ß³ñù µÝ³·³í³éÝ»ñÇ
(ýÇ½ÇÏ³, ïÝï»ë³·ÇïáõÃÛáõÝ, Ï»Ýë³ÇÝýáñÙ³ïÇÏ³, íÇ×³Ï³·ñáõÃÛáõÝ,
·³ÕïÝ³·ñáõÃÛáõÝ ¨ ³ÛÉÝ) ÏÇñ³é³Ï³Ý ËÝ¹ÇñÝ»ñÇÝ: Î³ñ¨áñí³Í ¾ Ý³¨
MATHEMATICA Íñ³·ñÇ ÏÇñ³éÙ³Ùµ ÉáõÍíáÕ ËÝ¹ÇñÝ»ñÁ:

Ò»éÝ³ñÏÁ û·ï³Ï³ñ ¾ ÇÝãå»ë ýÇ½ÇÏ³Ù³Ã»Ù³ïÇÏ³Ï³Ý áõÕÕáõÃ-
ÛáõÝÝ»ñÇ, ³ÛÝå»ë ¾É Ñ³Ýñ³Ñ³ßí³Ï³Ý ¨ Ñ³Ù³Ï³ñ·ã³ÛÇÝ Ù»Ãá¹Ý»ñ ÏÇñ³-
éáÕ ³ÛÉ Ù³ëÝ³·ÇïáõÃÛáõÝÝ»ñÇ áõë³ÝáÕÝ»ñÇÝ, Ù³·Çëïñ³ÝïÝ»ñÇÝ, ³ë-
åÇñ³ÝïÝ»ñÇÝ, ¹³ë³ËáëÝ»ñÇÝ ¨ ·Çï³Ï³Ý ³ßË³ïáÕÝ»ñÇÝ:



Ü ² Ê ² ´ ² Ü

Ü»ñÏ³ÛáõÙë µáõÑ»ñáõÙ ”¶Í³ÛÇÝ Ñ³Ýñ³Ñ³ßÇí” ³é³ñÏ³Ý ÑÇÙÝ³Ï³-
ÝáõÙ ¹³ë³í³Ý¹áõÙ »Ý ³ÝóÛ³É ¹³ñÇ 60-80ÃÃ. ·ñí³Í ¹³ë³·ñù»ñáí,
áñáÝù áñå»ë Ï³ÝáÝ, ß³ñ³¹ñí³Í »Ý ³Ï³¹»ÙÇ³Ï³Ý á×áí ¨ ã»Ý µ³í³-
ñ³ñáõÙ ³ñ¹Ç å³Ñ³ÝçÝ»ñÇÝ: Üß»Ýù Ý³¨ Ñ³Û»ñ»Ý É»½íáí Ññ³ï³ñ³Ïí³Í
·ñ³Ï³ÝáõÃÛ³Ý ë³Ï³íáõÃÛáõÝÁ, áñáÝóÇó ß³ï»ñÁ ³ÝÑ³ë³Ý»ÉÇ »Ý ÁÝÃ»ñ-
óáÕÇÝ ïå³ù³Ý³ÏÇ ãÝãÇÝ ÉÇÝ»Éáõ å³ï×³éáí:

Ò»éÝ³ñÏÁ ï³ñµ»ñíáõÙ ¾ µáõÑ»ñáõÙ ·áñÍ³ÍíáÕ ÙÛáõë ¹³ë³·ñù»ñÇó,
Ý³Ë ¨ ³é³ç, ÉáõÍí³Í ûñÇÝ³ÏÝ»ñÇ (283 Ñ³ï) ³é³ïáõÃÛ³Ùµ, áñÁ ÑÝ³-
ñ³íáñáõÃÛáõÝ Ïï³ ¹ÛáõñáõÃÛ³Ùµ Ûáõñ³óÝ»É ³é³ñÏ³Ý: Ò»éÝ³ñÏáõÙ ½·³ÉÇ
ï»Õ »Ý ½µ³Õ»óÝáõÙ ÏÇñ³é³Ï³Ý ËÝ¹ÇñÝ»ñÁ ·ÇïáõÃÛ³Ý ¨ ï»ËÝÇÏ³ÛÇ
ï³ñµ»ñ µÝ³·³í³éÝ»ñÇó` ýÇ½ÇÏ³, ïÝï»ë³·ÇïáõÃÛáõÝ, Ï»Ýë³ÇÝýáñ-
Ù³ïÇÏ³, íÇ×³Ï³·ñáõÃÛáõÝ, ·³ÕïÝ³·ñáõÃÛáõÝ ¨ ³ÛÉÝ: Î³ñ¨áñí³Í ¾ Ý³¨
MATHEMATICA Íñ³·ñÇ ÏÇñ³éÙ³Ùµ ÉáõÍíáÕ ËÝ¹ÇñÝ»ñÁ:

Ò»éÝ³ñÏÁ Ï³½Ùí³Í ¾ í»ó ·ÉáõËÝ»ñÇó: ²é³çÇÝ ·ÉáõËÁ ÝíÇñí³Í ¾
·Í³ÛÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇÝ, Ù³ïñÇóÝ»ñÇÝ ¨ ¹ñ³Ýó áñáßÇãÝ»ñÇÝ: àõëáõÙ-
Ý³ëÇñíáõÙ »Ý ·Í³ÛÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇ Ñ³Ù³Ï³ñ·»ñÇ ÉáõÍÙ³Ý ¶³áõëÇ ¨
¶³áõë-Äáñ¹³ÝÇ ³ñï³ùëÙ³Ý »Õ³Ý³ÏÝ»ñÁ, Ý»ñÏ³Û³óíáõÙ »Ý Ù³ïñÇóÇ
áñáßÇãÇ ¨ Ñ³Ï³¹³ñÓ Ù³ïñÇóÇ Ñ³ßíÙ³Ý ï³ñµ»ñ »Õ³Ý³ÏÝ»ñ:
ºñÏñáñ¹ ¨ »ññáñ¹ ·ÉáõËÝ»ñáõÙ µ³í³Ï³ÝÇÝ Ñ³Ý·³Ù³Ý³ÉÇó ùÝÝ³ñÏ-

íáõÙ »Ý ÇÝãå»ë ·Í³ÛÇÝ ¨ ¾íÏÉÇ¹»ëÛ³Ý ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÁ, ³ÛÝå»ë ¾É ÷áù-
ñ³·áõÛÝ ù³é³ÏáõëÇÝ»ñÇ ËÝ¹ÇñÁ, ÙÇçÇÝ ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ Ùáï³ñÏáõÙÁ,
Ù³ïñÇóÇ ýáõÝ¹³Ù»Ýï³É »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÁ, Ù³ïñÇóÇ Ó¨³÷áËáõ-
ÙÁ ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ ï»ëùÇ, ûñÃá·áÝ³É Ù³ïñÇóÝ»ñÁ:

Ð³çáñ¹ »ñÏáõ ·ÉáõËÝ»ñáõÙ ß³ñ³¹ñí³Í »Ý ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÝ»ñÇÝ
¨ ÏáÙåÉ»ùë ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇÝ í»ñ³µ»ñáÕ ÝÛáõÃÁ, áñï»Õ µ³½Ù³ÏáÕ-
Ù³ÝÇ Ý»ñÏ³Û³óíáõÙ »Ý ¾íÏÉÇ¹»ëÛ³Ý ¨ ÏáÙåÉ»ùë ¾íÏÉÇ¹»ëÛ³Ý ·Í³ÛÇÝ ï³-
ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñáõÙ ·áñÍáÕ ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÝ»ñÁ, ÝÏ³ñ³·ñíáõÙ ¾ Äáñ-
¹³ÝÛ³Ý ï»ëùÇ µ»ñ»Éáõ ³É·áñÇÃÙÁ: ²Ûëï»Õ ¾ ½»ï»Õí³Í Ý³¨ ù³é³Ïáõ-
ë³ÛÇÝ Ó¨Á Ï³ÝáÝ³Ï³Ý ï»ëùÇ µ»ñ»Éáõ Ã»Ù³Ý:

3



ì»ñçÇÝ ·ÉËáõÙ Ý»ñÏ³Û³óíáõÙ »Ý ·Í³ÛÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇ Ñ³Ù³-
Ï³ñ·Ç ÉáõÍÙ³Ý ×ß·ñÇï ¨ Ùáï³íáñ »Õ³Ý³ÏÝ»ñÁ: ²Ûëï»Õ ³é³ÝÓÝ³Ñ³-
ïáõÏ áõß³¹ñáõÃÛáõÝ ¾ ¹³ñÓí»É Ù³ïñÇóÇ ï³ñµ»ñ í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇÝ`
LU , QR, âáÉ»ëÏÇÇ, »½³ÏÇ ³ñÅ»ùÝ»ñÇ í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÝ»ñÁ ¨ áõëáõÙÝ³-
ëÇñí³Í »Ý Ýñ³Ýó ÏÇñ³éáõÃÛáõÝÝ»ñÁ: øÝÝ³ñÏí»É »Ý QR-í»ñÉáõÍáõÃÛ³Ý
Ð³áõëÑáÉ¹»ñÇ ¨ ¶Çí»ÝëÇ »Õ³Ý³ÏÝ»ñÁ: ²é³ÝÓÇÝ å³ñ³·ñ³ý ¾ Ñ³ïÏ³ó-
í³Í ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÇ Ùáï³íáñ Ñ³ßíÙ³ÝÁ: ²ßË³ï³ÝùÝ ³í³ñï-
íáõÙ ¾ å³ïÙ³Ï³Ý ï»Õ»ÏáõÃÛáõÝÝ»ñáí, å³ï³ëË³ÝÝ»ñáí ¨ óáõóáõÙÝ»-
ñáí, ·ñ³Ï³ÝáõÃÛ³Ùµ:

Ò»éÝ³ñÏÇ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ å³ñ³·ñ³ýáõÙ ß³ñ³¹ñíáõÙ ¾ ³ÝÑñ³Å»ßï
ï»ë³Ï³Ý ÝÛáõÃÁ` ÑÇÙÝ³Ï³ÝáõÙ ³é³Ýó ³å³óáõÛóÝ»ñÇ: ²ÛÝ áõÕ»ÏóíáõÙ ¾
Ù»Í ù³Ý³ÏáõÃÛ³Ùµ ûñÇÝ³ÏÝ»ñáí, áñáÝù Ù»Í³Ù³ë³Ùµ ÷áË³ñÇÝáõÙ »Ý
Ã»áñ»ÙÝ»ñÇ ¨ É»Ù³Ý»ñÇ ³å³óáõÛóÝ»ñÁ, ³é³ÝÓÇÝ ¹»åù»ñáõÙ ³Û¹ ûñÇ-
Ý³ÏÝ»ñÝ ³í»ÉÇ Ñ³ëÏ³Ý³ÉÇ »Ý ¹³ñÓÝáõÙ ï³ñµ»ñ ë³ÑÙ³ÝáõÙÝ»ñÇ ¨
áñáß³ÏÇ ·³Õ³÷³ñÝ»ñÇ ³éÏ³ÛáõÃÛáõÝÁ, Ã»áñ»ÙÝ»ñÇ Ó¨³Ï»ñåáõÙÁ: î»-
ë³Ï³Ý ÝÛáõÃÇÝ Ñ³çáñ¹áõÙ »Ý µ³½Ù³½³Ý ËÝ¹ÇñÝ»ñ, áñáÝù Éñ³óÝáõÙ »Ý
³ÛÝ: ÊÝ¹ÇñÝ»ñÁ ï»ë³Ï³Ý ÝÛáõÃÇó ³é³ÝÓÝ³óí³Í »Ý »ñÏáõ ·Íáí:
Ðëï³ÏáõÃÛ³Ý Ñ³Ù³ñ ËÝ¹ÇñÝ»ñÁ, ûñÇÝ³ÏÝ»ñÁ, Ã»áñ»ÙÝ»ñÁ, É»Ù³Ý»ñÁ,
å³ñ³·ñ³ýÝ»ñÝ áõÝ»Ý ³é³ÝÓÇÝ Ñ³Ù³ñ³Ï³ÉáõÙ: Ò»éÝ³ñÏÇ í»ñçáõÙ
ïñí³Í »Ý ËÝ¹ÇñÝ»ñÇ ÙÇ Ù³ëÇ å³ï³ëË³ÝÝ»ñÁ ¨ ÉáõÍÙ³Ý ÑÝ³ñ³íáñ
»Õ³Ý³ÏÝ»ñÁ: Ð³×³Ë ùÝÝ³ñÏíáõÙ »Ý áã ³í³Ý¹³Ï³Ý ËÝ¹ÇñÝ»ñ ¨ ÏÇñ³-
éáõÃÛáõÝÝ»ñ:

”ÎÇñ³éáõÃÛáõÝ” µ³ÅÇÝÝ»ñáõÙ ùÝÝ³ñÏíáõÙ »Ý ï³ñµ»ñ µÝ³·³í³é-
Ý»ñÇó ËÝ¹ÇñÝ»ñ: ”MATHEMATICA-Ç ·ñ³¹³ñ³Ý” µ³ÅÇÝÝ»ñáõÙ Ý»ñÏ³-
Û³óíáõÙ »Ý ËÝ¹ÇñÝ»ñ, áñáÝù ÑÝ³ñ³íáñ ¾ ÉáõÍ»É MATHEMATICA ÷³Ã»ÃÇ
û·ÝáõÃÛ³Ùµ: øÝÝ³ñÏíáõÙ »Ý Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý Ñ³Ù³Ï³ñ·ã³ÛÇÝ Ññ³-
Ù³ÝÝ»ñÁ ¨ Ý»ñÏ³Û³óíáõÙ »Ý ËÝ¹ñÇ ÉáõÍáõÙÝ»ñÁ:

Ò»éÝ³ñÏÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ ¹Çï³ñÏ»É áñå»ë ”¶Í³ÛÇÝ Ñ³Ýñ³Ñ³ßÇí” ³é³ñ-
Ï³ÛÇ Ñ³Ù»Ù³ï³µ³ñ ³ÙµáÕç³Ï³Ý ÅáÕáí³Íáõ ÇÝãå»ë ·Çï³Ï³Ý, ³ÛÝ-
å»ë ¾É ÏÇñ³é³Ï³Ý µÝ³·³í³éÝ»ñÇ ³ßË³ïáÕÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñ: ²ÛÝ Ï³ñáÕ
¾ û·ï³Ï³ñ ÉÇÝ»É ï³ñµ»ñ Ù³Ï³ñ¹³ÏÇ Ù³Ã»Ù³ïÇÏ³Ï³Ý å³ïñ³ëï-
í³ÍáõÃÛáõÝ áõÝ»óáÕ Ù³ëÝ³·»ïÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñ: ²å³óáõÛóÝ»ñÇ µ³ó³Ï³ÛáõÃ-
ÛáõÝÁ ÑÝ³ñ³íáñáõÃÛáõÝ ¾ ÁÝÓ»é»É Í³í³Éáí Ù»Í³ù³Ý³Ï ÝÛáõÃÇ ë»ÕÙ ß³-
ñ³¹ñÙ³ÝÁ ¨ Ñ³Ù³Ï³ñ·Ù³ÝÁ: ²é³ÝÓÇÝ áõß³¹ñáõÃÛáõÝ ¾ ¹³ñÓíáõÙ ³é³ñ-
Ï³ÛÇ ï³ñµ»ñ µ³ÅÇÝÝ»ñÇ ÷áËÏ³å³Ïóí³ÍáõÃÛ³Ý µ³ó³Ñ³ÛïÙ³ÝÁ:
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Ð»ÕÇÝ³ÏÝ»ñÁ ßÝáñÑ³Ï³ÉáõÃÛáõÝ »Ý Ñ³ÛïÝáõÙ ýÇ½.Ù³Ã. ·Çï. ¹áÏ-
ïáñ, åñáý»ëáñ ².ÐáíÑ³ÝÝÇëÛ³ÝÇÝ, ýÇ½.Ù³Ã. ·Çï. Ã»ÏÝ³ÍáõÝ»ñ Î.²í»-
ïÇëÛ³ÝÇÝ, ì.Ø³ñ·³ñÛ³ÝÇÝ, ì.²Ã³µ»ÏÛ³ÝÇÝ, ².´³ñËáõ¹³ñÛ³ÝÇÝ,
Ð.ÊáëñáíÛ³ÝÇÝ ³ñÅ»ù³íáñ ¹ÇïáÕáõÃÛáõÝÝ»ñÇ áõ ³é³ç³ñÏáõÃÛáõÝÝ»ñÇ
Ñ³Ù³ñ: Ø»ñ ßÝáñÑ³Ï³ÉáõÃÛáõÝÝ »Ýù Ñ³ÛïÝáõÙ Ý³¨ ³Ï³¹»ÙÇÏáëÝ»ñ
ì.¼³ù³ñÛ³ÝÇÝ, ¾.âáõµ³ñÛ³ÝÇÝ, ýÇ½.Ù³Ã.·Çï.¹áÏïáñ, åñáý»ëáñÝ»ñ
Ø.¶ñÇ·áñÛ³ÝÇÝ, ê.Ð³ñáõÃÛáõÝÛ³ÝÇÝ, ýÇ½. Ù³Ã.·Çï. Ã»ÏÝ³Íáõ Ð.²é³ù»É-
Û³ÝÇÝ, áñáÝó ³ç³ÏóáõÃÛáõÝÁ Ù»Í³å»ë Ýå³ëï»ó Ó»éÝ³ñÏÇ Ï³Û³óÙ³ÝÁ:

Ð»ÕÇÝ³ÏÝ»ñÁ ßÝáñÑ³Ï³ÉáõÃÛ³Ùµ ÏÁÝ¹áõÝ»Ý Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ¹ÇïáÕáõ-
ÃÛáõÝ ¨ ³é³ç³ñÏ:
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¶ È àô Ê ² è ² æ Æ Ü

¶Ì²ÚÆÜ Ð²ì²ê²ðàôØÜºðÆ Ð²Ø²Î²ð¶ºð:
Ø²îðÆòÜºð

1. ¶²àôêÆ ºì ¶²àôê-Äàð¸²ÜÆ ²ðî²øêØ²Ü
ºÔ²Ü²ÎÜºðÀ

n ³ÝÑ³Ûïáím ·Í³ÛÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇ Ñ³Ù³Ï³ñ·Ý áõÝÇ Ñ»ï¨Û³É
ï»ëùÁ

a11x1 + a12x2 + ¢ ¢ ¢+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + ¢ ¢ ¢+ a2nxn = b2

...

am1x1 + am2x2 + ¢ ¢ ¢+ amnxn = bm;

(1)

áñï»Õ aij ¨ bi (i = 1;m; j = 1; n) ïñí³Í Ãí»ñ »Ý: ¸ñ³Ýó ³Ýí³ÝáõÙ »Ý
Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ (1) Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñ ¨ ³½³ï ³Ý¹³Ù-
Ý»ñ: aij ·áñÍ³ÏóÇ ÏñÏÝ³ÏÇ Ï³ñ·³Ñ³Ù³ñÁ (ij) óáõÛó ¾ ï³ÉÇë, áñ ³ÛÝ
i-ñ¹ Ñ³í³ë³ñÙ³Ý xj ³ÝÑ³ÛïÇ ·áñÍ³ÏÇóÝ ¾:

ÈáõÍ»É (1) Ñ³Ù³Ï³ñ·Á Ýß³Ý³ÏáõÙ ¾ ·ïÝ»É ³ÛÝåÇëÇ x1; ¢ ¢ ¢ ; xn Ãí»ñ,
áñáÝù (1) Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÁ ¹³ñÓÝáõÙ »Ý Ãí³ÛÇÝ ÝáõÛÝáõÃÛáõÝÝ»ñ:

(1) Ñ³Ù³Ï³ñ·Ý ³Ýí³ÝáõÙ »Ý ù³é³ÏáõëÇ, »Ã» m = n:
(1) Ñ³Ù³Ï³ñ·Ý ³Ýí³ÝáõÙ »Ý Ñ³Ù³ë»é, »Ã» b1 = b2 = ¢ ¢ ¢ = bm = 0,

Ñ³Ï³é³Ï ¹»åùáõÙ` ³ÝÑ³Ù³ë»é:
ê³ÑÙ³ÝáõÙ 1. (1) Ñ³Ù³Ï³ñ·Ý ³Ýí³ÝáõÙ »Ý Ñ³Ù³ï»Õ»ÉÇ, »Ã» ³ÛÝ

áõÝÇ ·áÝ» Ù»Ï ÉáõÍáõÙ:
Ð³Ù³ë»é Ñ³Ù³Ï³ñ·Á ÙÇßï Ñ³Ù³ï»Õ»ÉÇ ¾, ù³ÝÇ áñ ³ÛÝ áõÝÇ x1 =

x2 = ¢ ¢ ¢ = xn = 0 ÉáõÍáõÙÁ:
ê³ÑÙ³ÝáõÙ 2. Ð³Ù³ï»Õ»ÉÇ Ñ³Ù³Ï³ñ·Ý ³Ýí³ÝáõÙ »Ý áñáßÛ³É, »Ã»

³ÛÝ áõÝÇ ÙÇ³Ï ÉáõÍáõÙ, Ñ³Ï³é³Ï ¹»åùáõÙ` ³Ýáñáß:
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Ð³Ù³Ï³ñ·»ñÇ ·ñ³éÙ³Ý ¨ ÉáõÍÙ³Ý Ñ³Ù³ñ Ñ³ñÙ³ñ ¾ û·ïí»É Ù³ï-
ñÇóÇ ·³Õ³÷³ñÇó:

m ïáÕ ¨ n ëÛáõÝ áõÝ»óáÕ áõÕÕ³ÝÏÛáõÝ Ãí³ÛÇÝ ³ÕÛáõë³ÏÝ ³Ýí³ÝáõÙ
»Ý (m£n) Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇó: Ø³ïñÇóÝ»ñÇ ·ñ³éÙ³Ý Ñ³Ù³ñ û·ï³·áñÍáõÙ
»Ý Ñ»ï¨Û³É Ýß³Ý³ÏáõÙÝ»ñÁ`

A =

0
B@

a11 a12 ¢ ¢ ¢ a1n
a21 a22 ¢ ¢ ¢ a2n
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
am1 am2 ¢ ¢ ¢ amn

1
CA ; A = (aij); i = 1;m; j = 1; n;

áñï»Õ aij Ãí»ñÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý Ù³ïñÇóÇ ï³ññ»ñ (¾É»Ù»ÝïÝ»ñ), ÁÝ¹
áñáõÙ, ³é³çÇÝ Ï³ñ·³Ñ³Ù³ñÁ óáõÛó ¾ ï³ÉÇë ïáÕÇ, ÇëÏ »ñÏñáñ¹Á` ëÛ³Ý
Ñ³Ù³ñÁ:

îáÕ ¨ ëÛáõÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ (n £ 1) ¨ (1 £
n) Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇóÝ»ñÁ: Ø³ïñÇóÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý ù³é³ÏáõëÇ Ù³ïñÇó, »Ã»
m = n:

(1) Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñÇ Ù³ïñÇó ¨ ÁÝ¹É³ÛÝí³Í Ù³ïñÇó ³Ýí³-
ÝáõÙ »Ý Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ Ñ»ï¨Û³É »ñÏáõ Ù³ïñÇóÝ»ñÁ

A =

0
B@

a11 a12 ¢ ¢ ¢ a1n
a21 a22 ¢ ¢ ¢ a2n
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
am1 am2 ¢ ¢ ¢ amn

1
CA; (Ajb) =

0
B@

a11 a12 ¢ ¢ ¢ a1n b1
a21 a22 ¢ ¢ ¢ a2n b2
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
am1 am2 ¢ ¢ ¢ amn bm

1
CA:

Ø³ïñÇóÇ ïáÕ»ñÇ (ëÛáõÝ»ñÇ) ÝÏ³ïÙ³Ùµ Ï³ï³ñíáÕ Ñ»ï¨Û³É ·áñÍá-
ÕáõÃÛáõÝÝ»ñÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý ï³ññ³Ï³Ý ïáÕ³ÛÇÝ (ëÛáõÝ³ÛÇÝ) Ó¨³÷áËáõÃÛáõÝ-

Ý»ñ.

³) »ñÏáõ ïáÕ»ñÇ (ëÛáõÝ»ñÇ) ï»Õ³÷áËáõÙ,
µ) áñ¨¾ ïáÕÇ (ëÛ³Ý) µ³½Ù³å³ïÏáõÙÁ ½ñáÛÇó ï³ñµ»ñ Ãíáí,
·) áñ¨¾ ïáÕÇÝ (ëÛ³ÝÁ) Ù»Ï ³ÛÉ ïáÕ (ëÛáõÝ) ·áõÙ³ñ»ÉÁ:
ºñÏáõ Ù³ïñÇóÝ»ñ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý ïáÕ-Ñ³Ù³ñÅ»ù (ëÛáõÝ-Ñ³Ù³ñÅ»ù), »Ã»

Ù»ÏÁ ÙÛáõëÇÝ µ»ñíáõÙ ¾ ï³ññ³Ï³Ý ïáÕ³ÛÇÝ (ëÛáõÝ³ÛÇÝ) Ó¨³÷áËáõÃÛáõÝ-
Ý»ñáí:

(1) Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇ Ñ»ï ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñ Ï³ï³ñ»-
Éáõ ÷áË³ñ»Ý ³í»ÉÇ Ñ³ñÙ³ñ ¾ ï³ññ³Ï³Ý ïáÕ³ÛÇÝ Ó¨³÷áËáõÃÛáõÝÝ»ñ
Ï³ï³ñ»É Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ÁÝ¹É³ÛÝí³Í Ù³ïñÇóÇ ïáÕ»ñÇ Ñ»ï:
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ä³ñ½ ¾, áñ ïáÕ-Ñ³Ù³ñÅ»ù Ù³ïñÇóÝ»ñÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáõÙ »Ý
Ñ³Ù³ñÅ»ù Ñ³Ù³Ï³ñ·»ñ:

Ð³Ù³Ï³ñ·»ñÇ ÉáõÍÙ³Ý ¶³áõëÇ ¨ ¶³áõë-Äáñ¹³ÝÇ ³ñï³ùëÙ³Ý

»Õ³Ý³ÏÝ»ñÁ ÝÏ³ñ³·ñ»Ýù ûñÇÝ³ÏÝ»ñáí: Ü³Ë áõëáõÙÝ³ëÇñ»Ýù ³ÝÑ³Ù³-
ë»é Ñ³Ù³Ï³ñ·»ñ:

úñÇÝ³Ï 1. ÈáõÍ»É Ñ³Ù³Ï³ñ·Á

x2 + x3 ¡ 2x4 = ¡3

x1 + 2x2 ¡ x3 = 2

2x1 + 4x2 + x3 ¡ 3x4 = ¡2

x1 ¡ 4x2 ¡ 7x3 ¡ x4 = ¡19 :

Ð³Ù³Ï³ñ·Ç ÁÝ¹É³ÛÝí³Í Ù³ïñÇóÝ ¾

0
B@

0 1 1 ¡2 ¡3
1 2 ¡1 0 2
2 4 1 ¡3 ¡2
1 ¡4 ¡7 ¡1 ¡19

1
CA :

¶³áõëÇ »Õ³Ý³ÏÁ Çñ³Ï³Ý³óíáõÙ ¾ »ñÏáõ ÷áõÉáí: ²é³çÇÝ ÷áõÉáõÙ ï³ñ-
ñ³Ï³Ý ïáÕ³ÛÇÝ Ó¨³÷áËáõÃÛáõÝÝ»ñáí Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ÁÝ¹É³ÛÝí³Í Ù³ïñÇ-
óÁ µ»ñíáõÙ ¾ »é³ÝÏÛáõÝ³Ó¨ (ë»Õ³Ý³Ó¨) ï»ëùÇ: Ø»ñ ûñÇÝ³ÏáõÙ ï»Õ³÷á-
Ë»Ýù ÁÝ¹É³ÛÝí³Í Ù³ïñÇóÇ ³é³çÇÝ ¨ »ñÏñáñ¹ ïáÕ»ñÁ

0
B@

1 2 ¡1 0 2
0 1 1 ¡2 ¡3
2 4 1 ¡3 ¡2
1 ¡4 ¡7 ¡1 ¡19

1
CA :

²é³çÇÝ ëÛ³Ý µáÉáñ ï³ññ»ñÁ, ëÏë³Í »ñÏñáñ¹Çó, ¹³ñÓÝ»Ýù ½ñá: ºññáñ¹
ïáÕÇó Ñ³Ý»Ýù ³é³çÇÝÇ ÏñÏÝ³å³ïÇÏÁ ÇëÏ ãáññáñ¹Çó` ³é³çÇÝÁ

0
B@

1 2 ¡1 0 2
0 1 1 ¡2 ¡3
0 0 3 ¡3 ¡6
0 ¡6 ¡6 ¡1 ¡21

1
CA :
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ì»ñçÇÝ ïáÕÇÝ ³í»É³óÝ»Ýù »ñÏñáñ¹Ç í»ó³å³ïÇÏÁ, ëï³óí³Í Ù³ï-
ñÇóÇ »ññáñ¹ ïáÕÁ µ³½Ù³å³ïÏ»Ýù 1

3 -áí, ÇëÏ í»ñçÇÝÁ` ¡ 1
13 -áí

0
B@

1 2 ¡1 0 2
0 1 1 ¡2 ¡3
0 0 1 ¡1 ¡2
0 0 0 1 3

1
CA :

¶³áõëÇ »Õ³Ý³ÏÇ ³é³çÇÝ ÷áõÉÝ ³í³ñïí»ó: êï³óí³Í Ù³ïñÇóÇÝ Ñ³-
Ù³å³ï³ëË³ÝáõÙ ¾ ëÏ½µÝ³Ï³Ý Ñ³Ù³Ï³ñ·ÇÝ Ñ³Ù³ñÅ»ù Ñ»ï¨Û³É Ñ³-
Ù³Ï³ñ·Á

x1 + 2x2 ¡ x3 = 2

x2 + x3 ¡ 2x4 = ¡3

x3 ¡ x4 = ¡2

x4 = 3 :

ºñÏñáñ¹ ÷áõÉáõÙ ëï³óí³Í Ñ³Ù³Ï³ñ·Á ÉáõÍíáõÙ ¾ Ñ»ïÁÝÃ³ó ï»Õ³¹ñáõ-
Ùáí: ì»ñçÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÙÇó ëï³óí³Í x4 = 3 ³ñÅ»ùÁ ï»Õ³¹ñ»Ýù Ý³-
Ë³í»ñçÇÝ Ñ³í³ë³ñÙ³Ý Ù»ç, ëï³óí³Í x3 = 1 ³ñÅ»ùÁ, x4 = 3-Ç
Ñ»ï ÙÇ³ëÇÝ, ï»Õ³¹ñ»Ýù »ñÏñáñ¹Ç Ù»ç, áñï»ÕÇó` x2 = 2: êï³óí³Í
³ñÅ»ùÝ»ñÁ ï»Õ³¹ñ»Éáí ³é³çÇÝ Ñ³í³ë³ñÙ³Ý Ù»ç, Ïëï³Ý³Ýù Ñ³Ù³-
Ï³ñ·Ç ÙÇ³Ï ÉáõÍáõÙÁ

x1 = ¡1; x2 = 2; x3 = 1; x4 = 3 : ²
Ü³Ëáñ¹ ûñÇÝ³ÏáõÙ ¹Çï³ñÏí³Í Ñ³Ù³Ï³ñ·Á áñáßí³Í ¾: ²ÛÝ áõÝÇ ÙÇ³Ï
ÉáõÍáõÙ: ¸Çï³ñÏ»Ýù ³Ýáñáß Ñ³Ù³Ï³ñ·:

úñÇÝ³Ï 2. ÈáõÍ»É Ñ³Ù³Ï³ñ·Á

2x1 + 2x2 + 2x3 + 3x4 = 4

x1 + x2 + x3 + x4 = 1

2x1 + 3x2 + 4x3 + 5x4 = 2

x1 + 3x2 + 5x3 + 11x4 = 9 :

Ð³Ù³Ï³ñ·Ç ÁÝ¹É³ÛÝí³Í Ù³ïñÇóÝ ¾
0
B@

2 2 2 3 4
1 1 1 1 1
2 3 4 5 2
1 3 5 11 9

1
CA :
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î»Õ³÷áË»Ýù ³é³çÇÝ »ñÏáõ ïáÕ»ñÁ ¨ ëï³óí³Í »ñÏñáñ¹, »ññáñ¹
¨ ãáññáñ¹ ïáÕ»ñÇó Ñ³Ý»Ýù ³é³çÇÝÇ å³ïÇÏÝ»ñÝ ³ÛÝå»ë, áñ ³é³çÇÝ
ëÛ³Ý µáÉáñ ï³ññ»ñÁ, ëÏë³Í »ñÏñáñ¹Çó, Ñ³í³ë³ñí»Ý ½ñáÛÇ

0
B@

1 1 1 1 1
0 0 0 1 2
0 1 2 3 0
0 2 4 10 8

1
CA :

ÜáõÛÝÁ ÏñÏÝ»Ýù »ñÏñáñ¹ ëÛ³Ý Ñ³Ù³ñ. ï»Õ³÷áË»Ýù »ñÏñáñ¹ ¨ »ññáñ¹
ïáÕ»ñÁ ¨ í»ñçÇÝ ïáÕÇó Ñ³Ý»Ýù ëï³óí³Í »ñÏñáñ¹ ïáÕÇ ÏñÏÝ³å³ïÇ-
ÏÁ 0

B@
1 1 1 1 1
0 1 2 3 0
0 0 0 1 2
0 0 0 4 8

1
CA :

²é³çÇÝ ÷áõÉÝ ³í³ñï»Éáõ Ñ³Ù³ñ ãáññáñ¹ ïáÕÇó Ñ³Ý»Ýù »ññáñ¹Ç ù³-
é³å³ïÇÏÁ ¨ ·ñ»Ýù ëï³óí³Í Ù³ïñÇóÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ Ñ³Ù³-
Ï³ñ·Á

x1 + x2 + x3 + x4 = 1

x2 + 2x3 + 3x4 = 0

x4 = 2

0 = 0 :

ì»ñçÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ Ñ³ßíÇ ã³éÝ»É: Î³ï³ñ»Ýù Ñ»ïÁÝ-
Ã³ó ï»Õ³¹ñáõÙ: Ü³Ë³í»ñçÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÙÇó ëï³óí³Í x4 = 2 ³ñ-
Å»ùÁ ï»Õ³¹ñ»Ýù »ñÏñáñ¹Ç Ù»ç, áñÇó x2 ³ÝÑ³ÛïÝ ³ñï³Ñ³Ûï»Ýù x3-áí
(Ï³ñ»ÉÇ ¾ Ý³¨ x3-Ý ³ñï³Ñ³Ûï»É x2-áí)

x2 = ¡2x3 ¡ 6 :

x4-Ç ¨ x2-Ç ³ñÅ»ùÝ»ñÁ ï»Õ³¹ñ»Ýù ³é³çÇÝÇ Ù»ç, áñÇó x1 ³ÝÑ³ÛïÁ
Ï³ñ»ÉÇ ¾ ³ñï³Ñ³Ûï»É x3-áí

x1 = 1¡ x2 ¡ x3 ¡ x4 = 1¡ (¡2x3 ¡ 6)¡ x3 ¡ 2 = 5 + x3 :

Ð³Ù³Ï³ñ·Ç ÉáõÍáõÙÁ ÏáõÝ»Ý³ Ñ»ï¨Û³É ï»ëùÁ

x1 = 5 + x3; x2 = ¡6¡ 2x3; x3 = x3; x4 = 2
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Ï³Ù áñ ÝáõÛÝÝ ¾

x1 = 5 + c; x2 = ¡6¡ 2c; x3 = c; x4 = 2

ï»ëùÁ, áñï»Õ c-Ý ó³ÝÏ³ó³Í ÃÇí ¾: Ð³Ù³Ï³ñ·Ý áõÝÇ ³Ýí»ñç Ãíáí Éáõ-
ÍáõÙÝ»ñ:²

¸Çï³ñÏ»Ýù ³ÝÑ³Ù³ï»Õ»ÉÇ Ñ³Ù³Ï³ñ·:
úñÇÝ³Ï 3. ÈáõÍ»É Ñ³Ù³Ï³ñ·Á

x1 ¡ x2 + 2x3 = 4

x1 + x3 = 6

2x1 ¡ 3x2 + 5x3 = 4

3x1 + 2x2 ¡ x3 = 1 :

Ð³Ù³Ï³ñ·Ç ÁÝ¹É³ÛÝí³Í Ù³ïñÇóÝ ¾

0
B@

1 ¡1 2 4
1 0 1 6
2 ¡3 5 4
3 2 ¡1 1

1
CA :

ÎÇñ³é»Ýù ¶³áõëÇ »Õ³Ý³ÏÁ: ºñÏñáñ¹, »ññáñ¹ ¨ ãáññáñ¹ ïáÕ»ñÇó Ñ³-
Ý»Ýù ³é³çÇÝÇ Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý å³ïÇÏÝ»ñÁ

0
B@

1 ¡1 2 4
0 1 ¡1 2
0 ¡1 1 ¡4
0 5 ¡7 ¡11

1
CA :

ºññáñ¹ ïáÕÇÝ ³í»É³óÝ»Ýù »ñÏñáñ¹ ïáÕÁ

0
B@

1 ¡1 2 4
0 1 ¡1 2
0 0 0 ¡2
0 5 ¡7 ¡11

1
CA :

²é³çÇÝ ÷áõÉÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ ³í³ñïÇÝ ãÑ³ëóÝ»É, ù³ÝÇ áñ »ññáñ¹ ïáÕÇÝ Ñ³-
Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ

0 = ¡2
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Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ ×Çßï ã¾: Ð³Ù³Ï³ñ·Á ÉáõÍáõÙ ãáõÝÇ: ²
ÜÏ³ñ³·ñ»Ýù ¶³áõë-Äáñ¹³ÝÇ ³ñï³ùëÙ³Ý »Õ³Ý³ÏÁ:
úñÇÝ³Ï 4. ÈáõÍ»É Ñ³Ù³Ï³ñ·Á

x1 ¡ 2x2 + 3x3 = 9

¡x1 + 3x2 = ¡4

2x1 ¡ 5x2 + 5x3 = 17 :

Ð³Ù³Ï³ñ·Ç ÁÝ¹É³ÛÝí³Í Ù³ïñÇóÝ ¾
0
@

1 ¡2 3 9
¡1 3 0 ¡4
2 ¡5 5 17

1
A :

¶³áõë-Äáñ¹³ÝÇ ³ñï³ùëÙ³Ý »Õ³Ý³ÏÁ ÝáõÛÝå»ë Ï³½Ùí³Í ¾ »ñÏáõ ÷áõ-
ÉÇó: ²é³çÇÝÁ ÝáõÛÝÝ ¾, ÇÝã ¶³áõëÇ »Õ³Ý³ÏáõÙ: î³ññ³Ï³Ý ïáÕ³ÛÇÝ
Ó¨³÷áËáõÃÛáõÝÝ»ñáí ÁÝ¹É³ÛÝí³Í Ù³ïñÇóÁ µ»ñ»Ýù »é³ÝÏÛáõÝ³Ó¨ (ë»-
Õ³Ý³Ó¨) ï»ëùÇ 0

@
1 ¡2 3 9
0 1 3 5
0 0 1 2

1
A :

ºñÏñáñ¹ ÷áõÉáõÙ, Ñ»ïÁÝÃ³ó ï»Õ³¹ñáõÙ Ï³ï³ñ»Éáõ ÷áË³ñ»Ý, ß³ñáõ-
Ý³Ï»Ýù ï³ññ³Ï³Ý ïáÕ³ÛÇÝ Ó¨³÷áËáõÃÛáõÝÝ»ñáí å³ñ½»óÝ»É Ñ³Ù³-
Ï³ñ·Á: ²é³çÇÝ ïáÕÇÝ ³í»É³óÝ»Ýù »ñÏñáñ¹Ç ÏñÏÝ³å³ïÇÏÁ, ÇëÏ »ñÏ-
ñáñ¹Çó Ñ³Ý»Ýù »ññáñ¹Ç »é³å³ïÇÏÁ

0
@

1 0 9 19
0 1 0 ¡1
0 0 1 2

1
A :

²é³çÇÝ ïáÕÇó Ñ³Ý»Ýù 9-áí µ³½Ù³å³ïÏ³Í í»ñçÇÝ ïáÕÁ
0
@

1 0 0 1
0 1 0 ¡1
0 0 1 2

1
A :

Îëï³Ý³Ýù
x1 = 1; x2 = ¡1; x3 = 2 : ²
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¶³áõë-Äáñ¹³ÝÇ »Õ³Ý³ÏáõÙ Ñ»ïÁÝÃ³ó ï»Õ³¹ñáõÙÝ Çñ³Ï³Ý³óíáõÙ
¾ ï³ññ³Ï³Ý ïáÕ³ÛÇÝ Ó¨³÷áËáõÃÛáõÝÝ»ñÇ û·ÝáõÃÛ³Ùµ:

úñÇÝ³Ï 5. ÈáõÍ»É Ñ³Ù³Ï³ñ·Á

2x1 + 4x2 ¡ 2x3 = 0

3x1 + 5x2 = 1 :

ÎÇñ³é»Éáí ¶³áõë-Äáñ¹³ÝÇ »Õ³Ý³ÏÁ, Ïëï³Ý³Ýù

µ
2 4 ¡2 0
3 5 0 1

¶
»

µ
1 2 ¡1 0
3 5 0 1

¶
»

µ
1 2 ¡1 0
0 ¡1 3 1

¶
»

µ
1 0 5 2
0 ¡1 3 1

¶
;

áñï»ÕÇó
x1 + 5x3 = 2

¡x2 + 3x3 = 1 :

Ð³Ù³Ï³ñ·Ç ÉáõÍáõÙÁ å³ñ³Ù»ïñ³Ï³Ý ï»ëùáí Ñ»ï¨Û³ÉÝ ¾

x1 = 2¡ 5c; x2 = ¡1 + 3c; x3 = c : ²

úñÇÝ³Ï 6. ÈáõÍ»É Ñ³Ù³Ï³ñ·Á

x1 ¡ x2 + 3x3 = 0

2x1 + x2 + 3x3 = 0 :

ÎÇñ³é»Éáí ¶³áõë-Äáñ¹³ÝÇ »Õ³Ý³ÏÁ, Ïëï³Ý³Ýù

µ
1 ¡1 3 0
2 1 3 0

¶
»

µ
1 ¡1 3 0
0 3 ¡3 0

¶
»

µ
1 ¡1 3 0
0 1 ¡1 0

¶
»

µ
1 0 2 0
0 1 ¡1 0

¶
;

áñï»ÕÇó
x1 + 2x3 = 0

x2 ¡ x3 = 0 :
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Ð³Ù³Ï³ñ·Ç ÉáõÍáõÙÁ ·ñ»Ýù å³ñ³Ù»ïñ³Ï³Ý ï»ëùáí

x1 = ¡2c; x2 = c; x3 = c :

Ð³Ù³Ï³ñ·Ý áõÝÇ ³Ýí»ñç Ãíáí ÉáõÍáõÙÝ»ñ (c = 0 ³ñÅ»ùÇÝ Ñ³Ù³å³-
ï³ëË³ÝáõÙ ¾ ½ñáÛ³Ï³Ý ÉáõÍáõÙÁ): ²

úñÇÝ³Ï 7. ÈáõÍ»É Ñ³Ù³Ï³ñ·Á

x1 + x2 + x3 = 0

x1 + x2 ¡ x3 = 0

x1 ¡ x2 + x3 = 0 :

Ð³Ù³Ó³ÛÝ ¶³áõë-Äáñ¹³ÝÇ »Õ³Ý³ÏÇ

0
@

1 1 1 0
1 1 ¡1 0
1 ¡1 1 0

1
A »

0
@

1 1 1 0
0 0 ¡2 0
0 ¡2 0 0

1
A »

0
@

1 1 1 0
0 0 1 0
0 1 0 0

1
A »

0
@

1 1 1 0
0 1 0 0
0 0 1 0

1
A »

0
@

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

1
A ;

áñï»ÕÇó
x1 = 0; x2 = 0; x3 = 0 :

²Ûë ¹»åùáõÙ Ñ³Ù³Ï³ñ·Ý áõÝÇ ÙÇ³ÛÝ ½ñáÛ³Ï³Ý ÉáõÍáõÙ:²

1. Ð³Ù³Ï³ñ·Á ÉáõÍ»É ¶³áõëÇ Ï³Ù ¶³áõë-Äáñ¹³ÝÇ ³ñï³ùëÙ³Ý »Õ³Ý³-
ÏÝ»ñáí

³) 3x1 ¡ 2x2 ¡ 5x3 + x4 = 3 µ) 4x1 ¡ 3x2 + x3 + 5x4 ¡ 7 = 0
2x1 ¡ 3x2 + x3 + 5x4 = ¡3 x1 ¡ 2x2 ¡ 2x3 ¡ 3x4 = 3
x1 + 2x2 ¡ 4x4 = ¡3 3x1 ¡ x2 + 2x3 ¡ 3x4 = ¡1
x1 ¡ x2 ¡ 4x3 + 9x4 = 22; 2x1 + 3x2 + 2x3 ¡ 8x4 = ¡7;
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·) 2x1 ¡ 2x2 + x4 = ¡3 ¹) x1 + x2 ¡ 6x3 ¡ 4x4 = 6
2x1 + 3x2 + x3 ¡ 3x4 = ¡6 3x1 ¡ x2 ¡ 6x3 ¡ 4x4 = 2
3x1 + 4x2 ¡ x3 + 2x4 = 0 2x1 + 3x2 + 9x3 + 2x4 = 6
x1 + 3x2 + x3 ¡ x4 = 2; 3x1 + 2x2 + 3x3 + 8x4 = ¡7;

») 2x1 + 7x2 + 3x3 + x4 = 5 ½) 2x1 + 3x2 ¡ x3 + x4 = 1
x1 + 3x2 + 5x3 ¡ 2x4 = 3 8x1 + 12x2 ¡ 9x3 + 8x4 = 3
x1 + 5x2 ¡ 9x3 + 8x4 = 1 4x1 + 6x2 + 3x3 ¡ 2x4 = 3
5x1 + 18x2 + 4x3 + 5x4 = 12; 2x1 + 3x2 + 9x3 ¡ 7x4 = 3;

¾) 4x1 ¡ 3x2 + 2x3 ¡ x4 = 8 Á) 2x1 ¡ x2 + x3 ¡ x4 = 3
3x1 ¡ 2x2 + x3 ¡ 3x4 = 7 4x1 ¡ 2x2 ¡ 2x3 + 3x4 = 2
2x1 ¡ x2 ¡ 5x4 = 6 2x1 ¡ x2 + 5x3 ¡ 6x4 = 1
5x1 ¡ 3x2 + x3 ¡ 8x4 = 1; 2x1 ¡ x2 ¡ 3x3 + 4x4 = 5;

Ã) x1¡2x2 +3x3 ¡4x4 +2x5=¡2 Å) x1 + 2x2 + 3x3 ¡ x4 = 1
x1 + 2x2 ¡ x3 ¡ x5 = ¡3 3x1 + 2x2 + x3 ¡ x4 = 1
x1 ¡ x2 + 2x3 ¡ 3x4 = 10 2x1 + 3x2 + x3 + x4 = 1
x2 ¡ x3 + x4 ¡ 2x5 = ¡5 2x1 + 2x2 + 2x3 ¡ x4 = 1
2x1 + 3x2¡ x3 + x4 ¡ 4x5=1; 5x1 + 5x2 + 2x3 = 2;

Ç) x1 + x2 + x3 + x4 = 0 É) x1 ¡ 2x2 + x3 + x4 ¡ x5 = 0
x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 0 2x1 + x2 ¡ x3 ¡ x4 + x5 = 0
x1 + 3x2 + 6x3 + 10x4 = 0 x1 + 7x2 ¡ 5x3 ¡ 5x4 + 5x5 = 0
x1 + 4x2 + 10x3 + 20x4 = 0; 3x1 ¡ x2 ¡ 2x3 + x4 ¡ x5 = 0;

Ë) x1 + 3x2 + 2x3 = 0 Í) x1 + x2 ¡ 3x4 ¡ x5 = 0
2x1 ¡ x2 + 3x3 = 0 x1 ¡ x2 + 2x3 ¡ x4 = 0
3x1 ¡ 5x2 + 4x3 = 0 4x1 ¡ 2x2 + 6x3 + 3x4 ¡ 4x5 = 0
x1 + 17x2 + 4x3 = 0; 2x1 + 4x2 ¡ 2x3 + 4x4 ¡ 7x5 = 0

2. ¶ïÝ»É a; b; c å³ñ³Ù»ïñ»ñÇ ³ÛÝ ³ñÅ»ùÝ»ñÁ, áñáÝó ¹»åùáõÙ Ñ»ï¨Û³É
Ñ³Ù³Ï³ñ·Á

x+ y = 2

y + z = 2

x+ z = 2

ax+ by + cz = 0

³) áñáßí³Í ¾, µ) ³ÝÑ³Ù³ï»Õ»ÉÇ ¾, ·) ³Ýáñáß ¾:
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3. ¶ïÝ»É a; b å³ñ³Ù»ïñ»ñÇ ³ÛÝ ³ñÅ»ùÝ»ñÁ, áñáÝó ¹»åùáõÙ Ñ»ï¨Û³É
Ñ³Ù³Ï³ñ·Á

3x+ 2y ¡ z = a

x+ y + 2z = b

³) áñáßí³Í ¾, µ) ³ÝÑ³Ù³ï»Õ»ÉÇ ¾, ·) ³Ýáñáß ¾:

4. ¶ïÝ»É a; b; c å³ñ³Ù»ïñ»ñÇ ³ÛÝ ³ñÅ»ùÝ»ñÁ, áñáÝó ¹»åùáõÙ Ñ»ï¨Û³É
Ñ³Ù³Ï³ñ·Á

3x+ 2y ¡ z = a

x+ y + 2z = b

5x+ 4y + 3z = c

³) áñáßí³Í ¾, µ) ³ÝÑ³Ù³ï»Õ»ÉÇ ¾, ·) ³Ýáñáß ¾:
5. ¶ïÝ»É ¸ å³ñ³Ù»ïñÇ ³ÛÝ ³ñÅ»ùÝ»ñÁ, áñáÝó ¹»åùáõÙ Ñ³Ù³Ï³ñ·Ý
áõÝÇ áã ½ñáÛ³Ï³Ý ÉáõÍáõÙÝ»ñ

(¸¡ 2)x+ y = 0

x+ (¸¡ 2)y = 0 :

ÎÆð²èàôÂÚàôÜ

ÆÜîºðäàÈÚ²òÆ²

¸Çï³ñÏ»Ýù xy-Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý íñ³ ïñí³Í Ï»ï»ñÇ Ñ»ï¨Û³É µ³½ÙáõÃ-
ÛáõÝÁ

(x0; y0); (x1; y1); ¢ ¢ ¢ ; (xn; yn) :

¶ïÝ»Ýù ³ÛÝåÇëÇ p(x) µ³½Ù³Ý¹³Ù

p(x) = a0 + a1x+ ¢ ¢ ¢+ amxm;

áñÇ ·ñ³ýÇÏÝ ³ÝóÝÇ ïñí³Í Ï»ï»ñáí: ²Ûë ËÝ¹ÇñÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý ÇÝï»ñ-

åáÉÛ³óÇ³ÛÇ ËÝ¹Çñ, p(x) µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ` ÇÝï»ñåáÉÛ³óÇáÝ µ³½Ù³Ý¹³Ù, ÇëÏ xi

Ï»ï»ñÁ ÇÝï»ñåáÉÛ³óÇáÝ Ñ³Ý·áõÛóÝ»ñ: ²ÛëåÇëáí

p(xi) = yi; i = 0; n
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Ï³Ù, áñ ÝáõÛÝÝ ¾,

a0 + a1x0 + ¢ ¢ ¢+ amxm
0 = y0

a0 + a1x1 + ¢ ¢ ¢+ amxm
1 = y1

...

a0 + a1xn + ¢ ¢ ¢+ amxm
n = yn :

(2)

ºÃ» m < n, ³å³ ÇÝï»ñåáÉÛ³óÇáÝ ËÝ¹ÇñÁ Ï³ñáÕ ¾ ÉáõÍáõÙ ãáõÝ»-
Ý³É: úñÇÝ³Ï, »Ã» n = 2 ¨ Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý Ï»ï»ñÝ »Ý (0; 1), (1; 0), (2; 1),
³å³m = 1-Ç Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ ãáõÝÇ p(x) = a0+a1x µ³½Ù³Ý¹³Ù, áñÝ
³ÝóÝÇ ïñí³Í Ï»ï»ñáí:

ºÃ» m > n, ³å³ ÇÝï»ñåáÉÛ³óÇáÝ ËÝ¹ÇñÁ Ï³ñáÕ ¾ áõÝ»Ý³É Ù»ÏÇó
³í»É ÉáõÍáõÙÝ»ñ: úñÇÝ³Ï, »Ã» n = 1 ¨ Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý Ï»ï»ñÝ »Ý (0; 0),
(1; 1), ³å³ m = 2-Ç Ñ³Ù³ñ áñå»ë ÇÝï»ñåáÉÛ³óÇáÝ µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñ
Ï³ñ»ÉÇ ¾ í»ñóÝ»É

p(x) = x2; p(x) = 2x2 ¡ x; p(x) = 3x2 ¡ 2x :

ºÃ» m = n, ³å³ ÇÝï»ñåáÉÛ³óÇáÝ ËÝ¹ÇñÝ áõÝÇ ÙÇ³Ï ÉáõÍáõÙ, »Ã»
ÇÝï»ñåáÉÛ³óÇáÝ Ñ³Ý·áõÛóÝ»ñÝ Çñ³ñÇó ï³ñµ»ñ »Ý:

úñÇÝ³Ï 8. Î³éáõó»É ³ÛÝåÇëÇ »ñÏñáñ¹ Ï³ñ·Ç p(x) = a0 + a1x +
a2x

2 µ³½Ù³Ý¹³Ù, áñÇ ·ñ³ýÇÏÝ ³ÝóÝÇ (1; 4); (2; 0); (3; 12) Ï»ï»ñáí:
(2) Ñ³Ù³Ï³ñ·Á ÏáõÝ»Ý³ Ñ»ï¨Û³É ï»ëùÁ

0.5 1.5 2 2.5 3 3.5

5

10

15

20

H1,4L 82,0<

83,12<

ÝÏ.1

p(1) = a0 + 1a1 + 12a2 = 4

p(2) = a0 + 2a1 + 22a2 = 0

p(3) = a0 + 3a1 + 32a2 = 12;

áñÝ áõÝÇ a0 = 24; a1 = ¡28; a2 = 8
ÙÇ³Ï ÉáõÍáõÙÁ (ï»ë ÝÏ 1.)

p(x) = 24¡ 28x+ 8x2 : ²
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úñÇÝ³Ï 9. ¶ïÝ»É ³ÛÝåÇëÇ ãáññáñ¹ Ï³ñ·Ç p(x) µ³½Ù³Ý¹³Ù, áñÇ
·ñ³ýÇÏÝ ³ÝóÝÇ

(1986; 3)| {z }
(x0;y0)

; (1987; 5)| {z }
(x1;y1)

; (1988; 1)| {z }
(x2;y2)

; (1989; 4)| {z }
(x3;y3)

; (1990; 10)| {z }
(x4;y4)

Ï»ï»ñáí:
Ð³ßí³ñÏÝ»ñÁ Ñ»ßï³óÝ»Éáõ Ñ³Ù³ñ Ï³ï³ñ»Ýù z = x ¡ 1988 ÷á-

÷áË³Ï³ÝÇ ÷áË³ñÇÝáõÙ: Îëï³Ý³Ýù Ï»ï»ñÇ Ñ»ï¨Û³É µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ

(¡2; 3)| {z }
(z0;y0)

; (¡1; 5)| {z }
(z1;y1)

; (0; 1)| {z }
(z2;y2)

; (1; 4)| {z }
(z3;y3)

; (2; 10)| {z }
(z4;y4)

:

ÈáõÍ»Éáí (2) Ñ³Ù³Ï³ñ·Á Ïëï³Ý³Ýù

q(z) = 1¡ 5

4
z +

101

24
z2 +

3

4
z3 ¡ 17

24
z4 :

Ð³ßíÇ ³éÝ»Éáí ÷á÷áË³Ï³ÝÇ ÷áË³ñÇÝáõÙÁ

p(x) = q(x¡ 1988) =

= 1¡ 5

4
(x¡1988)+

101

24
(x¡1988)2+

3

4
(x¡1988)3¡ 17

24
(x¡1988)4 : ²

6. ¶ïÝ»É n-ñ¹ Ï³ñ·Ç µ³½Ù³Ý¹³Ù, áñÇ ·ñ³ýÇÏÝ ³ÝóÝÇ ïñí³Í (n+ 1)
Ï»ï»ñáí

³) (1;¡1); (¡1; 9); (2;¡3); µ) (¡1; 0); (1; 4); (2; 3); (3; 16);
·) (2; 5); (3; 2); (4; 5); ¹) (2; 4); (3; 6); (5; 10);
») (1986; 5); (1987; 7); (1988; 12) :

7. ¶ïÝ»É ãáññáñ¹ Ï³Ù ³í»ÉÇ ó³Íñ Ï³ñ·Ç µ³½Ù³Ý¹³Ù, áñÇ ·ñ³ýÇÏÝ
³ÝóÝÇ

(1; 1); (2; 1); (3; 2); (3; 3); (4; 4)

Ï»ï»ñáí: ä³ï³ëË³ÝÁ µ³ó³ïñ»É:
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8. ¶ïÝ»É »ñÏñáñ¹ Ï³ñ·Ç µ³½Ù³Ý¹³Ù, áñÇ ·ñ³ýÇÏÝ ³ÝóÝÇ

(0; 1);

µ
2;

1

3

¶
;

µ
4;

1

5

¶

Ï»ï»ñáí:
9. ¶ïÝ»É »ñÏñáñ¹ Ï³Ù ³í»ÉÇ ó³Íñ Ï³ñ·Ç p(x) µ³½Ù³Ý¹³Ù, áñÇ ·ñ³-
ýÇÏÝ ³ÝóÝÇ

(0; 1); (2; 3); (4; 5)

Ï»ï»ñáí:

Î³éáõó»É y =
1

p(x)
ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÁ ¨ Ñ³Ù»Ù³ï»É ³ÛÝ Ý³Ëáñ¹

ËÝ¹ñáõÙ ëï³óí³Í ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÇ Ñ»ï:
10. ²ÕÛáõë³ÏáõÙ Ý»ñÏ³Û³óí³Í ¾ ²ØÜ-Ç µÝ³ÏãáõÃÛáõÝÁ 1920, 1930, 1940
¨ 1950ÃÃ.:

ï³ñÇ 1920 1930 1940 1950
µÝÏ (ÙÉÝ.) 106 123 132 151

¶ïÝ»É ï³ñµ»ñ Ï³ñ·Ç µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñ, áñáÝó ·ñ³ýÇÏÝ»ñÝ ³ÝóÝ»Ý
³ÕÛáõë³ÏáõÙ Ý»ñÏ³Û³óí³Í ïíÛ³ÉÝ»ñÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ Ï»ï»ñáí:

êï³óí³Í µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ û·ÝáõÃÛ³Ùµ Ñ³ßí»É ²ØÜ-Ç µÝ³ÏãáõÃ-
ÛáõÝÁ 1960Ã.:

àñù³Ýá±í ¾ ³ÛÝ ï³ñµ»ñíáõÙ Çñ³Ï³ÝáõÙ »Õ³Í ÃíÇó` 179ÙÉÝ.:
11. ú·ïí»Éáí sin 0 = 0; sin ¼

2
= 1; sin¼ = 0 ïíÛ³ÉÝ»ñÇó, Ñ³ßí»É

sin ¼
3 -Á:

12. ú·ïí»Éáí log2 1 = 0; log2 2 = 1; log2 4 = 2 ïíÛ³ÉÝ»ñÇó Ñ³ßí»É
log2 3-Á:

¾ÈºÎîð²Î²Ü ÞÔÂ²Üºð

ÐÇß»óÝ»Ýù ÎÇñËÑáýÇ »ñÏáõ ûñ»ÝùÝ»ñÁ.
³) Ñ³Ý·áõÛó ÙïÝáÕ ÉÇóùÁ Ñ³í³ë³ñ ¾ Ñ»é³óáÕ ÉÇóùÇÝ,
µ) ßÕÃ³ÛÇ ï»Õ³Ù³ëáõÙ U = IR, áñï»Õ U -Ý É³ñáõÙÝ ¾, I-Ý Ñáë³ÝùÇ

áõÅÁ, R-Á ï»Õ³Ù³ëÇ ¹ÇÙ³¹ñáõÃÛáõÝÁ:
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úñÇÝ³Ï 10. ¸Çï³ñÏ»Ýù ÝÏ.2-áõÙ å³ïÏ»ñí³Í ßÕÃ³Ý ¨ ·ïÝ»Ýù
Ñáë³ÝùÇ áõÅÁ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ï»Õ³Ù³ëáõÙ: ÎÇñËÑáýÇ ûñ»ÝùÝ»ñÁ ÏÇñ³-
é»Ýù »ñÏáõ Ñ³Ý·áõÛóÝ»ñÇ ¨ »ñÏáõ ï»Õ³Ù³ë»ñÇ Ñ³Ù³ñ

I1

I2

I3

R1=3

R2=2

R3=4

U1=7

U2=8

ÝÏ.2

I1 + I3 = I2

R1I1 +R2I2 = 3I1 + 2I2 = 7

R2I2 +R3I3 = 2I2 + 4I3 = 8 :

Ð³Ù³Ï³ñ·Ý áõÝÇ ÙÇ³Ï ÉáõÍáõÙ

I1 = 1; I2 = 2; I3 = 1 : ²

13. ¶ïÝ»É ÝÏ.3,4-Ç ßÕÃ³Ý»ñÇ µáÉáñ ï»Õ³Ù³ë»ñÇ Ñáë³ÝùÇ áõÅÁ: ÆÝãå»±ë
Ï÷áËíÇ å³ï³ëË³ÝÁ, »Ã» ÝÏ.4-áõÙ »ÝÃ³¹ñ»Ýù U1 = 2 ¨ U2 = 6:

I1

R1=2

I2

R2=4

I5

R5=2

I6

R6=4

I3
R3=1

I4
R4=2

U1=10

U3=14

U2=17

I1

I2

I3

R1=1

R2=2

R3=4

U1=5

U2=8

ÝÏ.3 ÝÏ.4
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ò²Üòºð

200

x1

x2
ÝÏ.5

Ø»ñ ûñÇÝ³ÏÝ»ñáõÙ ó³Ýó»ñÁ µ³ÕÏ³-
ó³Í »Ý Ñ³Ý·áõÛóÝ»ñÇó ¨ ×ÛáõÕ»ñÇó:

ºÝÃ³¹ñ»Ýù, áñ Ñ³Ý·áõÛó ÙïÝáÕ ³Ù-
µáÕç ÑáëùÁ Ñ³í³ë³ñ ¾ ¹áõñë »ÏáÕ ÑáëùÇÝ:
ÜÏ. 5-áõÙ å³ïÏ»ñí³Í ¹»åùÇÝ Ñ³Ù³å³-
ï³ëË³ÝáõÙ ¾ Ñ»ï¨Û³É Ñ³í³ë³ñáõÙÁ

x1 + x2 = 200 :

úñÇÝ³Ï 11. ¶ïÝ»É xi ³ñÅ»ùÝ»ñÁ (ÝÏ. 6):

x1 x4

x5

20

x2 x3

1010

ÝÏ.6

ò³ÝóÝ áõÝÇ ÑÇÝ· Ñ³Ý·áõÛó, áñáÝóÇó
Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáõÙ ¾
Ù»Ï Ñ³í³ë³ñáõÙ

x1 + x2 = 20

x3 + 20 = x4

x2 + x3 = 20

x1 + 10 = x5

x5 + 10 = x4 :

Ð³Ù³Ï³ñ·Ç ÉáõÍáõÙÁ å³ñ³Ù»ïñ³Ï³Ý ï»ëùáí Ñ»ï¨Û³ÉÝ ¾

x1 = c¡ 10; x2 = ¡c+ 30; x3 = c¡ 10; x4 = c+ 10; x5 = c :

ÜÏ.6-áõÙ å³ïÏ»ñí³Í ó³ÝóÁ Ï³ñáÕ ¾ Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý»É ù³Õ³ùÇ ÷á-
Õáó³ÛÇÝ »ñÃ¨»ÏáõÃÛ³ÝÁ Ï³Ù ËáÕáí³ÏÝ»ñáí ÑáëáÕ çñÇÝ: êï³óí³Í å³-
ñ³Ù»ïñ³Ï³Ý ÉáõÍáõÙÁ óáõÛó ¾ ï³ÉÇë, Ã» ÇÝãå»ë Ï³ñ»ÉÇ ¾ Ï³é³í³ñ»É
³Û¹ Ñáëù»ñÁ:

ºÝÃ³¹ñ»Ýù, Ã» ó³ÝóáõÙ Ï³ñ»ÉÇ ¾ Ï³é³í³ñ»É x5 ÑáëùÁ: Ð³Ù³Ï³ñ-
·Ç ÉáõÍáõÙÇó »ñ¨áõÙ ¾, áñ Ï³ñ»ÉÇ ¾ Ï³é³í³ñ»É Ý³¨ ÙÝ³ó³Í Ñáëù»ñÁ:
úñÇÝ³Ï, »Ã» c = 10, ³å³ x1 = x3 = 0 (ÝÏ.7), ÇëÏ »Ã» c = 20, ³å³
x1 = x2 = x3 = x5 = 10; x4 = 30 (ÝÏ.8):²
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20 0

1010

10 30

20

20

10 10

1010

ÝÏ.7 ÝÏ.8

14. æáõñÁ ÑáëáõÙ ¾ ÝÏ. 9-Ç ó³Ýóáí:

x1

x6

x2

x7

x3 x4 x5

600

600

500

500

ÝÏ.9

³) ¶ïÝ»É çñÇ ÑáëùÁ Ëá-
Õáí³ÏÝ»ñáí` xi,
µ) ¹Çï³ñÏ»É ³ÛÝ ¹»åùÁ,
»ñµ x6 = x7 = 0,
·) ¹Çï³ñÏ»É ³ÛÝ ¹»åùÁ,
»ñµ x5 = 1000, x6 = 0:

15. ºñÃ¨»ÏáõÃÛáõÝÁ Ï³ï³ñíáõÙ ¾ ÝÏ. 10-Ç ó³Ýóáí:

x1

x5

x2
x3

x4

300

200

150

350

ÝÏ.10

³) ¶ïÝ»É xi ³ñÅ»ùÝ»ñÁ,
µ) ¹Çï³ñÏ»É ³ÛÝ ¹»åùÁ,
»ñµ x2 = 200; x3 = 50,
· ) ¹Çï³ñÏ»É ³ÛÝ ¹»åùÁ,
»ñµ x2 = 150, x3 = 0:

16. ºñÃ¨»ÏáõÃÛáõÝÁ Ï³ï³ñíáõÙ ¾ ÝÏ. 11-Ç ó³Ýóáí:
³) ¶ïÝ»É xi ³ñÅ»ùÝ»ñÁ,
µ) ¹Çï³ñÏ»É ³ÛÝ ¹»åùÁ, »ñµ x4 = 0,
· ) ¹Çï³ñÏ»É ³ÛÝ ¹»åùÁ, »ñµ x4 = 100:
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ÝÏ.11 ÝÏ.12

17. ºñÃ¨»ÏáõÃÛáõÝÁ Ï³ï³ñíáõÙ ¾ ÝÏ. 12-Ç ó³Ýóáí:

³) ¶ïÝ»É xi ³ñÅ»ùÝ»ñÁ,

µ) ¹Çï³ñÏ»É ³ÛÝ ¹»åùÁ, »ñµ x3 = 0; x5 = 50; x6 = 50 :

18. ºñÃ¨»ÏáõÃÛáõÝÁ Ï³ï³ñíáõÙ ¾ ÝÏ. 13-Ç ó³Ýóáí:

x1

x5

x2
x3

x4

400

300

600

100

ÝÏ.13

³) ¶ïÝ»É xi ³ñÅ»ùÝ»ñÁ,
µ) ¹Çï³ñÏ»É ³ÛÝ ¹»åùÁ,
»ñµ x4 = 0,
· ) ¹Çï³ñÏ»É ³ÛÝ ¹»åùÁ,
»ñµ x4 = 100:
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MATHEMATICA-Æ ¶ð²¸²ð²Ü

Ì³ÝáÃ³óÝ»Ýù MATHEMATICA ÷³Ã»ÃÇ ³ÛÝ Ññ³Ù³ÝÝ»ñÇÝ, áñáÝù
³éÝãíáõÙ »Ý ³Ûë å³ñ³·ñ³ýáõÙ ùÝÝ³ñÏí³Í ËÝ¹ÇñÝ»ñÇ Ñ»ï: Ðñ³Ù³ÝÁ
ëï»ÕÝ³ß³ñáí Ñ³í³ù»Éáõó Ñ»ïá ³ÝÑñ³Å»ßï ¾ ë»ÕÙ»É ”Shift+Enter” Ïá-
×³ÏÁ Ï³Ù ëï»ÕÝ³ß³ñÇ Ý»ñù¨Ç ³ç Ù³ëáõÙ ·ïÝíáÕ ”Enter” Ïá×³ÏÁ: Ü»ñ-
ÙáõÍí³Í Ññ³Ù³ÝÁ ¨ ëï³óí³Í å³ï³ëË³ÝÁ Ñ³Ù³ñ³Ï³ÉíáõÙ »Ý Ñ³Ù³-
å³ï³ëË³Ý³µ³ñ In[1]; Out[1]; In[2]; Out[2]; ¢ ¢ ¢ ÝßÇãÝ»ñáí:

Ð³Ù³Ï³ñ·ãÇ ”ÑÇßáÕáõÃÛ³Ý” Ù»ç Ý»ñÙáõÍ»Ýù Ñ»ï¨Û³É Ù³ïñÇóÁ

m =

µ
2 4 ¡2 0
3 5 0 1

¶

In[1]:= m = 882, 4, −2, 0<, 83, 5, 0, 1<<
Out[1]= 882, 4, −2, 0<, 83, 5, 0, 1<<
áñÁ ·ñ³é»Ýù ³í»ÉÇ Ñ³ñÙ³ñ ï»ëùáí

In[2]:= % êê MatrixForm
Out[2]//MatrixForm=

J 2 4 −2 0

3 5 0 1
N

m Ù³ïñÇóÁ ¶³áõë-Äáñ¹³ÝÇ ³ñï³ùëÙ³Ý »Õ³Ý³Ïáí µ»ñ»Ýù »é³ÝÏÛáõ-
Ý³Ó¨ ï»ëùÇ

In[3]:= RowReduce@mD êê MatrixForm
Out[3]//MatrixForm=

J 1 0 5 2

0 1 −3 −1
N

ÇÝãÁ Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ ¾ ûñÇÝ³Ï 5-áõÙ ëï³óí³Í »é³ÝÏÛáõÝ³Ó¨ Ù³ïñÇóÇ Ñ»ï:
îñí³Í

2x1 + 4x2 ¡ 2x3 = 0

3x1 + 5x2 = 1
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Ñ³Ù³Ï³ñ·Á ÉáõÍ»Éáõ Ñ³Ù³ñ ·ñ»Ýù Ññ³Ù³ÝÝ»ñÇ Ñ»ï¨Û³É Ñ³çáñ¹³Ï³-
ÝáõÃÛáõÝÁ

In[4]:= m = 882, 4, −2<, 83, 5, 0<<;
b = 80, 1<;
LinearSolve@m, bD

Out[6]= 82, −1, 0<
Ø»Ýù ·Çï»Ýù (ï»ë ûñÇÝ³Ï 5), áñ ¹Çï³ñÏíáÕ Ñ³Ù³Ï³ñ·Ý áõÝÇ

³Ýí»ñç ù³Ý³ÏáõÃÛ³Ùµ ÉáõÍáõÙÝ»ñ: ê³Ï³ÛÝ LinearSolve[m; b] Ññ³Ù³-
Ýáí Ï³ñ»ÉÇ ¾ ·ïÝ»É ¹ñ³ÝóÇó ÙÇ³ÛÝ Ù»ÏÁ: ²Û¹ ÉáõÍáõÙÁ Ïëï³óíÇ ûñÇÝ³Ï
5-áõÙ ëï³óí³Í å³ñ³Ù»ïñ³Ï³Ý ÉáõÍáõÙÇó t=0 ¹»åùáõÙ: Ð³Ù³Ï³ñ·Ç
µáÉáñ ÉáõÍáõÙÝ»ñÁ ëï³Ý³Éáõ Ñ³Ù³ñ û·ïí»Ýù Ñ»ï¨Û³É Ññ³Ù³ÝÇó

In[7]:= Solve@82 x+4y −2z� 0, 3x+5y� 1<, 8x,y, z<D
— Solve ::svars  :  Equations may not give

solutions for all "solve " variables . More…

Out[7]= 88x → 2−5 z, y → −1 + 3 z<<
Ð³Ù³Ï³ñ·Ç ÉáõÍáõÙÁ Ý»ñÏ³Û³óí»É ¾ å³ñ³Ù»ïñ³Ï³Ý ï»ëùáí, áñ-

ï»Õ å³ñ³Ù»ïñÇ ¹»ñ ¾ Ï³ï³ñáõÙ z-Á: êï³óí³Í å³ï³ëË³ÝÁ Ñ³-
ÙÁÝÏÝáõÙ ¾ ûñÇÝ³Ï 5-áõÙ ëï³óí³Í å³ï³ëË³ÝÇ Ñ»ï: Î³éáõó»Ýù ûñÇ-
Ý³Ï 8-áõÙ ¹Çï³ñÏíáÕ ÇÝï»ñåáÉÛ³óÇáÝ µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ

In[8]:= p@x_D = InterpolatingPolynomial@
881, 4<, 82, 0<, 83, 12<<, xD

Out[8]= 4+ H−4+ 8 H−2 + xLL H−1+ xL
Î³éáõó»Ýù p(x) µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ ·ñ³ýÇÏÁ [0.5,3.5] Ñ³ïí³ÍáõÙ
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In[9]:= g1 = Plot@p@xD, 8x, 0.5, 3.5<D

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

5

10

15

20

Out[9]= � Graphics  �

Îááñ¹ÇÝ³ï³Ï³Ý Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý íñ³ å³ïÏ»ñ»Ýù (1,4), (2,0), (3,12)
Ï»ï»ñÁ

In[10]:= g2 = ListPlot@881, 4<, 82, 0<, 83, 12<<,
PlotStyle→ PointSize@.04D, PlotRange→ AllD
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Out[10]= � Graphics  �

Ð³Ù³ËÙµ»Ýù g1 ¨ g2 ·ñ³ýÇÏÝ»ñÁ

In[11]:= Show@g1,g2D
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2. ¶àðÌàÔàôÂÚàôÜÜºð Ø²îðÆòÜºðÆ Ðºî

¼ñáÝ»ñÇó Ï³½Ùí³Í Ù³ïñÇóÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý ½ñáÛ³Ï³Ý Ù³ïñÇó ¨ Ýß³-
Ý³ÏáõÙ »Ý O ï³éáí:

B = (bij) Ù³ïñÇóÁ áñÁ áñáßíáõÙ ¾

bij = aji; 8i; j

µ³Ý³Ó¨áí ³Ýí³ÝáõÙ »Ý A Ù³ïñÇóÇ ïñ³ÝëåáÝ³óí³Í Ù³ïñÇó ¨ Ýß³Ý³-
ÏáõÙ »Ý AT -áí:

ø³é³ÏáõëÇ Ù³ïñÇóÇ ·ÉË³íáñ ³ÝÏÛáõÝ³·ÇÍ »Ý ³Ýí³ÝáõÙ
a11 a22 ¢ ¢ ¢ ann ï³ññ»ñÇ ß³ñ³ÝÁ, ÇëÏ »ñÏñáñ¹³Ï³Ý ³ÝÏÛáõÝ³·ÇÍ`
an1a(n¡1)2 ¢ ¢ ¢ a1n ï³ññ»ñÇ ß³ñ³ÝÁ:

ì»ñÇÝ »é³ÝÏÛáõÝ³Ó¨ Ù³ïñÇó »Ý ³Ýí³ÝáõÙ ³ÛÝ ù³é³ÏáõëÇ Ù³ïñÇóÁ,
áñÇ ·ÉË³íáñ ³ÝÏÛáõÝ³·ÍÇó Ý»ñù¨ ·ïÝíáÕ µáÉáñ ï³ññ»ñÁ Ñ³í³ë³ñ »Ý
½ñáÛÇ:

êïáñÇÝ »é³ÝÏÛáõÝ³Ó¨ Ù³ïñÇó »Ý ³Ýí³ÝáõÙ ³ÛÝ ù³é³ÏáõëÇ Ù³ï-
ñÇóÁ, áñÇ ·ÁÉË³íáñ ³ÝÏÛáõÝ³·ÍÇó í»ñ¨ ·ïÝíáÕ µáÉáñ ï³ññ»ñÁ Ñ³-
í³ë³ñ »Ý ½ñáÛÇ: ²ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ Ù³ïñÇó »Ý ³Ýí³ÝáõÙ ³ÛÝ ù³é³ÏáõëÇ
Ù³ïñÇóÁ, áñÇ ·ÉË³íáñ ³ÝÏÛáõÝ³·ÍÇ íñ³ ã·ïÝíáÕ µáÉáñ ï³ññ»ñÁ Ñ³-
í³ë³ñ »Ý ½ñáÛÇ:

êÏ³ÉÛ³ñ Ù³ïñÇó »Ý ³Ýí³ÝáõÙ ³ÛÝ ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ Ù³ïñÇóÁ, áñÇ
·ÉË³íáñ ³ÝÏÛáõÝ³·ÍÇ íñ³ ·ïÝíáÕ µáÉáñ ï³ññ»ñÁ Ñ³í³ë³ñ »Ý:

ØÇ³íáñ Ù³ïñÇó »Ý ³Ýí³ÝáõÙ ³ÛÝ ëÏ³ÉÛ³ñ Ù³ïñÇóÁ, áñÇ ·ÉË³íáñ
³ÝÏÛáõÝ³·ÍÇ íñ³ ·ïÝíáÕ ï³ññ»ñÁ Ñ³í³ë³ñ »Ý 1-Ç: (n £ n) Ï³ñ·Ç
ÙÇ³íáñ Ù³ïñÇóÁ Ýß³Ý³ÏáõÙ »Ý E-áí (En):

ø³é³ÏáõëÇ Ù³ïñÇóÇ Ñ»ïù ³Ýí³ÝáõÙ »Ý ·ÉË³íáñ ³ÝÏÛáõÝ³·ÍÇ
íñ³ ·ïÝíáÕ ï³ññ»ñÇ ·áõÙ³ñÁ: A Ù³ïñÇóÇ Ñ»ïùÁ Ýß³Ý³ÏáõÙ »Ý
Tr(A)-áíª

Tr(A) =
nX

i=1

aii :

ê³ÑÙ³ÝáõÙ 3. ØÇ¨ÝáõÛÝ (m£n) Ï³ñ·Ç »ñÏáõ A = (aij); B = (bij)
Ù³ïñÇóÝ»ñ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý Ñ³í³ë³ñ` A = B, »Ã» aij = bij; 8i; j :

ê³ÑÙ³ÝáõÙ 4. ØÇ¨ÝáõÛÝ (m £ n) Ï³ñ·Ç »ñÏáõ A = (aij) ¨ B =
(bij) Ù³ïñÇóÝ»ñÇ ·áõÙ³ñ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý (m £ n) Ï³ñ·Ç C = A + B =
(cij); cij = aij + bij; 8i; j Ù³ïñÇóÁ:
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ê³ÑÙ³ÝáõÙ 5. (m£n) Ï³ñ·Ç A = (aij) Ù³ïñÇóÇ ¨ ¸ ÃíÇ ³ñï³¹-
ñÛ³É ³Ýí³ÝáõÙ »Ý (m £ n) Ï³ñ·Ç B = ¸A = (bij); bij = ¸aij ; 8i; j
Ù³ïñÇóÁ:

ê³ÑÙ³ÝáõÙ 6. (m£p) Ï³ñ·Ç A = (aij) ¨ (p£n) Ï³ñ·Ç B = (bij)
Ù³ïñÇóÝ»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³É ³Ýí³ÝáõÙ »Ý ³ÛÝ (m£ n) Ï³ñ·Ç C = AB =
(cij) Ù³ïñÇóÁ, áñï»Õ

cij =

pX

k=1

aikbkj ; 8i; j :

ºÃ» A-Ý (n £ n) Ï³ñ·Ç ù³é³ÏáõëÇ Ù³ïñÇó ¾, ³å³ AA ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ
ÏÝß³Ý³Ï»Ýù A2-áí: ºÃ» k-Ý áã µ³ó³ë³Ï³Ý ³ÙµáÕç ÃÇí ¾, ³å³ Ak =
AA:::A| {z }

k

: Ð³ñÙ³ñ ¾ Ýß³Ý³Ï»É A0 = En:

úñÇÝ³Ï 12. îñí³Í

A =

0
@

1 2 4
¡3 0 ¡1
2 1 2

1
A ; B =

0
@

2 0 0
1 ¡4 3
¡1 3 2

1
A

Ù³ïñÇóÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñ ·ïÝ»É 3A; ¡B; 3A¡B Ù³ïñÇóÝ»ñÁ:
Ð³Ù³Ó³ÛÝ ë³ÑÙ³ÝáõÙÝ»ñÇ

3A =

0
@

3 ¢ 1 3 ¢ 2 3 ¢ 4
3 ¢ (¡3) 3 ¢ 0 3 ¢ (¡1)
3 ¢ 2 3 ¢ 1 3 ¢ 2

1
A =

0
@

3 6 12
¡9 0 ¡3
6 3 6

1
A ;

¡B = (¡1)

0
@

2 0 0
1 ¡4 3
¡1 3 2

1
A =

0
@

¡2 0 0
¡1 4 ¡3
1 ¡3 ¡2

1
A ;

3A¡B =

0
@

3 6 12
¡9 0 ¡3
6 3 6

1
A+

0
@

¡2 0 0
¡1 4 ¡3
1 ¡3 ¡2

1
A =

0
@

1 6 12
¡10 4 ¡6
7 0 4

1
A : ²

úñÇÝ³Ï 13. Ð³ßí»É AB ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ, »Ã»

A =

µ
1 2
¡1 3

¶
; B =

µ
2 0
1 4

¶
:
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àõÝ»Ýù

AB =

µ
1 ¢ 2 + 2 ¢ 1 1 ¢ 0 + 2 ¢ 4
¡1 ¢ 2 + 3 ¢ 1 ¡1 ¢ 0 + 3 ¢ 4

¶
=

µ
4 8
1 12

¶
: ²

úñÇÝ³Ï 14. Ð³ßí»É (AT )3-Á, »Ã»

A =

µ
1 5
¡2 ¡7

¶
:

àõÝ»Ýù

(AT )3 =

µ
1 ¡2
5 ¡7

¶µ
1 ¡2
5 ¡7

¶µ
1 ¡2
5 ¡7

¶
=

µ
51 ¡66
165 ¡213

¶
: ²

¶Í³ÛÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇ Ñ³Ù³Ï³ñ·Á Ï³ñ»ÉÇ ¾ ·ñ»É

Ax = b

ï»ëùáí, áñï»Õ

A =

0
B@

a11 a12 ¢ ¢ ¢ a1n
a21 a22 ¢ ¢ ¢ a2n
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
am1 am2 ¢ ¢ ¢ amn

1
CA

(m£n) Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇó ¾ ¨ x = (x1; x2; ¢ ¢ ¢ ; xm)T , b = (b1; b2; ¢ ¢ ¢ ; bm)T :
úñÇÝ³Ï 15. ÈáõÍ»É Ñ³Ù³Ï³ñ·Á

x1 ¡ 2x2 + x3 = 0

2x1 + 3x2 ¡ 2x3 = 0 :

²Ûë Ñ³Ù³Ï³ñ·Á Ï³ñ»ÉÇ ¾ ·ñ»É Ax = b ï»ëùáí, áñï»Õ

A =

µ
1 ¡2 1
2 3 ¡2

¶
; x =

0
@

x1

x2

x3

1
A ; b =

µ
0
0

¶
:
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ú·ïí»Éáí ¶³áõë-Äáñ¹³ÝÇ ³ñï³ùëÙ³Ý »Õ³Ý³ÏÇó Ó¨³÷áË»Ýù (Ajb)
Ù³ïñÇóÁ

(Ajb) »

0
@

1 0 ¡1
7 0

0 1 ¡4
7 0

1
A :

Ð³Ù³Ï³ñ·Ç ÉáõÍáõÙÁ å³ñ³Ù»ïñ³Ï³Ý ï»ëùáí Ñ»ï¨Û³ÉÝ ¾

x1 = c; x2 = 4c; x3 = 7c :

Ð³Ù³Ï³ñ·Ý áõÝÇ ³Ýí»ñç ù³Ý³ÏáõÃÛ³Ùµ ÉáõÍáõÙÝ»ñ:²
A ¨ B Ù³ïñÇóÝ»ñÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý ï»Õ³÷áË»ÉÇ, »Ã» AB = BA :
úñÇÝ³Ï 16. òáõÛó ï³É, áñ A ¨ B Ù³ïñÇóÝ»ñÁ ï»Õ³÷áË»ÉÇ ã»Ý

A =

µ
1 3
2 ¡1

¶
; B =

µ
2 ¡1
0 2

¶
:

Ð³ßí»Ýù

AB =

µ
2 5
4 ¡4

¶
; BA =

µ
0 7
4 ¡2

¶

¨ AB 6= BA: ²
ÀÝÃ»ñóáÕÇÝ ³é³ç³ñÏáõÙ »Ýù ëïáõ·»É, áñ Ñ»ï¨Û³É

A =

µ
1 2
1 1

¶
; B =

µ
¡2 4
2 ¡2

¶

Ù³ïñÇóÝ»ñÁ ï»Õ³÷áË»ÉÇ »Ý:
ºí ³Ûëå»ë. áñáß ¹»åù»ñáõÙ AB = BA, ÇëÏ ÁÝ¹Ñ³Ýñ³å»ë` AB 6=

BA:
Ð»ï¨Û³É ûñÇÝ³Ïáí ¹Çï³ñÏ»Ýù Ù³ïñÇóÝ»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³ÉÇ ¨ë Ù»Ï

Ï³ñ¨áñ Ñ³ïÏáõÃÛáõÝ:
úñÇÝ³Ï 17. ¸Çóáõù

A =

µ
1 3
0 1

¶
; B =

µ
2 4
2 3

¶
; C =

µ
1 ¡2
¡1 2

¶
:

òáõÛó ï³É, áñ ãÝ³Û³Í A 6= B, ë³Ï³ÛÝ AC = BC: ÆëÏ³å»ë

AC =

µ
¡2 4
¡1 2

¶
; BC =

µ
¡2 4
¡1 2

¶
: ²
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A Ù³ïñÇóÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý ëÇÙ»ïñÇÏ Ù³ïñÇó, »Ã» A = AT , ß»ÕëÇÙ»ï-
ñÇÏ Ù³ïñÇó` »Ã» A = ¡AT :

¸Çóáõù A-Ý (n £ n) Ï³ñ·Ç áã ½ñáÛ³Ï³Ý Ù³ïñÇó ¾: Î³ë»Ýù, áñ
A-Ý ÇÝùÝ³ã»½áù³óÝáÕ (ÝÇÉåáï»Ýï) Ù³ïñÇó ¾, »Ã» ÇÝã-áñ µÝ³Ï³Ý k ÃíÇ
Ñ³Ù³ñ

A2 6= O; ¢ ¢ ¢ ; Ak¡1 6= O; Ak = O :

k ÃÇíÁ Ï³Ýí³Ý»Ýù ÇÝùÝ³ã»½áù³óÙ³Ý ³ëïÇ×³Ý:
A ù³é³ÏáõëÇ Ù³ïñÇóÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý ÙÇ³íáñ³Ï»ñå (Ç¹»Ùåáï»Ýï)

Ù³ïñÇó, »Ã»

A2 = A :

19. Î³ï³ñ»É ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñÁ

³) ( 1 2 1 ¡1 ) + ( 3 2 ¡1 2 ) ;

µ) 3 ( 1 ¡1 0 3 ) + 2 (¡1 2 3 1 )¡ ( 1 1 6 11 ) ;

·) 4

µ
1 2 ¡1
2 1 1

¶
+ 3

µ
¡1 3 1
2 1 2

¶
¡ 2

µ
2 4 1
¡1 3 2

¶
;

¹) ¡3

0
@

1 ¡3 2
3 ¡4 1
2 ¡5 3

1
A+ 5

0
@

2 5 6
1 2 5
1 3 2

1
A :

20. ¶ïÝ»É x; y; z-Á

4 ¢
µ
x y
z ¡1

¶
= 2 ¢

µ
y z
¡x 1

¶
+ 2 ¢

µ
4 x
5 ¡x

¶

Ù³ïñÇó³ÛÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÙÇó:
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21. Ð³ßí»É ù³é³ÏáõëÇ Ù³ïñÇóÝ»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ

³)

µ
3 ¡2
5 ¡4

¶
¢
µ
3 4
2 5

¶
µ)

µ
a b
c d

¶
¢
µ
® ¯
° ±

¶
,

·)

0
@

1 ¡3 2
3 ¡4 1
2 ¡5 3

1
A¢

0
@

2 5 6
1 2 5
1 3 2

1
A, ¹)

0
@

5 8 ¡4
6 9 ¡5
4 7 ¡3

1
A¢

0
@

3 2 5
4 ¡1 3
9 6 5

1
A,

»)

µ
4 3
7 5

¶
¢
µ
¡28 93
38 ¡126

¶
¢
µ
7 3
2 1

¶
:

22. Ð³ßí»É Ù³ïñÇóÝ»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ

³)

µ
2 1 1
3 0 1

¶
¢

0
@

3 1
2 1
1 0

1
A ; µ )

µ
3 2 1
0 1 2

¶
¢

0
@

1
2
3

1
A ;

·)

0
@

2
1
3

1
A ¢ ( 1 2 3 ) ; ¹ ) ( 1 2 3 ) ¢

0
@

2
4
1

1
A :

23. Ð³ßí»É

³)

µ
1 ¡2
3 ¡4

¶3

; µ )

µ
4 ¡1
5 ¡2

¶5

;

·)

0
@

1 0 0
0 ¡1 0
0 0 1

1
A

19

; n 2 N; ¹ )

0
@

1 0 0
0 ¡1 0
0 0 1

1
A

n

; n 2 N;

»)

µ
2 ¡1
3 ¡2

¶n

; n 2 N; ½ )

µ
cos® ¡ sin®
sin® cos®

¶n

; n 2 N;

¾)

µ
1 1
0 1

¶n

; n 2 N; Á )

µ
a 0
0 b

¶n

; n 2 N ,

Ã)

µ
a a
0 a

¶n

; n 2 N , Å)

µ
a b
b a

¶n

; n 2 N :
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24. ¶ïÝ»É A Ù³ïñÇóÁ, »Ã»

³) A2 =

µ
9 0
0 4

¶
; µ ) A3 =

0
@

8 0 0
0 ¡1 0
0 0 27

1
A :

25. ÈáõÍ»É Ù³ïñÇó³ÛÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇ Ñ³Ù³Ï³ñ·Á

³) X + Y =

µ
1 1
0 1

¶
, 2X + 3Y =

µ
1 0
0 1

¶
,

µ) 2X ¡ Y =

µ
0 1
¡1 0

¶
, ¡4X + 2Y =

µ
0 ¡2
2 0

¶
:

26. ¶ïÝ»É f(A)-Ý, »Ã» f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + ¢ ¢ ¢+ anx

n ¨ ïñí³Í
(n£n) Ï³ñ·ÇA Ù³ïñÇóÇ Ñ³Ù³ñ f(A) = a0E+a1A+a2A

2+¢¢¢+anA
n

³) f(x) = x2 ¡ 5x+ 2; A =

µ
2 0
4 5

¶
;

µ ) f(x) = x3 ¡ 10x2 + 31x¡ 30; A =

0
@

3 1 4
0 2 6
0 0 5

1
A :

27. ÆÝãå»±ë Ï÷áËíÇ A ¨ B Ù³ïñÇóÝ»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ, »Ã»
³) ï»Õ³÷áË»Ýù A Ù³ïñÇóÇ i-ñ¹ ¨ j-ñ¹ ïáÕ»ñÁ,
µ)A Ù³ïñÇóÇ i-ñ¹ ïáÕÇÝ ³í»É³óÝ»Ýù c Ãíáí µ³½Ù³å³ïÏ³Í j-ñ¹

ïáÕÁ,
·) ï»Õ³÷áË»Ýù B Ù³ïñÇóÇ i-ñ¹ ¨ j-ñ¹ ëÛáõÝ»ñÁ,
¹) B Ù³ïñÇóÇ i-ñ¹ ëÛ³ÝÁ ³í»É³óÝ»Ýù c Ãíáí µ³½Ù³å³ïÏ³Í j-ñ¹

ëÛáõÝÁ:
28. îñí³Í »Ý c = ¡2 ¨

A =

µ
1 2 3
0 1 ¡1

¶
; B =

µ
1 3
¡1 2

¶
; C =

µ
0 1
¡1 0

¶
:

Ð³ßí»É

B(CA); C(BC); (B +C)A B(C +O); (cB)(C +C); B(cA)

Ù³ïñÇóÝ»ñÁ:
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29. òáõÛó ï³É, áñ AB = O Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÇó ãÇ Ñ»ï¨áõÙ, áñ A = O
Ï³Ù B = O : øÝÝ³ñÏ»É Ñ»ï¨Û³É ûñÇÝ³ÏÁ

A =

µ
3 3
4 4

¶
; B =

µ
1 ¡1
¡1 1

¶
:

30. òáõÛó ï³É, áñ AC = BC Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÇó ãÇ Ñ»ï¨áõÙ, áñ A = B:
¸Çï³ñÏ»É Ñ»ï¨Û³É ûñÇÝ³ÏÁ

A =

0
@

1 2 3
0 5 4
3 ¡2 1

1
A ; B =

0
@

4 ¡6 3
5 4 4
¡1 0 1

1
A ; C =

0
@

0 0 0
0 0 0
4 ¡2 3

1
A :

31. Ð³ßí»É AB-Ý ¨ BA-Ý, »Ã»

³) A =

0
@

0 ¡1 0
4 0 2
8 ¡1 7

1
A ; B =

0
@

2
¡3
1

1
A ;

µ) A =

0
@

¡1 3
4 ¡5
0 2

1
A ; B =

µ
1 2
0 7

¶
;

·) A =

0
@

1 0 0
0 4 0
0 0 ¡2

1
A ; B =

0
@

3 0 0
0 ¡1 0
0 0 5

1
A ;

¹) A =

0
@

5 0 0
0 ¡8 0
0 0 7

1
A ; B =

0
@

1
5 0 0
0 ¡1

8
0

0 0 1
7

1
A :

32.A-Ý ¨B-Ý (3£3) Ï³ñ·Ç Ù³ïÇóÝ»ñ »Ý, ÁÝ¹ áñáõÙA-Ý ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ
Ù³ïñÇó ¾. ³) ÝÏ³ñ³·ñ»É AB-Ý: ´»ñ»É ûñÇÝ³ÏÝ»ñ,

µ) ÝÏ³ñ³·ñ»É BA-Ý: ´»ñ»É ûñÇÝ³ÏÝ»ñ,
·) ÇÝãå»ë Ï÷áËí»Ý ³) ¨ µ) Ï»ï»ñÇ å³ï³ëË³ÝÝ»ñÁ, »Ã» A Ù³ï-

ñÇóÁ ÉÇÝÇ ëÏ³ÉÛ³ñ Ù³ïñÇó:
33. òáõÛó ï³É, áñ Ñ»ï¨Û³É Ù³ïñÇó³ÛÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÙÁ ÉáõÍáõÙ ãáõÝÇª

µ
1 1
1 1

¶
A =

µ
1 0
0 1

¶
:
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34. ²å³óáõó»É, áñ ·áÛáõÃÛáõÝ ãáõÝ»Ý A ¨ B (n £ n) Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇóÝ»ñ
³ÛÝåÇëÇù, áñ AB ¡BA = E :
35. ¸Çóáõù AB Ù³ïñÇóÁ ù³é³ÏáõëÇ ¾: òáõÛó ï³É, áñ BA ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ
áñáßí³Í ¾:
36. ¸Çóáõù AB ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ áñáßí³Í ¾: òáõÛó ï³É, áñ »Ã» A Ù³ïñÇóÇ
i-ñ¹ ¨ j-ñ¹ ïáÕ»ñÁ ÝáõÛÝÝ »Ý, ³å³ AB Ù³ïñÇóÇ i-ñ¹ ¨ j-ñ¹ ïáÕ»ñÁ
ÝáõÛÝå»ë ÝáõÛÝÝ »Ý:
37. A-Ý ¨ B-Ý (n £ n) Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇóÝ»ñÝ »Ý, ÁÝ¹ áñáõÙ` A Ù³ïñÇóÇ
i-ñ¹ ïáÕÁ Ï³½Ùí³Í ¾ ÙÇ³ÛÝ 0-Ý»ñÇó: òáõÛó ï³É, áñ AB Ù³ïñÇóÇ i-ñ¹
ïáÕÁ ÝáõÛÝå»ë 0-³Ï³Ý ïáÕ ¾: òáõÛó ï³É, áñ Ñ³Ï³é³ÏÁ ×Çßï ã¾: ´»ñ»É
(2£ 2) Ï³ñ·Ç A ¨ B ³Û¹åÇëÇ Ù³ïñÇóÝ»ñÇ ûñÇÝ³Ï:
38. ²å³óáõó»É, áñ

³) áñå»ë½Ç A (n£ n) Ï³ñ·Ç ù³é³ÏáõëÇ Ù³ïñÇóÁ ÉÇÝÇ ï»Õ³÷á-
Ë»ÉÇ (n£ n) Ï³ñ·Ç µáÉáñ ù³é³ÏáõëÇ Ù³ïñÇóÝ»ñÇ Ñ»ï, ³ÝÑñ³Å»ßï ¾
¨ µ³í³ñ³ñ, áñ A-Ý ÉÇÝÇ ëÏ³ÉÛ³ñ,

µ) áñå»ë½ÇA (n£n) Ï³ñ·Ç ù³é³ÏáõëÇ Ù³ïñÇóÁ ÉÇÝÇ ï»Õ³÷áË»-
ÉÇ (n£ n) Ï³ñ·Ç µáÉáñ ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ Ù³ïñÇóÝ»ñÇ Ñ»ï, ³ÝÑñ³Å»ßï
¾ ¨ µ³í³ñ³ñ, áñ A-Ý ÉÇÝÇ ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ,

·) »Ã» A-Ý (n £ n) Ï³ñ·Ç ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ, µ³Ûó áã ëÏ³ÉÛ³ñ Ù³ï-
ñÇó ¾, ³å³ A-Ç Ñ»ï ï»Õ³÷áË»ÉÇ Ï³Ù³Û³Ï³Ý (n£ n) Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇó
³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ ¾:
39. òáõÛó ï³É, áñ »Ã» AB = BA, ³å³

³) (A+B)2 = A2+2AB+B2, µ) (A+B)(A¡B) = A2¡B2 :
40. ¶ïÝ»É ïñí³Í Ù³ïñÇóÇ Ñ»ï ï»Õ³÷áË»ÉÇ µáÉáñ Ù³ïñÇóÝ»ñÁ

³)

µ
1 2
3 4

¶
, µ)

µ
7 ¡3
5 ¡2

¶
,

·)

0
@

3 1 0
0 3 1
0 0 3

1
A, ¹)

0
B@

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

1
CA:

41. Ð³ßí»É ³) AB, µ) ATBT , ·) BTAT ³ñï³¹ñÛ³ÉÝ»ñÁ, »Ã»

A =

µ
1 0 ¡1
2 3 ¡2

¶
; B =

0
@

1 2
1 0
3 1

1
A :
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42. Ð³ßí»É AAT ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ, »Ã» A =

µ
3 2 1 2
4 1 1 3

¶
:

43. ²å³óáõó»É, áñ

³) (AT )T = A, µ) (A+B)T = AT +BT ,
·) (¸A)T = ¸AT , ¹) (AB)T = BTAT :

44. ´»ñ»É (2 £ 2) Ï³ñ·Ç ³ÛÝåÇëÇ A ¨ B Ù³ïñÇóÝ»ñÇ ûñÇÝ³Ï, áñ
(AB)T 6= ATBT :
45. ²å³óáõó»É, áñ »Ã» A-Ý ¨ B-Ý (n£n) Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇóÝ»ñ »Ý, ¸ 2 R1,
³å³

³) Tr(A+B) = Tr(A) + Tr(B),
µ) Tr(¸A) = ¸Tr(A),
·) Tr(AB) = Tr(BA):

46. ÈáõÍ»É Ù³ïñÇó³ÛÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÙÁ

³)

µ
1 2
3 5

¶
A =

µ
1 0
0 1

¶
, µ)

µ
2 ¡1
3 ¡2

¶
A =

µ
1 0
0 1

¶
:

47. ÈáõÍ»É Ù³ïñÇó³ÛÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÁ

A =

0
@

¡4 0
1 ¡5
¡3 2

1
A ; B =

0
@

1 2
¡2 1
4 4

1
A

³) 3X + 2A = B µ) 2A¡ 5B = 3X
·) X ¡ 3A+ 2B = 0 ¹) 6X ¡ 4A¡ 3B = 0 :

48. îñí³Í Ù³ïñÇóÝ»ñÇó áñáÝù »Ý ëÇÙ»ïñÇÏ, ß»ÕëÇÙ»ïñÇÏ

³)

µ
0 2
¡2 0

¶
, µ)

µ
2 1
1 3

¶
;

·)

0
@

0 2 1
2 0 3
1 3 0

1
A, ¹)

0
@

0 2 ¡1
¡2 0 ¡3
1 3 0

1
A :

49. ²å³óáõó»É, áñ
³) »ñÏáõ ëÇÙ»ïñÇÏ Ï³Ù »ñÏáõ ß»ÕëÇÙ»ïñÇÏ Ù³ïñÇóÝ»ñÇ ³ñï³¹-

ñÛ³ÉÁ ëÇÙ»ïñÇÏ ¾ ³ÛÝ ¨ ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »Ã» Ù³ïñÇóÝ»ñÁ ï»Õ³÷á-
Ë»ÉÇ »Ý,
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µ) ëÇÙ»ïñÇÏ ¨ ß»ÕëÇÙ»ïñÇÏ Ù³ïñÇóÝ»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ ß»ÕëÇÙ»ï-
ñÇÏ ¾ ³ÛÝ ¨ ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »Ã» Ù³ïñÇóÝ»ñÁ ï»Õ³÷áË»ÉÇ »Ý:
50. ²å³óáõó»É, áñ ó³ÝÏ³ó³Í (n£m) Ï³ñ·Ç A Ù³ïñÇóÇ Ñ³Ù³ñ AAT

¨ ATA Ù³ïñÇóÝ»ñÁ ëÇÙ»ïñÇÏ Ù³ïñÇóÝ»ñ »Ý:
51. ²å³óáõó»É, áñ ß»ÕëÇÙ»ïñÇÏ Ù³ïñÇóÇ ·ÉË³íáñ ³ÝÏÛáõÝ³·ÍÇ µáÉáñ
ï³ññ»ñÁ 0 »Ý:
52. ²å³óáõó»É, áñ »Ã» A-Ý ¨ B-Ý ß»ÕëÇÙ»ïñÇÏ Ù³ïñÇóÝ»ñ »Ý, ³å³
(A+B)-Ý ß»ÕëÇÙ»ïñÇÏ Ù³ïñÇó ¾:
53. ²å³óáõó»É, áñ »Ã» A-Ý (n£ n) Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇó ¾, ³å³ (A¡AT )-Ý
ß»ÕëÇÙ»ïñÇÏ Ù³ïñÇó ¾, ÇëÏ (A+AT ) Ù³ïñÇóÁ ëÇÙ»ïñÇÏ ¾:
54. òáõÛó ï³É, áñ ó³ÝÏ³ó³Í A Ù³ïñÇó Ï³ñ»ÉÇ ¾ ÙÇ³Ï Ó¨áí Ý»ñÏ³-
Û³óÝ»É B ëÇÙ»-ïñÇÏ ¨ C ß»ÕëÇÙ»ïñÇÏ Ù³ïñÇóÝ»ñÇ ·áõÙ³ñÇ ï»ëùáí`
A = B + C: ¶ïÝ»É B ¨ C Ù³ïñÇóÝ»ñÁ, »Ã»

A =

0
@

2 5 3
¡3 6 0
4 1 1

1
A :

55. ´»ñ»É (n£ n) Ï³ñ·Ç A ¨ B ëÇÙ»ïñÇÏ Ù³ïñÇóÝ»ñÇ ûñÇÝ³Ï, áñáÝó
Ñ³Ù³ñ AB-Ý ëÇÙ»ïñÇÏ ã¾:
56. ¸Çóáõù

A =

0
@

0 1 2
0 0 1
0 0 0

1
A :

òáõÛó ï³É, áñ A-Ý ÇÝùÝ³ã»½áù³óÝáÕ Ù³ïñÇó ¾ ¨ ·ïÝ»É Ýñ³ ÇÝùÝ³ã»½á-
ù³óÙ³Ý ³ëïÇ×³ÝÁ:
57. ä³ñ½»É, Ã» Ñ»ï¨Û³É Ù³ïñÇóÝ»ñÇó á±ñÝ ¾ ÇÝùÝ³ã»½áù³óÝáÕ: ¸ñ³-
Ï³Ý å³ï³ëË³ÝÇ ¹»åùáõÙ ·ïÝ»É ÇÝùÝ³ã»½áù³óÙ³Ý ³ëïÇ×³ÝÁ

³)

µ
0 1
0 0

¶
, µ)

µ
0 1
1 0

¶
, ·)

µ
0 0
1 0

¶
,

¹)

µ
1 0
1 0

¶
, »)

0
@

0 0 1
0 0 0
0 0 0

1
A, ½)

0
@

0 0 0
1 0 0
1 1 0

1
A:

58. ¶ïÝ»É (3£ 3) Ï³ñ·Ç ¨ »ñÏñáñ¹, »ññáñ¹ ³ëïÇ×³ÝÇ ÇÝùÝ³ã»½áù³ó-
ÝáÕ Ù³ïñÇóÝ»ñ:
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59. ¶ïÝ»É (4£4) Ï³ñ·Ç ¨ »ñÏñáñ¹, »ññáñ¹, ãáññáñ¹ ³ëïÇ×³ÝÇ ÇÝùÝ³-
ã»½áù³óÝáÕ Ù³ïñÇóÝ»ñ:

60. ¶ïÝ»É ÑÇÝ·»ñ»ñá¹ ³ëïÇ×³ÝÇ ÇÝùÝ³ã»½áù³óÝáÕ Ù³ïñÇó:

61. ¸Çóáõù A-Ý ÇÝùÝ³ã»½áù³óÝáÕ Ù³ïñÇó ¾: Æ±Ýã Ï³ñ»ÉÇ ¾ ³ë»É AT

Ù³ïñÇóÇ Ù³ëÇÝ:

62. ä³ñ½»É, Ã» Ñ»ï¨Û³É Ù³ïñÇóÝ»ñÇó, áñÝ ¾ ÙÇ³íáñ³Ï»ñå

³)

µ
1 0
0 0

¶
, µ)

µ
0 1
1 0

¶
, ·)

µ
2 3
¡1 ¡2

¶
,

¹)

µ
2 3
1 2

¶
, »)

0
@

0 0 1
0 1 0
1 0 0

1
A, ½)

0
@

0 1 0
1 0 0
0 0 1

1
A:

63. a ¨ b Ãí»ñÝ ÁÝïñ»É ³ÛÝå»ë, áñ

A =

µ
1 0
a b

¶

Ù³ïñÇóÁ ÉÇÝÇ ÙÇ³íáñ³Ï»ñå:

64. a; b ¨ c Ãí»ñÝ ÁÝïñ»É ³ÛÝå»ë, áñ

A =

µ
a 0
b c

¶

Ù³ïñÇóÁ ÉÇÝÇ ÙÇ³íáñ³Ï»ñå:

65. òáõÛó ï³É, áñ »Ã» A Ù³ïñÇóÁ ÙÇ³íáñ³Ï»ñå ¾, ³å³ AT Ù³ïñÇóÁ`
ÝáõÛÝå»ë:

66. òáõÛó ï³É, áñ »Ã» A;B Ù³ïñÇóÝ»ñÁ ÙÇ³íáñ³Ï»ñå »Ý ¨ AB = BA,
³å³ AB Ù³ïñÇóÁ` ÝáõÛÝå»ë:

67. ¶ïÝ»É (3£ 3), (4£ 4), (5£ 5) Ï³ñ·Ç ÙÇ³íáñ³Ï»ñå Ù³ïñÇóÝ»ñ:
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MATHEMATICA-Æ ¶ð²¸²ð²Ü

aij ï³ññ»ñáí (3£4) Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇóÁ Ý»ñÙáõÍ»Ýù Ñ»ï¨Û³É Ññ³Ù³-
Ýáí

In[1]:= mat=Table[a[i, j], {i, 3}, {j, 4}];

mat//MatrixForm

Out[2]//MatrixForm=

i
k
jjjj
a@1, 1D a@1, 2D a@1, 3D a@1, 4D
a@2, 1D a@2, 2D a@2, 3D a@2, 4D
a@3, 1D a@3, 2D a@3, 3D a@3, 4D

y
{
zzzz

ÜáõÛÝ Ù³ïñÇóÁ Ý»ñÙáõÍ»Ýù ³ÛÉ »Õ³Ý³Ïáí

In[3]:= mat=Array[a, {3,4}];

mat//MatrixForm

Out[4]//MatrixForm=

i
k
jjjj
a@1, 1D a@1, 2D a@1, 3D a@1, 4D
a@2, 1D a@2, 2D a@2, 3D a@2, 4D
a@3, 1D a@3, 2D a@3, 3D a@3, 4D

y
{
zzzz

Ü»ñÙáõÍ»Ýù ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ Ù³ïñÇó, áñÇ ·ÉË³íáñ ³ÝÏÛáõÝ³·ÍÇ
ï³ññ»ñÝ »Ý` a; b; c; d

In[5]:= DiagonalMatrix[{a, b, c,d}]

Out[5]= 88a, 0, 0, 0<, 80, b, 0, 0<, 80, 0, c, 0<, 80, 0, 0, d<<
Î³éáõó»Ýù (3£ 3) Ï³ñ·Ç ÙÇ³íáñ Ù³ïñÇó

In[6]:= IdentityMatrix[3]

Out[6]= 881, 0, 0<, 80, 1, 0<, 80, 0, 1<<
Î³éáõó»Ýù ù³é³ÏáõëÇ Ù³ïñÇó, áñÇ ·ÉË³íáñ ¨ ¹ñ³Ý Ñ³ñ¨³Ý »ñÏáõ

³ÝÏÛáõÝ³·Í»ñÇ íñ³ ã·ïÝíáÕ µáÉáñ ï³ññ»ñÁ Ñ³í³ë³ñ »Ý ½ñáÛÇ
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In[7]:= Table[Switch[i-j, -1, a, 0, b, 1, c, _, 0],{i, 5}, 

{j, 5}]//MatrixForm

Out[7]//MatrixForm=

i

k

jjjjjjjjj

b a 0 0 0

c b a 0 0

0 c b a 0

0 0 c b a

0 0 0 c b

y

{

zzzzzzzzz

Ü»ñÙáõÍ»Ýù (3£ 3) Ï³ñ·ÇM Ù³ïñÇóÁ

In[8]:= M = Array[a, {3, 3}]

Out[8]= 88a@1, 1D, a@1, 2D, a@1, 3D<,
8a@2, 1D, a@2, 2D, a@2, 3D<, 8a@3, 1D, a@3, 2D, a@3, 3D<<

¨ ¹áõñë ·ñ»ÝùM Ù³ïñÇóÇ »ñÏñáñ¹ ïáÕÁ

In[9]:= M[[2]]

Out[9]= 8a@2, 1D, a@2, 2D, a@2, 3D<
¸áõñë ·ñ»ÝùM Ù³ïñÇóÇ ³é³çÇÝ ëÛáõÝÁ

In[10]:= M[[All, 2]]

Out[10]= 8a@1, 2D, a@2, 2D, a@3, 2D<
Î³ï³ñ»Ýù í»ÏïáñÝ»ñÇ Ñ»ï ·Í³ÛÇÝ ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñ: ¶áõÙ³ñ»Ýù

»ñÏáõ í»ÏïáñÝ»ñ

In[11]:= {a, b} + {ap, bp}

Out[11]= 8a+ap, b+ bp<
î³ñµ»ñ »ñÏ³ñáõÃÛáõÝ áõÝ»óáÕ í»ÏïáñÝ»ñÁ ãÇ Ï³ñ»ÉÇ ·áõÙ³ñ»É (ï»ë

Ñ³Ù³Ï³ñ·ãÇ å³ï³ëË³ÝÁ)
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In[12]:= {a, b, c} + {ap, bp}

— Thread ::tdlen  :  Objects of unequal length in

8a, b, c< + 8ap, bp< cannot be combined . More…

Out[12]= 8ap, bp< + 8a, b, c<

ì»ÏïáñÇÝ ·áõÙ³ñ»Ýù ÃÇí

In[13]:= 1 + {a, b}

Out[13]= 81+a, 1+ b<

ì»ÏïáñÁ µ³½Ù³å³ïÏ»Ýù Ãíáí

In[14]:= k {a, b}

Out[14]= 8a k, b k<

Ð³ßí»Ýù ïñí³Í í»ÏïáñÝ»ñÇ ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ

In[15]:= {a, b, c} . {ap, bp, cp}

Out[15]= a ap +b bp + c cp

Ð³ßí»Ýù Ù³ïñÇóÝ»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ

In[16]:= {{a, b}, {c, d}} . {{1, 2}, {3, 4}}

Out[16]= 88a+ 3 b, 2 a+ 4 b<, 8c + 3 d, 2 c + 4 d<<

Ø³ïñÇóÁ µ³½Ù³å³ïÏ»Ýù ëÛáõÝáí
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In[17]:= m = 88a, b<, 8c, d<<;
v = 8x, y<;
m.v

Out[19]= 8a x+b y, c x+ d y<

ÜÏ³ï»Ýù, áñ MATHEMATICA-áõÙ ï³ñµ»ñáõÃÛáõÝ ãÏ³ ïáÕÇ ¨ ëÛ³Ý
ÙÇç¨` Ï³ñ»ÉÇ ¾ ÇÝãå»ë Ù³ïñÇóÁ µ³½Ù³å³ïÏ»É ëÛáõÝáí, ³ÛÝå»ë ¾É ëÛáõÝÁ
µ³½Ù³å³ïÏ»É Ù³ïñÇóáí

In[20]:= m . v

Out[20]= 8a x+b y, c x+ d y<

In[21]:= v . m

Out[21]= 8a x+c y, b x+ d y<

In[22]:= v . m . v

Out[22]= x Ha x+ c yL +y Hb x+ d yL

Ð³ßí»Ýù ïñí³Í Ù³ïñÇóÇ ïñ³ÝëåáÝ³óí³Í Ù³ïñÇóÁ

In[23]:= Transpose[{{a, b, c}, {ap, bp, cp}} ]

Out[23]= 88a, ap<, 8b, bp<, 8c, cp<<

Ð³ßí»Ýù ïñí³Í Ù³ïñÇóÇ Ñ»ïùÁ

In[24]:= Tr[{{a, b}, {c, d}}]

Out[24]= a+ d
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ÎÆð²èàôÂÚàôÜ

êîàÊ²êîÆÎ Ø²îðÆòÜºð

¸Çï³ñÏ»Ýù ³ÛÝåÇëÇ Ñ³Ù³Ï³ñ·»ñ, áñáÝó ï³ññ»ñÁ Ï³ñáÕ »Ý ·Áï-
ÝÁí»É ÙÇ³ÛÝ í»ñç³íáñ ù³Ý³ÏáõÃÛ³Ùµ íÇ×³ÏÝ»ñáõÙ` (S1; S2; ¢ ¢ ¢ ; Sn):
úñÇÝ³Ï, ÁÝïñáÕÝ»ñÁ ÁÝïñáõÃÛáõÝÝ»ñÇÝ Çñ»Ýó Ó³ÛÝÁ Ï³ñáÕ »Ý ï³É
ÙÇ³ÛÝ Ñ³Ýñ³å»ï³Ï³ÝÝ»ñÇÝ, ¹»ÙáÏñ³ïÝ»ñÇÝ Ï³Ù ³½·³ÛÝ³Ï³ÝÝ»ñÇÝ,
³ÛëÇÝùÝ` ÁÝïñáÕÝ»ñÁ Ï³ñáÕ »Ý ·ïÝí»É ÙÇ³ÛÝ »ñ»ù íÇ×³ÏÝ»ñáõÙ: ø³-
Õ³ùÇ µÝ³ÏÇãÝ»ñÁ ³åñáõÙ »Ý Ï³Ù ù³Õ³ùÇ Ï»ÝïñáÝáõÙ Ï³Ù Í³Ûñ³Ù³ë»-
ñáõÙ` »ñÏáõ íÇ×³Ï, ¨ ³ÛÉÝ: ´Ý³Ï³Ý ¾ »ÝÃ³¹ñ»É, áñ Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ï³ññÁ
Å³Ù³Ý³ÏÇ ÁÝÃ³óùáõÙ Ï³ñáÕ ¾ ÙÇ íÇ×³ÏÇó ³ÝóÝ»É ÙÛáõë íÇ×³ÏÇÝ: îíÛ³É
ï³ññÇ j-íÇ×³ÏÇó i-íÇ×³ÏÇÝ ³ÝóÝ»Éáõ Ñ³í³Ý³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ Ýß³Ý³Ï»Ýù
pij-áí, áñï»Õ

0 · pij · 1 : (3)

ºÃ» pij = 0, ³å³ Áëï Ñ³í³Ý³Ï³ÝáõÃÛ³Ý ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý` ï³ññÁ j íÇ×³-
ÏÇó i íÇ×³ÏÇÝ ãÇ ³ÝóÝáõÙ, ÇëÏ »Ã» pij = 1, ³å³` ³Ýå³ÛÙ³Ý ³ÝóÝáõÙ
¾: Ð³í³Ý³Ï³ÝáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ³ÙµáÕç Ñ³í³ù³ÍáõÝ Ï³ñ»ÉÇ ¾ Ý»ñÏ³Û³óÝ»É
(n£ n) Ï³ñ·Ç P Ù³ïñÇóáí

P =

0
B@

p11 p12 ¢ ¢ ¢ p1n
p21 p22 ¢ ¢ ¢ p2n
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
pn1 pn2 ¢ ¢ ¢ pnn

1
CA :

ø³ÝÇ áñ ïíÛ³É ï³ññÁ ·ïÝíáõÙ ¾ áñ¨¾ íÇ×³ÏáõÙ (¨ ÙÇ³ÛÝ Ù»Ï), ³å³

p1j + p2j + ¢ ¢ ¢+ pnj = 1; j = 1; n : (4)

(3) ¨ (4) å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇÝ µ³í³ñ³ñáÕ P Ù³ïñÇóÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý Ñ³í³-

Ý³Ï³Ý³ÛÇÝ Ï³Ù ëïáË³ëïÇÏ Ù³ïñÇó:

úñÇÝ³Ï 18. ¸Çï³ñÏ»Ýù Ñ»ï¨Û³É »ñÏáõ Ù³ïñÇóÝ»ñÁ

A =

0
@

1 0 0
0 1 0
0 0 1

1
A ; B =

0
@

0:1 0:2 0:3
0:2 0:3 0:4
0:3 0:4 0:5

1
A :
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Ð»ßï ¾ ëïáõ·»É, áñ A-Ý ëïáË³ëïÇÏ Ù³ïñÇó ¾, ÇëÏ B-Ý` áã:²
úñÇÝ³Ï 19. 100000 µÝ³ÏãáõÃÛáõÝ áõÝ»óáÕ ù³Õ³ùáõÙ »ñÏáõ Ùñó³Ï-

óáÕ ÁÝÏ»ñáõÃÛáõÝÝ»ñ`A;B, ³é³ç³ñÏáõÙ »Ý Ï³µ»É³ÛÇÝ Ñ»éáõëï³ï»ëáõÃ-
ÛáõÝ: ²Ûë ï³ñÇ A-Ç µ³Å³Ýáñ¹Ý»ñÇ ù³Ý³ÏÁ 15000 ¾, ÇëÏ B-ÇÝÁ` 20000:
ø³Õ³ùÇ ÙÝ³ó³Í µÝ³ÏãáõÃÛáõÝÁ ¹ÇïáõÙ ¾ áã Ï³µ»É³ÛÇÝ Ñ»éáõëï³ï»-
ëáõÃÛáõÝ: ²Ù»Ý ï³ñÇ A-Ç µ³Å³Ýáñ¹Ý»ñÇ 20%-Á ëÏëáõÙ ¾ û·ïí»É B-
Ç Í³é³ÛáõÃÛáõÝÝ»ñÇó, 10%-Á ëÏëáõÙ ¾ ¹Çï»É áã Ï³µ»É³ÛÇÝ Ñ»éáõëï³-
ï»ëáõÃÛáõÝ, ÇëÏ B-Ç µ³Å³Ýáñ¹Ý»ñÇ 15%-Á ëÏëáõÙ ¾ û·ïí»É A-Ç Í³é³-
ÛáõÃÛáõÝÝ»ñÇó ¨ 5%-Á ëÏëáõÙ ¾ ¹Çï»É áã Ï³µ»É³ÛÇÝ Ñ»éáõëï³ï»ëáõÃÛáõÝ:
àã Ï³µ»É³ÛÇÝ Ñ»éáõëï³ï»ëáõÃÛáõÝ ¹ÇïáÕÝ»ñÇ 15%-Á ëÏëáõÙ ¾ û·ïí»É
A-Ç, ¨ ¨ë 15%-Á` B-Ç Í³é³ÛáõÃÛáõÝÝ»ñÇó: ÆÝãåÇëÇ±Ý ÏÉÇÝÇ µ³Å³Ýáñ¹-
Ý»ñÇ ù³Ý³ÏÁ Ù»Ï ï³ñÇ ³Ýó: ²Ûë Ùá¹»ÉÇ Ñ³í³Ý³Ï³Ý³ÛÇÝ Ù³ïñÇóÝ ¾

P =

0
@

0:70 0:15 0:15
0:20 0:80 0:15
0:10 0:05 0:70

1
A ;

áñï»Õ ³é³çÇÝ ëÛáõÝÁ í»ñ³µ»ñáõÙ ¾ A ÁÝÏ»ñáõÃÛ³ÝÁ, »ñÏñáñ¹ ëÛáõÝÁ B
ÁÝÏ»ñáõÃÛ³ÝÁ, ÇëÏ í»ñçÇÝÁ` áã Ï³µ»É³ÛÇÝ Ñ»éáõëï³ï»ëáõÃÛ³ÝÁ: ´³Å³-
Ýáñ¹Ý»ñÇ Ý»ñÏ³ÛÇë µ³ßËí³ÍáõÃÛáõÝÁ å³ïÏ»ñ»Ýù Ñ»ï¨Û³É x ëÛáõÝáí

x =

0
@

15000
20000
65000

1
A ;

áñï»Õ ³é³çÇÝ ïáÕÁ A-Ç µ³Å³Ýáñ¹Ý»ñÇ ù³Ý³ÏÝ ¾, »ñÏñáñ¹ ïáÕÁ B-
ÇÝÁ, ÇëÏ í»ñçÇÝ ïáÕÁ` áã Ï³µ»É³ÛÇÝ Ñ»éáõëï³ï»ëáõÃÛ³ÝÁ: x ëÛ³ÝÝ ³Ý-
í³ÝáõÙ »Ý íÇ×³ÏÇ ëÛáõÝ: Ø»ñ ËÝ¹ÇñÝ ¾ ·ïÝ»É íÇ×³ÏÇ ëÛáõÝÁ Ù»Ï ï³ñÇ
³Ýó: a; b; c-áí Ýß³Ý³Ï»Ýù íÇ×³ÏÇ ëÛ³Ý Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÁ Ù»Ï ï³ñÇ ³Ýó:
àõÝ»Ýù

a = 0:70 ¢ 15000 + 0:15 ¢ 20000 + 0:15 ¢ 65000 = 23250

b = 0:20 ¢ 15000 + 0:80 ¢ 20000 + 0:15 ¢ 65000 = 28750

c = 0:10 ¢ 15000 + 0:05 ¢ 20000 + 0:70 ¢ 65000 = 48000 :

ÜáõÛÝÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ ·ñ»É Ù³ïñÇó³ÛÇÝ ï»ëùáí
0
@

a
b
c

1
A = Px =

0
@

23250
28750
48000

1
A :
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Ø»Ï ï³ñÇ ³Ýó A-Ý ÏáõÝ»Ý³ 23250 µ³Å³Ýáñ¹, B-Ý` 28750, ÇëÏ áã Ï³-
µ»É³ÛÇÝ Ñ»éáõëï³ï»ëáõÃÛáõÝÁ` 48000:

ÜáõÛÝ »Õ³Ý³Ïáí Ï³ñ»ÉÇ ¾ ·ïÝ»É µ³Å³Ýáñ¹Ý»ñÇ ù³Ý³ÏÁ Ù»Ï, »ñÏáõ
¨ ó³ÝÏ³ó³Í Ãíáí ï³ñÇÝ»ñ ³Ýó:

ºñÏáõ ï³ñÇ ³Ýó

P (Px) = P 2x =

0
@

27788
34850
37363

1
A :

ÐÇÝ· ï³ñÇ ³Ýó

P 5x =

0
@

32411
43812
23777

1
A :

î³ëÁ ï³ñÇ ³Ýó

P 10x =

0
@

33287
47147
19566

1
A :

²Ûëå»ë ß³ñáõÝ³Ï»Éáí Ï³ñ»ÉÇ ¾ Ñ³Ùá½í»É, áñ µ³í³Ï³Ý³ã³÷ Å³Ù³Ý³Ï
³Ýó íÇ×³ÏÇ ëÛáõÝÁ ÏëÏëÇ ³í»ÉÇ ¹³Ý¹³Õ ÷áËí»É ¨ Ç í»ñçá, ÏÏ³ÛáõÝ³Ý³:
²ÛÉ Ï»ñå ³ë³Í ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ Ñ»ï¨Û³É ë³ÑÙ³ÝÁ

lim
n!1

Pnx = x0

áñï»Õ

x0 =

0
@

33333
47619
19048

1
A :

x0-Ý ³Ýí³ÝáõÙ »Ý Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç (Ñ³í³Ý³Ï³Ý³ÛÇÝ Ù³ïñÇóÇ) Ñ³í³ë³-

ñ³ÏßéáõÃÛ³Ý í»Ïïáñ: ²é³ç³ñÏáõÙ »Ýù ëïáõ·»É, áñ

Px0 = x0 : ²
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68. ä³ñ½»É, Ã» Ñ»ï¨Û³É Ù³ïÇóÝ»ñÇó á±ñÝ ¾ ëïáË³ëïÇÏ

³)

0
@

2
5 ¡2

5

3
5

7
5

1
A, µ)

0
@

p
2
2

p
2
2

¡
p
2
2

p
2
2

1
A, ·)

0
@

0 1 0
0 0 1
1 0 0

1
A,

¹)

0
@

0:3 0:1 0:8
0:5 0:2 0:1
0:2 0:7 0:1

1
A, »)

0
BBB@

1
3

1
6

1
4

1
3

2
3

1
4

1
3

1
6

1
2

1
CCCA, ½)

0
B@

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

1
CA:

69. ¶áñÍ³ñ³ÝÇ ßáõÏ³Û³·ÇïáõÃÛ³Ý µ³Å³ÝÙáõÝùÁ å³ñ½»ó, áñ Çñ»Ýó
·áñÍ³ñ³ÝÇ ³ñï³¹ñ³ÝùÇ ïíÛ³É ³Ùëí³ ·Ýáñ¹Ý»ñÇ 20%-Á ÙÛáõë ³ÙëÇÝ
·ÝáõÙÝ»ñ ã»Ý Ï³ï³ñáõÙ, ÇëÏ ïíÛ³É ³ÙëÇÝ ·ÝáõÙÝ»ñ ãÏ³ï³ñáÕÝ»ñÇ
30%-Á ¹³éÝáõÙ »Ý ·áñÍ³ñ³ÝÇ ³ñï³¹ñ³ÝùÇ ·Ýáñ¹Ý»ñ: Ð³ÛïÝÇ ¾, áñ
ïíÛ³É ³ÙëÇÝ 1000 µÝ³ÏãÇó 100-Á ·Ý»É »Ý ·áñÍ³ñ³ÝÇ ÃáÕ³ñÏ³Í ³ñ-
ï³¹ñ³ÝùÁ: ø³ÝÇ± Ù³ñ¹ ·ÝáõÙ ÏÏ³ï³ñÇ Ñ³çáñ¹ ³ÙÇë, »ñÏáõ ³ÙÇë
Ñ»ïá:
70. 1000 É³µáñ³ïáñ ³éÝ»ïÝ»ñÇ û·ÝáõÃÛ³Ùµ áõëáõÙÝ³ëÇñíáõÙ ¾ ³ÝÑ³Ûï
ÑÇí³Ý¹áõÃÛáõÝÁ: Ð³ÛïÝÇ ¾, áñ Ù»Ï ß³µ³Ãí³ ÁÝÃ³óùáõÙ í³ñ³Ïí³Í ³é-
Ý»ïÝ»ñÇ 80%-Á ÏÑ³ÕÃ³Ñ³ñÇ ÑÇí³Ý¹áõÃÛáõÝÁ ¨ ÙÇ¨ÝáõÛÝ ß³µ³Ãí³ ÁÝ-
Ã³óùáõÙ ãí³ñ³Ïí³Í ³éÝ»ïÝ»ñÇ 10%-Á ÏÑÇí³Ý¹³Ý³: Ü»ñÏ³ÛáõÙë 100
³éÝ»ïÝ»ñ í³ñ³Ïí³Í »Ý: ø³ÝÇ± ÑÇí³Ý¹ ³éÝ»ï ÏÉÇÝÇ Ñ³çáñ¹ ß³µ³Ã,
»ñÏáõ ß³µ³Ã Ñ»ïá:
71. ø³Õ³ùÇ µÝ³ÏãáõÃÛáõÝÁ 10000 ¾, áñáÝóÇó 5000-Á ãÍËáÕÝ»ñ »Ý, 2500-Á
ÍËáõÙ »Ý ûñ³Ï³Ý Ù»Ï ïáõ÷Çó å³Ï³ë ¨ 2500-Á` Ù»Ï ïáõ÷Çó ³í»É: ²Ù»Ý
³ÙÇë ãÍËáÕÝ»ñÇ 5%-Á ëÏëáõÙ »Ý ÍË»É Ù»Ï ïáõ÷Çó å³Ï³ë ¨ 2%-Á Ù»Ï
ïáõ÷Çó ³í»É: Ø»Ï ïáõ÷Çó å³Ï³ë ÍËáÕÝ»ñÇ 10%-Á ÏÃáÕÝÇ ÍË»ÉÁ, ÇëÏ
10%-Á ÏëÏëÇ ÍË»É Ù»Ï ïáõ÷Çó ³í»É: Ø»Ï ïáõ÷Çó ³í»É ÍËáÕÝ»ñÇ 5%-Á
ÏÃáÕÝÇ ÍË»ÉÁ, ÇëÏ 10%-Á ÏëÏëÇ ÍË»É Ù»Ï ïáõ÷Çó å³Ï³ë: ÆÝãåÇëÇ±Ý
ÏÉÇÝÇ µÝ³ÏãáõÃÛ³Ý íÇ×³ÏÁ Ù»Ï, »ñÏáõ ³ÙÇë Ñ»ïá:
72. îñí³Í ¾ Ñ³í³Ý³Ï³Ý³ÛÇÝ Ù³ïñÇóÁ

P =

0
@

0:6 0:1 0:1
0:2 0:7 0:1
0:2 0:2 0:8

1
A :

¶ïÝ»É P 2x; P 3x-»ñÁ, »Ã» x = (100; 100; 800)T :
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73. ä»ïáõÃÛáõÝÁ µ³Å³Ýí³Í ¾ »ñ»ù ßñç³ÝÝ»ñÇ` A;B;C: ²Ù»Ý ï³ñÇ
A-áõÙ µÝ³ÏíáÕÝ»ñÇ 10%-Á ï»Õ³÷áËíáõÙ ¾ B ¨ 5%-Á C ßñç³ÝÝ»ñ, B-
áõÙ µÝ³ÏíáÕÝ»ñÇ 15%-Á ï»Õ³÷áËíáõÙ ¾ A ¨ 5%-Á C ßñç³ÝÝ»ñ: C -áõÙ
µÝ³ÏíáÕÝ»ñÇ 10%-Á ï»Õ³÷áËíáõÙ ¾ A ¨ 10%-Á B ßñç³ÝÝ»ñ: ²Ûë ï³ñÇ
Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ßñç³Ý áõÝÇ 100000 µÝ³ÏÇã: ÆÝãåÇëÇ±Ý ÏÉÇÝÇ µÝ³ÏãáõÃÛ³Ý
µ³ßËí³ÍáõÃÛáõÝÁ Áëï ßñç³ÝÝ»ñÇ` Ù»Ï, »ñ»ù ï³ñÇ Ñ»ïá:

öàÊ²Ü²ÎØ²Ü Øà¸ºÈÜºð

îÝï»ë³Ï³Ý Ñ³Ù³Ï³ñ·Ý áõÝÇ n Çñ³ñÇóï³ñµ»ñ (I1; I2 ¢ ¢ ¢ ; In)³ñ-
ï³¹ñáõÃÛáõÝÝ»ñ, áñáÝóÇó Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñÁ ÙÛáõëÝ»ñÇ Ñ»ï ÷áË³Ý³ÏáõÙ ¾
ÑáõÙù ¨ í»ñçÝ³Ï³Ý ³ñï³¹ñ³Ýù: öáË³Ý³ÏÙ³Ý ·áñÍ³ÏÇóÁ Ýß³Ý³Ï»Ýù
dij -áí, áñÁ óáõÛó ¾ ï³ÉÇë, Ã» Ù»Ï ÙÇ³íáñ ³ñï³¹ñ³Ýù ï³Éáõ Ñ³Ù³ñ
Ij ³ñï³¹ñáõÃÛ³ÝÁ ù³ÝÇ ÙÇ³íáñ ¾ ³ÝÑñ³Å»ßï Ii ³ñï³¹ñáõÃÛáõÝÇó:
àñå»ë ÙÇ³íáñ Ï³ñ»ÉÇ ¾ ÁÝ¹áõÝ»É, ³ë»Ýù, ¹ñ³ÙÁ: öáË³Ý³ÏÙ³Ý ·áñÍ³-
ÏÇóÝ»ñÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ ·ñ»É Ñ»ï¨Û³É Ù³ïñÇóÇ ï»ëùáí

D =

0
B@

d11 d12 ¢ ¢ ¢ d1n
d21 d22 ¢ ¢ ¢ d2n
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
dn1 dn2 ¢ ¢ ¢ dnn

1
CA ;

áñÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý ÷áË³Ý³ÏÙ³Ý Ï³Ù ÙÇç×ÛáõÕ³ÛÇÝ Ñ³ßí»ÏßéÇ Ù³ïñÇó: ºÃ»,
ûñÇÝ³Ï, d12 = 0:41, ³å³ ¹³ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¾, áñ Ù»Ï ¹ñ³ÙÇÝ Ñ³Ù³ñ-
Å»ù I2 ³ñï³¹ñ³Ýù ÃáÕ³ñÏ»Éáõ Ñ³Ù³ñ Ñ³ñÏ³íáñ ¾ û·ï³·áñÍ»É 0:41
¹ñ³ÙÇÝ Ñ³Ù³ñÅ»ù I1-Ç ³ñï³¹ñ³Ýù: ²ÛÅÙ Ñ³ëÏ³Ý³ÉÇ ¾, áñ Ù»Ï ¹ñ³ÙÇÝ
Ñ³Ù³ñÅ»ù Ij ³åñ³Ýù ³ñï³¹ñ»Éáõ Ñ³Ù³ñ å»ïù ¾ Í³Ëë»É

d1j + ¢ ¢ ¢+ dnj

¹ñ³Ù: àñå»ë½Ç Ñ³Ù³Ï³ñ·Ý ³ßË³ïÇ, ³ÝÑñ³Å»ßï ¾, áñ dij ·áñÍ³ÏÇó-
Ý»ñÁ µ³í³ñ³ñ»Ý »ñÏáõ å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇ

0 · dij < 1

¨
d1j + ¢ ¢ ¢+ dnj < 1; j = 1; n :
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úñÇÝ³Ï 20. îÝï»ë³Ï³Ý Ñ³Ù³Ï³ñ·Á µ³ÕÏ³ó³Í ¾ »ñ»ù ³ñï³¹-
ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇó` A;B;C.

³) Ù»Ï ¹ñ³ÙÇÝ Ñ³Ù³ñÅ»ù ³åñ³Ýù ÃáÕ³ñÏ»Éáõ Ñ³Ù³ñ A-ÇÝ Ñ³ñ-
Ï³íáñ ¾ 0:10 ¹ñ³ÙÇÝ Ñ³Ù³ñÅ»ù ë»÷³Ï³Ý ³ñï³¹ñ³Ýù, 0:15 ¹ñ³ÙÇÝ
Ñ³Ù³ñÅ»ùB-Ç ³ñï³¹ñ³Ýù ¨ 0:23 ¹ñ³ÙÇÝ Ñ³Ù³ñÅ»ùC-Ç ³ñï³¹ñ³Ýù,

µ) Ù»Ï ¹ñ³ÙÇÝ Ñ³Ù³ñÅ»ù ³åñ³Ýù ÃáÕ³ñÏ»Éáõ Ñ³Ù³ñ B-ÇÝ Ñ³ñ-
Ï³íáñ ¾ 0 ¹ñ³ÙÇÝ Ñ³Ù³ñÅ»ù ë»÷³Ï³Ý ³ñï³¹ñ³Ýù, 0:43 ¹ñ³ÙÇÝ Ñ³-
Ù³ñÅ»ù A-Ç ³ñï³¹ñ³Ýù ¨ 0:03 ¹ñ³ÙÇÝ Ñ³Ù³ñÅ»ù C-Ç ³ñï³¹ñ³Ýù,

·) Ù»Ï ¹ñ³ÙÇÝ Ñ³Ù³ñÅ»ù ³åñ³Ýù ÃáÕ³ñÏ»Éáõ Ñ³Ù³ñ C-ÇÝ Ñ³ñ-
Ï³íáñ ¾ 0:02 ¹ñ³ÙÇÝ Ñ³Ù³ñÅ»ù ë»÷³Ï³Ý ³ñï³¹ñ³Ýù, 0 ¹ñ³ÙÇÝ Ñ³-
Ù³ñÅ»ù A-Ç ³ñï³¹ñ³Ýù ¨ 0:37 ¹ñ³ÙÇÝ Ñ³Ù³ñÅ»ù B-Ç ³ñï³¹ñ³Ýù:

²Ûë Ùá¹»ÉÇ ÷áË³Ý³ÏÙ³Ý Ù³ïñÇóÝ ¾

D =

0
@

0:10 0:43 0:00
0:15 0:00 0:37
0:23 0:03 0:02

1
A : ²

Üß³Ý³Ï»Ýù xi-áí Ii ³ñï³¹ñáõÃÛ³Ý ÏáÕÙÇó ÃáÕ³ñÏí³Í ÉñÇí ³å-
ñ³ÝùÇ ³ñÅ»ùÁ: ºÃ» ÃáÕ³ñÏí³Í ³åñ³ÝùÁ í³×³éíáõÙ ¾ áã ³ñï³¹-
ñ³Ï³Ý áÉáñïÝ»ñÇÝ (Ï³é³í³ñáõÃÛáõÝ, Ãáß³Ï³éáõÝ»ñ, »ñ»Ë³Ý»ñ ¨ ³ÛÉÝ),
³å³ Ñ³Ù³Ï³ñ·Ý ³Ýí³ÝáõÙ »Ý µ³ó Ñ³Ù³Ï³ñ·, Ñ³Ï³é³Ï ¹»åùáõÙ`
÷³Ï: ºÃ» ïÝï»ë³Ï³Ý Ñ³Ù³Ï³ñ·Á ÷³Ï ¾, ³å³

xi = di1x1 + di2x2 + ¢ ¢ ¢+ dinxn; i = 1; n :

ºÃ» Ñ³Ù³Ï³ñ·Á µ³ó ¾

xi = di1x1 + di2x2 + ¢ ¢ ¢+ dinxn + ei; i = 1; n;

áñï»Õ ei-Ý ³åñ³ÝùÇ Éñ³óáõóÇã å³Ñ³Ýç³ñÏÝ ¾ áã ³ñï³¹ñ³Ï³Ý áÉáñï-
Ý»ñÇ ÏáÕÙÇó: ì»ñçÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ Ï³ñ»ÉÇ ·ñ»É Ù³ïñÇó³ÛÇÝ
ï»ëùáí

x = Dx, Ï³Ù x = Dx+ e;
áñï»Õ e = (e1; ¢ ¢ ¢ ; en)T :

²ÛÅÙ ·ïÝ»Ýù Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ³ñï³¹ñáõÃÛ³Ý ÏáÕÙÇó ÃáÕ³ñÏí³Í ³å-
ñ³ÝùÇ ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ Í³í³ÉÁ, »Ã» e = (20000; 30000; 25000)T : (E¡D)x =
e Ñ³Ù³Ï³ñ·Á ÉáõÍ»Éáí ¶³áõë-Äáñ¹³ÝÇ »Õ³Ý³Ïáí, Ïëï³Ý³Ýù

x = (A;B;C) ´ (46616:4; 51087:6; 38013:8)T : ²
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74. Ð³Ù³Ï³ñ·Á µ³ÕÏ³ó³Í ¾ »ñÏáõ ³ñï³¹ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇó, áñáÝù ³ñ-
ï³¹ñáõÙ »Ý ù³ñ³ÍáõË ¨ åáÕå³ï.

³) Ù»Ï ¹ñ³ÙÇÝ Ñ³Ù³ñÅ»ù ù³ñ³ÍáõË ³ñï³¹ñ»Éáõ Ñ³Ù³ñ å³Ñ³Ýç-
íáõÙ ¾ 0:10 ¹ñ³ÙÇÝ Ñ³Ù³ñÅ»ù ù³ñ³ÍáõË ¨ 0:80 ¹ñ³ÙÇÝ Ñ³Ù³ñÅ»ù
åáÕå³ï,

µ) Ù»Ï ¹ñ³ÙÇÝ Ñ³Ù³ñÅ»ù åáÕå³ï ³ñï³¹ñ»Éáõ Ñ³Ù³ñ å³Ñ³Ýç-
íáõÙ ¾ 0:10 ¹ñ³ÙÇÝ Ñ³Ù³ñÅ»ù åáÕå³ï ¨ 0:20 ¹ñ³ÙÇÝ Ñ³Ù³ñÅ»ù ù³-
ñ³ÍáõË:

¶ïÝ»É ÷áË³Ý³ÏÙ³Ý Ù³ïñÇóÁ ¨ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ³ñï³¹ñ³ÝùÇ ÁÝ¹-
Ñ³Ýáõñ Í³í³ÉÁ, »Ã» ³ñï³ùÇÝ å³Ñ³Ýç³ñÏÁ ïñíáõÙ ¾ e = (10000;
20000)T í»Ïïáñáí:

75. Ð³Ù³Ï³ñ·Á µ³ÕÏ³ó³Í ¾ »ñÏáõ ³ñï³¹ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇó, áñáÝù ³ñ-
ï³¹ñáõÙ »Ý A ¨ B ³åñ³ÝùÝ»ñ.

³) Ù»Ï ¹ñ³ÙÇÝ Ñ³Ù³ñÅ»ùA³åñ³Ýù³ñï³¹ñ»Éáõ Ñ³Ù³ñå³Ñ³Ýç-
íáõÙ ¾ 0:30 ¹ñ³ÙÇÝ Ñ³Ù³ñÅ»ù ë»÷³Ï³Ý ³ñï³¹ñ³Ýù ¨ 0:40 ¹ñ³ÙÇÝ
Ñ³Ù³ñÅ»ù B ³åñ³Ýù,

µ) Ù»Ï ¹ñ³ÙÇÝ Ñ³Ù³ñÅ»ùB ³åñ³Ýù ³ñï³¹ñ»Éáõ Ñ³Ù³ñ å³Ñ³Ýç-
íáõÙ ¾ 0:20 ¹ñ³ÙÇÝ Ñ³Ù³ñÅ»ù ë»÷³Ï³Ý ³ñï³¹ñ³Ýù 0:40 ¹ñ³ÙÇÝ Ñ³-
Ù³ñÅ»ù A ³åñ³Ýù:

¶ïÝ»É ÷áË³Ý³ÏÙ³Ý Ù³ïñÇóÁ ¨ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ³ñï³¹ñ³ÝùÇ ÁÝ¹-
Ñ³Ýáõñ Í³í³ÉÁ, »Ã» ³ñï³ùÇÝ å³Ñ³Ýç³ñÏÁ ïñíáõÙ ¾ e = (50000;
30000)T í»Ïïáñáí:

76. Ð³Ù³Ï³ñ·Á µ³ÕÏ³ó³Í ¾ »ñÏáõ ³ñï³¹ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇó, áñáÝù ³ñ-
ï³¹ñáõÙ »Ý A ¨ B ³åñ³ÝùÝ»ñ.

³) Ù»Ï ¹ñ³ÙÇÝ Ñ³Ù³ñÅ»ùA³åñ³Ýù³ñï³¹ñ»Éáõ Ñ³Ù³ñå³Ñ³Ýç-
íáõÙ ¾ 0:20 ¹ñ³ÙÇÝ Ñ³Ù³ñÅ»ù ë»÷³Ï³Ý ³ñï³¹ñ³Ýù ¨ 0:30 ¹ñ³ÙÇÝ
Ñ³Ù³ñÅ»ù B ³åñ³Ýù,

µ) Ù»Ï ¹ñ³ÙÇÝ Ñ³Ù³ñÅ»ùB ³åñ³Ýù ³ñï³¹ñ»Éáõ Ñ³Ù³ñ å³Ñ³Ýç-
íáõÙ ¾ 0:10 ¹ñ³ÙÇÝ Ñ³Ù³ñÅ»ù ë»÷³Ï³Ý ³ñï³¹ñ³Ýù 0:50 ¹ñ³ÙÇÝ Ñ³-
Ù³ñÅ»ù A ³åñ³Ýù:

¶ïÝ»É ÷áË³Ý³ÏÙ³Ý Ù³ïñÇóÁ ¨ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ³ñï³¹ñ³ÝùÇ ÁÝ¹-
Ñ³Ýáõñ Í³í³ÉÁ, »Ã» ³ñï³ùÇÝ å³Ñ³Ýç³ñÏÁ ïñíáõÙ ¾ e = (40000;
80000)T í»Ïïáñáí:
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3. Ð²Î²¸²ðÒ Ø²îðÆò

ê³ÑÙ³ÝáõÙ 7. (n £ n) Ï³ñ·Ç B Ù³ïñÇóÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý (n £ n)
Ï³ñ·Ç A Ù³ïñÇóÇ Ñ³Ï³¹³ñÓ Ù³ïñÇó, »Ã»

AB = BA = E :

ºÃ» A Ù³ïñÇóÝ áõÝÇ Ñ³Ï³¹³ñÓ, ³å³ ³ÛÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý Ñ³Ï³¹³ñÓ»ÉÇ

Ù³ïñÇó, Ñ³Ï³é³Ï ¹»åùáõÙ` áã Ñ³Ï³¹³ñÓ»ÉÇ Ï³Ù ëÇÝ·áõÉÛ³ñ Ù³ïñÇó:

Â»áñ»Ù 1. ºÃ» Ù³ïñÇóÁ Ñ³Ï³¹³ñÓ»ÉÇ ¾, ³å³ Ñ³Ï³¹³ñÓ Ù³ï-
ñÇóÁ ÙÇ³ÏÝ ¾:

A-Ç Ñ³Ï³¹³ñÓ Ù³ïñÇóÁ Ýß³Ý³ÏáõÙ »Ý A¡1-áí:
úñÇÝ³Ï 21. ¶ïÝ»É

A =

0
@

1 0 2
1 1 1
1 0 3

1
A

Ù³ïñÇóÇ Ñ³Ï³¹³ñÓÁ:
Àëï ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý ·ïÝ»ÉA Ù³ïñÇóÇ Ñ³Ï³¹³ñÓÁ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¾ ÉáõÍ»É

Ñ»ï¨Û³É Ù³ïñÇó³ÛÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÙÁª AX = E

0
@

1 0 2
1 1 1
1 0 3

1
A

0
@

x11 x12 x13

x21 x22 x23

x31 x32 x33

1
A =

0
@

1 0 0
0 1 0
0 0 1

1
A ;

áñÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ ·ñ»É h»ï¨Û³É ï»ëùáíª

x11 + 2x31 = 1 x12 + 2x32 = 0 x13 + 2x33 = 0
x11+x21+x31 = 0 x12+x22+x32 = 1 x13+x23+x33 = 0
x11+3x31 = 0 x12+3x32 = 0 x13+3x33 = 1 :

ÜÏ³ï»Ýù, áñ ëï³óí³Í »ñ»ù Ñ³Ù³Ï³ñ·»ñÇ ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñÇ Ù³ïñÇóÁ
ÝáõÛÝÝ ¾: ÈáõÍ»Éáí ¹ñ³ÝóÇó Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñÁ ¶³áõë-Äáñ¹³ÝÇ ³ñï³ùëÙ³Ý
»Õ³Ý³Ïáí Ïëï³Ý³Ýù

0
@

x11

x21

x31

1
A =

0
@

3
¡2
¡1

1
A ;

0
@

x12

x22

x32

1
A =

0
@

0
1
0

1
A ;

0
@

x13

x23

x33

1
A =

0
@

¡2
1
1

1
A :
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Ð»ï¨³µ³ñ

A¡1 =

0
@

x11 x12 x13

x21 x22 x23

x31 x32 x33

1
A =

0
@

3 0 ¡2
¡2 1 1
¡1 0 1

1
A :

Î³ñ»ÉÇ ¾ ëï³óí³Í »ñ»ù Ñ³Ù³Ï³ñ·»ñÁ ÉáõÍ»É ÙÇ³Å³Ù³Ý³Ï` Ñ»ï¨Û³É
»Õ³Ý³Ïáí: ¶ñ»Ýù (3 £ 6) Ï³ñ·Ç ÙÇ Ù³ïñÇó, áñÁ Ï³½Ùí³Í ¾ ïñí³Í
(3£3) Ï³ñ·ÇA Ù³ïñÇóÇó` ·ñí³Í Ó³Ë Ù³ëáõÙ, ¨ (3£3) Ï³ñ·Ç ÙÇ³íáñ
Ù³ïñÇóÇó` ·ñí³Í ³ç Ù³ëáõÙ

(AjE) =

0
@

1 0 2 1 0 0
1 1 1 0 1 0
1 0 3 0 0 1

1
A :

ÎÇñ³é»Ýù ¶³áõë-Äáñ¹³ÝÇ ³ñï³ùëÙ³Ý »Õ³Ý³ÏÁ (AjE) Ñ³Ù³Ïóí³Í
Ù³ïñÇóÇ Ñ³Ù³ñ

(EjA¡1) =

0
@

1 0 0 3 0 ¡2
0 1 0 ¡2 1 1
0 0 1 ¡1 0 1

1
A :

²ÛëÇÝùÝ

A¡1 =

0
@

x11 x12 x13

x21 x22 x23

x31 x32 x33

1
A =

0
@

3 0 ¡2
¡2 1 1
¡1 0 1

1
A :

ÀÝ¹Ñ³Ýáõñ ¹»åùáõÙ ÝÏ³ñ³·ñ»Ýù Ù³ïñÇóÇ Ñ³Ï³¹³ñÓÇ áñáÝÙ³Ý
³É·áñÇÃÙÁ.

³) ·ñ»Ýù (n£ 2n) Ï³ñ·Ç Ñ³Ù³Ïóí³Í (AjE) Ù³ïñÇóÁ,
µ) ïáÕ³ÛÇÝ ï³ññ³Ï³Ý Ó¨³÷áËáõÃÛáõÝÝ»ñáí ëï³Ý³Ýù (EjA¡1)

Ù³ïñÇóÁ,
·) »Ã» Ó³Ë Ù³ëáõÙ ÑÝ³ñ³íáñ ã¾ ëï³Ý³É ÙÇ³íáñ Ù³ïñÇó, ³å³ A

Ù³ïñÇóÁ Ñ³Ï³¹³ñÓ»ÉÇ ã¾:
úñÇÝ³Ï 22. òáõÛó ï³É, áñ Ñ»ï¨Û³É Ù³ïñÇóÁ ãáõÝÇ Ñ³Ï³¹³ñÓ

A =

0
@

1 2 0
3 ¡1 2
¡2 3 ¡2

1
A :
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Î³½Ù»Ýù Ñ³Ù³Ïóí³Í Ù³ïñÇóÁ

(AjE) =

0
@

1 2 0 1 0 0
3 ¡1 2 0 1 0
¡2 3 ¡2 0 0 1

1
A

¨ ÏÇñ³é»Ýù ¶³áõë-Äáñ¹³ÝÇ »Õ³Ý³ÏÁ: ºñÏñáñ¹ ïáÕÇó Ñ³Ý»Ýù ³é³çÇ-
ÝÇ »é³å³ïÇÏÁ ¨ í»ñçÇÝ ïáÕÇÝ ·áõÙ³ñ»Ýù ³é³çÇÝÇ ÏñÏÝ³å³ïÇÏÁ

(AjE) »

0
@

1 2 0 1 0 0
0 ¡7 2 ¡3 1 0
0 7 ¡2 2 0 1

1
A :

²ÛÅÙ í»ñçÇÝ ïáÕÇÝ ³í»É³óÝ»Ýù »ñÏñáñ¹Á

(AjE) »

0
@

1 2 0 1 0 0
0 ¡7 2 ¡3 1 0
0 0 0 ¡1 1 1

1
A :

²ÏÝÑ³Ûï ¾,áñ (AjE) Ù³ïñÇóÁ ÑÝ³ñ³íáñ ã¾ Ó¨³÷áË»É (EjA¡1) ï»ëùÇ
¨ Ñ»ï¨³µ³ñ A Ù³ïñÇóÁ Ñ³Ï³¹³ñÓ»ÉÇ ã¾:²

úñÇÝ³Ï 23. Ð³ßí»É Ñ»ï¨Û³É (n£ n) Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇóÇ Ñ³Ï³¹³ñÓÁ

A =

0
BBB@

1 0 0 ¢ ¢ ¢ 0 ®1

0 1 0 ¢ ¢ ¢ 0 ®2

¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
0 0 0 ¢ ¢ ¢ 1 ®n¡1

¯1 ¯2 ¯3 ¢ ¢ ¢ ¯n¡1 °

1
CCCA :

Î³½Ù»Ýù Ñ³Ù³Ïóí³Í Ù³ïñÇóÁ

(AjE) =

0
BBB@

1 0 0 ¢ ¢ ¢ 0 ®1 1 0 0 ¢ ¢ ¢ 0 0
0 1 0 ¢ ¢ ¢ 0 ®2 0 1 0 ¢ ¢ ¢ 0 0
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
0 0 0 ¢ ¢ ¢ 1 ®n¡1 0 0 0 ¢ ¢ ¢ 1 0
¯1 ¯2 ¯3 ¢ ¢ ¢ ¯n¡1 ° 0 0 0 ¢ ¢ ¢ 0 1

1
CCCA:
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ÎÇñ³é»Ýù ¶³áõë-Äáñ¹³ÝÇ »Õ³Ý³ÏÁ: ì»ñçÇÝ ïáÕÇó Ñ³Ý»Ýù ³é³çÇÝÁ`
µ³½Ù³å³ïÏ³Í ¯1-áí, ëï³óí³Í í»ñçÇÝ ïáÕÇó Ñ³Ý»Ýù »ñÏñáñ¹Á` µ³½-
Ù³å³ïÏ³Í ¯2-áí ¨ ³Ûëå»ë ß³ñáõÝ³Ï»Éáí (n¡2)-ñ¹ ëï³óí³Í í»ñçÇÝ
ïáÕÇó Ñ³Ý»Ýù Ý³Ë³í»ñçÇÝÁ` µ³½Ù³å³ïÏ³Í ¯n¡1-áí

(AjE) =

0
BBB@

1 0 ¢ ¢ ¢ 0 ®1 1 0 ¢ ¢ ¢ 0 0
0 1 ¢ ¢ ¢ 0 ®2 0 1 ¢ ¢ ¢ 0 0
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
0 0 ¢ ¢ ¢ 1 ®n¡1 0 0 ¢ ¢ ¢ 1 0
0 0 ¢ ¢ ¢ 0 ± ¡¯1 ¡¯2 ¢ ¢ ¢ ¡¯n¡1 1

1
CCCA ;

áñï»Õ ± = ° ¡
n¡1X

k=1

®k¯k: ²é³çÇÝ ïáÕÇó Ñ³Ý»Ýù í»ñçÇÝÁ` µ³½Ù³å³ï-

Ï³Í
®1

±
-áí, »ñÏñáñ¹ ïáÕÇó Ñ³Ý»Ýù í»ñçÇÝÁ` µ³½Ù³å³ïÏ³Í

®2

±
-áí ¨,

³Ûëå»ë ß³ñáõÝ³Ï»Éáí, Ý³Ë³í»ñçÇÝ ïáÕÇó Ñ³Ý»Ýù í»ñçÇÝÁ` µ³½Ù³-

å³ïÏ³Í
®n¡1

±
-áí

A¡1 =
1

±

0
BBB@

± + ®1¯1 ®1¯2 ¢ ¢ ¢ ®1¯n¡1 ¡®1

®2¯1 ± + ®2¯2 ¢ ¢ ¢ ®2¯n¡1 ¡®2

¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
®n¡1¯1 ®n¡1¯2 ¢ ¢ ¢ ± + ®n¡1¯n¡1 ¡®n¡1

¡¯1 ¡¯2 ¢ ¢ ¢ ¡¯n¡1 1

1
CCCA : ²

àñå»ë Ñ³Ï³¹³ñÓ Ù³ïñÇóÇ ÙÇ ÏÇñ³éáõÃÛáõÝ, Ó¨³Ï»ñå»Ýù Ñ»ï¨Û³É
Â»áñ»Ù 2. ºÃ» A Ù³ïñÇóÁ Ñ³Ï³¹³ñÓ»ÉÇ ¾, ³å³ ·Í³ÛÇÝ Ñ³Ýñ³-

Ñ³ßí³Ï³Ý Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇ Ax = b Ñ³Ù³Ï³ñ·Á áõÝÇ x = A¡1b ÙÇ³Ï
ÉáõÍáõÙÁ:

úñÇÝ³Ï 24. ÈáõÍ»É Ù³ïñÇó³ÛÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÙÁ

µ
3 2
4 3

¶
x =

µ
1
4

¶
:

Üß³Ý³Ï»Ýù

A =

µ
3 2
4 3

¶
; b =

µ
1
4

¶
:
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ÎÇñ³é»Éáí Ñ³Ï³¹³ñÓ Ù³ïñÇóÁ ·ïÝ»Éáõ í»ñÁ ÝÏ³ñ³·ñ³Í ³É·á-
ñÇÃÙÁ, Ïëï³Ý³Ýù

A¡1 =

µ
3 ¡2
¡4 3

¶
:

Ð³Ù³Ó³ÛÝ Ã»áñ»Ù 2-Ç

x =

µ
3 ¡2
¡4 3

¶µ
1
4

¶
=

µ
¡5
8

¶
: ²

77. ¶ïÝ»É Ù³ïñÇóÝ»ñÇ Ñ³Ï³¹³ñÓÁ

³)

µ
2 4
3 5

¶
, µ)

µ
3 5
7 ¡9

¶
, ·)

µ
a b
¡b a

¶
, ¹)

µ
a b
c d

¶
,

»)

µ
cos ® ¡ sin ®
sin ® cos ®

¶
, ½)

0
@

1 2 ¡3
0 1 2
1 0 4

1
A ; ¾)

0
@

1 2 1
4 3 ¡2
¡5 ¡4 ¡1

1
A,

Á)

0
@

1 1 1
2 ¡3 1
4 1 ¡5

1
A ; Ã)

0
B@

1 1 1 1
0 1 1 1
0 0 1 1
0 0 0 1

1
CA, Å)

0
B@

0 1 1 1
¡1 0 1 1
¡1 ¡1 0 1
¡1 ¡1 ¡1 0

1
CA:

78. ¶ïÝ»É n-ñ¹ Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇóÝ»ñÇ Ñ³Ï³¹³ñÓÁ

³)

0
BBB@

1 1 1 ¢ ¢ ¢ 1
0 1 1 ¢ ¢ ¢ 1
0 0 1 ¢ ¢ ¢ 1
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
0 0 0 ¢ ¢ ¢ 1

1
CCCA, µ)

0
BBB@

1 1 0 ¢ ¢ ¢ 0
0 1 1 ¢ ¢ ¢ 0
0 0 1 ¢ ¢ ¢ 0
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
0 0 0 ¢ ¢ ¢ 1

1
CCCA,

·)

0
BBB@

1 a a2 a3 ¢ ¢ ¢ an

0 1 a a2 ¢ ¢ ¢ an¡1

0 0 1 a ¢ ¢ ¢ an¡2

¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
0 0 0 0 ¢ ¢ ¢ 1

1
CCCA, ¹)

0
BBB@

1 1 ¢ ¢ ¢ 1 1 1
1 1 ¢ ¢ ¢ 1 1 0
1 1 ¢ ¢ ¢ 1 0 0
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
1 0 ¢ ¢ ¢ 0 0 0

1
CCCA,

54



»)

0
BBBBB@

1 2 3 ¢ ¢ ¢ n
0 1 2 ¢ ¢ ¢ n¡ 1
0 0 1 ¢ ¢ ¢ n¡ 2
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
0 0 0 ¢ ¢ ¢ 2
0 0 0 ¢ ¢ ¢ 1

1
CCCCCA
, ½)

0
BBB@

1 a 0 ¢ ¢ ¢ 0 0
0 1 a ¢ ¢ ¢ 0 0
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
0 0 0 ¢ ¢ ¢ 1 a
0 0 0 ¢ ¢ ¢ 0 1

1
CCCA,

¾)

0
BBB@

1 1 ¢ ¢ ¢ 1
1 1 + a1 ¢ ¢ ¢ 1
1 1 ¢ ¢ ¢ 1
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
1 1 ¢ ¢ ¢ 1 + an¡1

1
CCCA, Á)

0
B@

a+ 1 a ¢ ¢ ¢ a
a a+ 1 ¢ ¢ ¢ a
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
a a ¢ ¢ ¢ a+ 1

1
CA:

79. ÈáõÍ»É ·Í³ÛÇÝ Ñ³Ýñ³Ñ³ßí³Ï³Ý Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇ Ñ³Ù³Ï³ñ·Á, Ý³-
Ë³å»ë ³ÛÝ Ý»ñÏ³Û³óÝ»Éáí Ax = b ï»ëùáí

³) ¡x+ y = 4 µ) ¡x+ y = ¡4 ·) ¡x+ y = 0
¡2x+ y = 0; ¡2x+ y = 5; ¡2x+ y = 0;

¹) 3x+2y+2z = 0 ») 3x+2y+2z = ¡1 ½) 3x+2y+2z = 0
2x+2y+2z = 5 2x+2y+2z = 2 2x+2y+2z = 0

¡4x+4y+3z = 2, ¡4x+4y+3z = 0, ¡4x+4y+3z = 0:

80. ÈáõÍ»É Ù³ïñÇó³ÛÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÙÁ

³)

µ
1 2
3 4

¶
X =

µ
3 5
5 9

¶
,

µ) X

µ
3 ¡2
5 ¡4

¶
=

µ
¡1 2
¡5 6

¶
,

·)

µ
3 ¡1
5 ¡2

¶
X

µ
5 6
7 8

¶
=

µ
14 16
9 10

¶
,

¹)

0
@

1 2 ¡3
3 2 ¡4
2 ¡1 0

1
AX =

0
@

1 ¡3 0
10 2 7
10 7 8

1
A,

») X

0
@

5 3 1
1 ¡3 ¡2
¡5 2 1

1
A =

0
@

¡8 3 0
¡5 9 0
¡2 15 0

1
A,
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½)

0
@

2 ¡3 1
4 ¡5 2
5 ¡7 3

1
AX

0
@

9 7 6
1 1 2
1 1 1

1
A =

0
@

2 0 ¡2
18 12 9
23 15 11

1
A:

81. ÈáõÍ»É Ù³ïñÇó³ÛÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇ Ñ³Ù³Ï³ñ·Á

³)

µ
2 1
1 1

¶
X +

µ
3 1
2 1

¶
Y =

µ
2 8
0 5

¶
,

µ
3 ¡1
¡1 1

¶
X +

µ
2 1
¡1 ¡1

¶
Y =

µ
4 9
¡1 ¡4

¶
,

µ)

µ
1 1
¡1 1

¶
X +

µ
3 1
1 1

¶
Y =

µ
3 5
1 1

¶
,

µ
1 ¡1
1 1

¶
X +

µ
1 1
1 3

¶
Y =

µ
1 1
5 3

¶
:

82. ¶ïÝ»É x-Ý ³ÛÝå»ë, áñ A =

µ
3 x
¡2 ¡3

¶
Ù³ïñÇóÇ Ñ³Ï³¹³ñÓÁ

Ñ³í³ë³ñ ÉÇÝÇ Çñ»Ý:

83. ¶ïÝ»É ³ÛÝåÇëÇ x, áñ A =

µ
4 x
¡2 ¡3

¶
Ù³ïñÇóÁ ÉÇÝÇ áã Ñ³Ï³¹³ñ-

Ó»ÉÇ:

84. ¶ïÝ»É A Ù³ïñÇóÁ, »Ã» (2A)¡1 =

µ
1 2
3 4

¶
:

85. ÆÝãå»±ë Ï÷áËíÇ A Ù³ïñÇóÇ Ñ³Ï³¹³ñÓÁ, »Ã»
³) ï»Õ³÷áË»Ýù i-ñ¹ ¨ j-ñ¹ ïáÕ»ñÁ,
µ) i-ñ¹ ïáÕÁ µ³½Ù³å³ïÏ»Ýù c 6= 0 Ãíáí,
·) i-ñ¹ ïáÕÇÝ ·áõÙ³ñ»Ýù c 6= 0 Ãíáí µ³½Ù³å³ïÏ³Í j-ñ¹ ïáÕÁ:

86. òáõÛó ï³É, áñ »Ã» A-Ý ¨ B-Ý Ñ³Ï³¹³ñÓ»ÉÇ »Ý, ³å³ AB -Ý ÝáõÛÝå»ë
Ñ³Ï³¹³ñÓ»ÉÇ ¾ ¨ (AB)¡1 = B¡1A¡1 :
87. ¸Çóáõù A ¨ B Ù³ïñÇóÝ»ñÁ ÙÇ¨ÝáõÛÝ Ï³ñ·Ç Ñ³Ï³¹³ñÓ»ÉÇ Ù³ïñÇó-
Ý»ñ »Ý: ²å³óáõó»É Ñ»ï¨Û³É Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñÅ»ùáõÃÛáõÝÁª

AB = BA; AB¡1 = B¡1A; A¡1B = BA¡1; A¡1B¡1 = B¡1A¡1 :

88. ¶ïÝ»É (AB)¡1, (AT )¡1, A¡2, (2A)¡1 Ù³ïñÇóÝ»ñÁ, »Ã» ïñí³Í »Ýª

56



³) A¡1 =

µ
2 5
¡7 6

¶
, B¡1 =

µ
7 ¡3
2 0

¶

µ) A¡1 =

0
BBB@

1 ¡1
2

3
4

3
2

1
2 ¡2

1
4

1 1
2

1
CCCA , B¡1 =

0
BBB@

2 4 5
2

¡3
4 2 1

4

1
4

1
2

2

1
CCCA :

·) A¡1 =

0
@

1 ¡4 2
0 1 3
4 2 1

1
A , B¡1 =

0
@

6 5 ¡3
¡2 4 ¡1
1 3 4

1
A :

89. ¸Çóáõù A;B;C;D-Ý Ñ³Ï³¹³ñÓ»ÉÇ Ù³ïñÇóÝ»ñ »Ý: ²å³óáõó»É, áñ
µ
A B
C D

¶¡1

=

µ
(A¡BD¡1C)¡1 (C ¡DB¡1A)¡1

(B ¡AC¡1D)¡1 (D ¡ CA¡1B)¡1

¶
:

90. A ¨ C Ù³ïñÇóÝ»ñÁ Ñ³Ï³¹³ñÓ»ÉÇ »Ý: Ð³ßí»É Ñ»ï¨Û³É ù³é³ÏáõëÇ
Ù³ïñÇóÝ»ñÇ Ñ³Ï³¹³ñÓÝ»ñÁ,

³)

µ
A O
B C

¶
, µ)

µ
A B
O C

¶
:

91. ²å³óáõó»É, áñ »Ã» A-Ý Ñ³Ï³¹³ñÓ»ÉÇ ¾, ³å³

(A¡1)¡1 = A; (¸A)¡1 =
1

¸
A¡1;8¸ 2 R; ¸ 6= 0; (AT )¡1 = (A¡1)T :

92. ²å³óáõó»É, áñ »Ã» A2 = A, ³å³ E ¡ 2A = (E ¡ 2A)¡1:
93. ²å³óáõó»É, áñ »Ã» A-Ý, B-Ý, C-Ý ù³é³ÏáõëÇ Ù³ïñÇóÝ»ñ »Ý ¨
ABC = E, ³å³ B-Ý Ñ³Ï³¹³ñÓ»ÉÇ ¾ ¨ B¡1 = CA :
94. òáõÛó ï³É, áñ »Ã» C-Ý Ñ³Ï³¹³ñÓ»ÉÇ ¾ ¨ AC = BC Ï³Ù CA = CB,
³å³ A = B :
95. ²å³óáõó»É, áñ »Ã» A-Ý Ñ³Ï³¹³ñÓ»ÉÇ ¾ ¨ AB = 0, ³å³ B = 0 :
96. ²å³óáõó»É, áñ »Ã» A2 = A, ³å³ Ï³Ù A = E, Ï³Ù A-Ý áã Ñ³Ï³-
¹³ñÓ»ÉÇ ¾:
97. Æ±Ýã å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇ ¹»åùáõÙ ¾ Ñ³Ï³¹³ñÓ»ÉÇ

A

0
B@

a11 0 ¢ ¢ ¢ 0
0 a22 ¢ ¢ ¢ 0
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
0 0 ¢ ¢ ¢ ann

1
CA
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³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ Ù³ïñÇóÁ: ¶ïÝ»É Ñ³Ï³¹³ñÓÁ:
98. ú·ïí»Éáí Ý³Ëáñ¹ ËÝ¹ñÇó, ·ïÝ»É Ù³ïñÇóÇ Ñ³Ï³¹³ñÓÁ

³)

0
@

¡1 0 0
0 3 0
0 0 2

1
A, µ)

0
@

1
2

0 0
0 1

3 0
0 0 1

4

1
A :

MATHEMATICA-Æ ¶ð²¸²ð²Ü

Ü»ñÙáõÍ»Ýù Ñ»ï¨Û³É Ù³ïñÇóÁ

In[1]:= m = {{a, b}, {c, d}}

Out[1]= 88a, b<, 8c, d<<
¨ Ñ³ßí»Ýù Ñ³Ï³¹³ñÓÁ

In[2]:= Inverse[ m ]

Out[2]= 99 d

−b c +a d
, −

b

−b c+ a d
=, 9−

c

−b c+ a d
,

a

−b c+ a d
==

²Ûëï»Õ »ÝÃ³¹ñíáõÙ ¾, áñ ad¡ bc ³ñï³Ñ³ÛïáõÃÛáõÝÁ ½ñá ã¾: êïáõ-
·»Ýù

In[3]:= Inverse[m] . m

Out[3]= 99−
b c

−b c+ a d
+

a d

−b c + a d
, 0=,

90, −
b c

−b c + a d
+

a d

−b c+ a d
==

àñå»ë½Ç ï»ëÝ»Ýù, áñ ëï³óí³ÍÁ ÙÇ³íáñ ¾, å³ï³ëË³ÝÁ å³ñ-
½»óÝ»Ýù

In[4]:= Simplify[Inverse[m] . m ]

Out[4]= 881, 0<, 80, 1<<
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Ü»ñÙáõÍ»Ýù Ñ»ï¨Û³É Ù³ïñÇóÁ

In[5]:= hb = Table[1/(i + j), {i, 4}, {j, 4}]

Out[5]= 99 1
2
,
1

3
,

1

4
,

1

5
=, 9 1

3
,
1

4
,

1

5
,

1

6
=,

9 1
4
,
1

5
,

1

6
,

1

7
=, 9 1

5
,
1

6
,

1

7
,

1

8
==

Ð³ßí»Ýù Ñ³Ï³¹³ñÓÁ

In[6]:= invhb=Inverse[hb];

invhb//MatrixForm

Out[7]//MatrixForm=

i
k
jjjjjj

200 −1200 2100 −1120

−1200 8100 −15120 8400

2100 −15120 29400 −16800

−1120 8400 −16800 9800

y
{
zzzzzz

êïáõ·»Ýù

In[8]:= invhb . hb

Out[8]= 881, 0, 0, 0<, 80, 1, 0, 0<, 80, 0, 1, 0<, 80, 0, 0, 1<<

²ÛÅÙ ¹Çï³ñÏ»Ýù Çñ³Ï³Ý Ãí»ñ å³ñáõÝ³ÏáÕ Ù³ïñÇó

In[9]:= m = {{1.2, 5.7}, {4.2, 5.6}}

Out[9]= 881.2, 5.7<, 84.2, 5.6<<
Ð³ßí»Ýù Ñ³Ï³¹³ñÓÁ

In[10]:= Inverse[ % ]

Out[10]= 88−0.325203 , 0.33101 <, 80.243902 , −0.0696864 <<
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êïáõ·»Ýù

In[11]:= % . m

Out[11]= 991., −1.25442 ×10−16=, 91.00831 ×10−17, 1.==
ÆÝãå»ë ï»ëÝáõÙ »Ýù Ñ³Ï³¹³ñÓ Ù³ïñÇóÁ Ï³éáõóí»É ¾ ëË³Éáí, áñÁ

ë³Ï³ÛÝ Ù»ù»Ý³Û³Ï³Ý ×ßïáõÃÛ³Ý ë³ÑÙ³ÝÝ»ñáõÙ ¾:
Î³Ý ù³é³ÏáõëÇ Ù³ïñÇóÝ»ñ, áñáÝù Ñ³Ï³¹³ñÓ ãáõÝ»Ý

In[12]:= Inverse[ {{1., 2.}, {1., 2.}} ]

— Inverse ::sing  :  

Matrix 881., 2.<, 81., 2.<< is singular . More…

Out[12]= Inverse @881., 2.<, 81., 2.<<D
àã ù³é³ÏáõëÇ Ù³ïñÇóÇ Ñ³Ï³¹³ñÓÁ ë³ÑÙ³Ýí³Í ã¾

In[13]:= InverseAJ1 2 2
3 1 4NE

— Inverse ::matsq  :  

Argument 881, 2, 2<, 83, 1, 4<< at position

1 is not a nonempty square matrix . More…

Out[13]= Inverse @881, 2, 2<, 83, 1, 4<<D

ÎÆð²èàôÂÚàôÜ

Ð²Ôàð¸²¶ðàôÂÚ²Ü ¶²ÔîÜ²¶ðàôØ

ºì ¶²ÔîÜ²¶ðÆ ìºðÌ²ÜàôØ

Ð³Õáñ¹³·ñáõÃÛáõÝÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ ·³ÕïÝ³·ñ»É Ñ»ï¨Û³É »Õ³Ý³Ïáí. ³Û-
µáõµ»ÝÇ (ûñÇÝ³Ï Ñ³Û»ñ»Ý ³Ûµáõµ»ÝÇ) Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ï³éÇÝ Ñ³Ù³å³ï³-
ëË³ÝáõÃÛ³Ý Ù»ç »Ý ¹ÝáõÙ áñ¨¾ ÃÇí: ä³ñ½áõÃÛ³Ý Ñ³Ù³ñ ï³é»ñÁ ÏÑ³-
Ù³ñ³Ï³É»Ýù Ñ»ñÃ³Ï³ÝáõÃÛ³Ùµ: ¶ÍÇÏáí Ýß³Ý³Ï»Ýù 0 ÃÇíÁ
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¡ -0 ³-1 µ-2 ·-3 ¹-4 »-5 ½-6 ¾-7 Á-8 Ã-9
Å-10 Ç-11 É-12 Ë-13 Í-14 Ï-15 Ñ-16 Ó-17 Õ-18 ×-19
Ù-20 Û-21 Ý-22 ß-23 á-24 ã-25 å-26 ç-27 é-28 ë-29
í-30 ï-31 ñ-32 ó-33 áõ-34 ÷-35 ù-36 ¨-37 û-38 ý-39

îíÛ³É Ñ³Õáñ¹³·ñáõÃÛ³Ý Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ï³éÇ ÷áË³ñ»Ý ·ñáõÙ »Ýù
¹ñ³Ý Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ ÃÇíÁ, ÇëÏ µ³é»ñÇ ÙÇç¨ ¹ÝáõÙ »Ýù ½ñá: êï³ó-
í³Í Ãí»ñÇ ß³ñ³ÝÁ` x, µ³Å³ÝáõÙ »Ýù n-Û³ÏÝ»ñÇ` ³ÝÑñ³Å»ßïáõÃÛ³Ý
¹»åùáõÙ í»ñçáõÙ ³í»É³óÝ»Éáí ½ñáÝ»ñ: ²é³çÇÝ n-Û³ÏÁ Ýß³Ý³ÏáõÙ »Ýù
x1-áí` x1 = (a1; ¢ ¢ ¢ ; an): x1-Á Ïá¹³íáñ»Éáõ Ñ³Ù³ñ í»ñóÝáõÙ »Ýù Ï³-
Ù³Û³Ï³Ý A Ñ³Ï³¹³ñÓ»ÉÇ (n£ n) Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇó ¨ Ñ³ßíáõÙ y1 = x1A:
y1-Á ÏÉÇÝÇ x1-Ç ·³ÕïÝ³·ÇñÁ: ÜáõÛÝÁ ÏñÏÝ»Éáí µáÉáñ n-Û³ÏÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñ,
Ïëï³Ý³Ýù í»ñç³íáñ Ãí³ÛÇÝ Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝ` y, áñÝ ¾É ³ÙµáÕç Ñ³-
Õáñ¹³·ñáõÃÛ³Ý ·³ÕïÝ³·ÇñÝ ¾: y ·³ÕïÝ³·ÇñÁ ëï³óáÕÁ ³ÛÝ µ³Å³ÝáõÙ
¾ n-Û³ÏÝ»ñÇ ¨ í»ñÍ³ÝáõÙ: úñÇÝ³Ï, y1 n-Û³ÏÁ í»ñÍ³Ý»Éáõ Ñ³Ù³ñ Ñ³ñ-
Ï³íáñ ¾ Ñ³ßí»É y1A¡1 = x1 ³ñï³Ñ³ÛïáõÃÛáõÝÁ ¨ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ÃíÇ
÷áË³ñ»Ý ï»Õ³¹ñ»É Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý ï³éÁ: ²ÛëåÇëáí, í»ñÍ³ÝÙ³Ý
Ñ³Ù³ñ Ñ³ñÏ³íáñ ¾ ÇÙ³Ý³É áã ÙÇ³ÛÝ A Ù³ïñÇóÁ (¨ áõñ»ÙÝ Ýñ³ Ñ³Ï³-
¹³ñÓÁ), ³ÛÉ¨ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ÃíÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ ï³éÁ:

úñÇÝ³Ï 25. ”ÂßÝ³ÙÇÝ Ùáï»ÝáõÙ ¾” Ñ³Õáñ¹³·ñáõÃÛáõÝÁ ·³ÕïÝ³-
·ñ»É

A =

0
@

1 ¡2 2
¡1 1 3
1 ¡1 ¡4

1
A

Ù³ïñÇóÇ û·ÝáõÃÛ³Ùµ:
îñí³Í Ñ³Õáñ¹³·ñáõÃÛ³ÝÁ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáõÙ ¾ »éÛ³ÏÝ»ñÇ Ñ»ï¨-

Û³É ß³ñ³ÝÁ

(9; 23; 22); (1; 20; 11); (22; 0; 20); (24; 31; 5); (22; 34; 20); (0; 7; 0) :

Î³½Ù»Ýù Ñ»ï¨Û³É Ù³ïñÇóÁ

B =

0
BBBBB@

9 23 22
1 20 11
22 0 20
24 31 5
22 34 20
0 7 0

1
CCCCCA

:
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Ð³ßí»Ýù BA ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ

BA =

0
BBBBB@

8 ¡17 ¡1
¡8 7 18
42 ¡64 ¡36
¡2 ¡22 121
8 ¡30 66
¡7 7 21

1
CCCCCA

:

¶³ÕïÝ³·ÇñÝ ¾
(8;¡17;¡1;¡8; 7; 18; 42;¡64;¡36;¡2;¡22; 121; 8;¡30; 66;¡7;7;21):

ì»ñÍ³Ý»Ýù ·³ÕïÝ³·ÇñÁ: àõÝ»Ýù

A¡1 =

0
@

¡1 ¡10 ¡8
¡1 ¡6 ¡5
0 ¡1 ¡1

1
A :

¶³ÕÝ³·ÇñÁ µ³Å³Ý»Ýù »éÛ³ÏÝ»ñÇ ¨ Ï³½Ù»Ýù

C =

0
BBBBB@

8 ¡17 ¡1
¡8 7 18
42 ¡64 ¡36
¡2 ¡22 121
8 ¡30 66
¡7 7 21

1
CCCCCA

Ù³ïñÇóÁ: Ð³ßí»Ýù CA¡1 ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ

CA¡1 = B =

0
BBBBB@

9 23 22
1 20 11
22 0 20
24 31 5
22 34 20
0 7 0

1
CCCCCA

:

êï³ó³Ýù Ñ³Õáñ¹³·ñáõÃÛ³Ý ëÏ½µÝ³Ï³Ý Ïá¹Á`B-Ý: Úáõñ³ù³ÝãÛáõñ
ÃíÇ ÷áË³ñ»Ý ï»Õ³¹ñ»Éáí Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý ï³éÁ, Ï³ñ¹áõÙ »Ýù Ñ³-
Õáñ¹³·ñáõÃÛáõÝÁ: ²
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99. ú·ï³·áñÍ»Éáí

A =

0
@

1 ¡1 0
1 0 ¡1
¡6 2 3

1
A

Ù³ïñÇóÁ ·³ÕïÝ³·ñ»É ”¼·áõß³ó»ù ³íïáÙ»ù»Ý³ÛÇó” Ñ³Õáñ¹³·ñáõÃÛáõ-
ÝÁ:
100. ú·ï³·áñÍ»Éáí

A =

µ
1 2
3 5

¶

Ù³ïñÇóÁ ·³ÕïÝ³·ñ»É ”Ø»½ Ùáï ã»Ý ÍËáõÙ” Ñ³Õáñ¹³·ñáõÃÛáõÝÁ:
101. ÆÙ³Ý³Éáí, áñ Ñ³Õáñ¹³·ñáõÃÛáõÝÁ Í³ÍÏ³·ñí»É ¾ 99 í³ñÅáõÃÛ³Ý A
Ù³ïñÇóáí` í»ñÍ³Ý»É Ñ»ï¨Û³É Í³ÍÏ³·ÇñÁ

(¡195; 62; 99;¡174; 43; 98; 41;¡5;¡36;¡155; 61; 63; 14;¡14;¡5;
¡91; 8; 61; ¡44; 21; 12; 33;¡33; 0) :
102. ÆÙ³Ý³Éáí, áñ Ñ³Õáñ¹³·ñáõÃÛáõÝÁ Í³ÍÏ³·ñí»É ¾ 100 í³ñÅáõÃÛ³Ý
A Ù³ïñÇóáí í»ñÍ³Ý»É Ñ»ï¨Û³É Í³ÍÏ³·ÇñÁ

(35; 65; 6; 12; 92; 160; 31; 62; 40; 75; 22; 44; 53; 93; 94; 168) :

4. Ø²îðÆòÆ àðàÞÆâ

Ø³ïñÇóÇ áñáßÇãÁ ë³ÑÙ³Ý»Ýù ÇÝ¹áõÏóÇ³ÛÇ »Õ³Ý³Ïáí: ¸ÇóáõùA =
(aij); i; j = 1; n: ºñµ n = 1; áñå»ë Ù³ïñÇóÇ áñáßÇã ë³ÑÙ³Ý»Ýù a11
ÃÇíÁ, »ñµ n = 2`

¯̄
¯̄ a11 a12
a21 a22

¯̄
¯̄ = a11a22 ¡ a12a21

ÃÇíÁ:

M
i

j -áí Ýß³Ý³Ï»Ýù (n¡ 1)£ (n¡ 1) Ï³ñ·Ç ³ÛÝ Ù³ïñÇóÇ áñáßÇãÁ,

áñÁ ëï³óíáõÙ ¾ A Ù³ïñÇóÇó i-ñ¹ ïáÕÁ ¨ j-ñ¹ ëÛáõÝÁ Ñ³Ý»Éáõó: M
i

j ÃÇíÝ

³Ýí³ÝáõÙ »Ý aij ï³ññÇ ÙÇÝáñ, ÇëÏ Aij = (¡1)i+jM
i

j ÃÇíÁ` aij ï³ññÇ

Ñ³Ýñ³Ñ³ßí³Ï³Ý Éñ³óáõÙ:
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àñå»ë (n£ n) Ï³ñ·Ç (n > 2) A Ù³ïñÇóÇ áñáßÇã ë³ÑÙ³Ý»Ýù

¯̄
¯̄
¯̄
¯

a11 ¢ ¢ ¢ a1n
a21 ¢ ¢ ¢ a2n
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
an1 ¢ ¢ ¢ ann

¯̄
¯̄
¯̄
¯
= detA =

nX

j=1

A1ja1j

ÃÇíÁ: A Ù³ïñÇóÇ áñáßÇãÁ Ýß³Ý³ÏáõÙ »Ý Ý³¨ ¢(A); jAj ëÇÙíáÉÝ»ñáí:
úñÇÝ³Ï 26. Ð³ßí»É A Ù³ïñÇóÇ áñáßÇãÁ

A =

0
@

0 2 1
3 ¡1 2
4 0 1

1
A :

M
1

1 ÙÇÝáñÁ ·ïÝ»Éáõ Ñ³Ù³ñ å»ïù ¾ Ñ³Ý»É A Ù³ïñÇóÇ ³é³çÇÝ
ïáÕÝ áõ ëÛáõÝÁ ¨ Ñ³ßí»É ëï³óí³Í Ù³ïñÇóÇ áñáßÇãÁ

M
1

1 =

¯̄
¯̄¡1 2
0 1

¯̄
¯̄ = ¡1 ¢ 1¡ 0 ¢ 2 = ¡1 :

M
1

2 ÙÇÝáñÁ ·ïÝ»Éáõ Ñ³Ù³ñ Ñ³ñÏ³íáñ ¾ Ñ³Ý»É ³é³çÇÝ ïáÕÝ áõ »ñÏñáñ¹
ëÛáõÝÁ

M
1

2 =

¯̄
¯̄ 3 2
4 1

¯̄
¯̄ = 3 ¢ 1¡ 4 ¢ 2 = ¡5 :

ÜáõÛÝ »Õ³Ý³Ïáí, Ïëï³Ý³Ýù`

M
1

3 = 4; A11 = ¡1; A12 = 5; A13 = 4 :

Ð³Ù³Ó³ÛÝ áñáßÇãÇ ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý

detA = a11A11 + a12A12 + a13A13 = 0 ¢ (¡1) + 2 ¢ 5 + 1 ¢ 4 = 14 : ²

Â»áñ»Ù 3. (n £ n) Ï³ñ·Ç A Ù³ïñÇóÇ áñáßÇãÇ Ñ³Ù³ñ ×Çßï »Ý
Ñ»ï¨Û³É µ³Ý³Ó¨»ñÁ

detA =
nX

j=1

Aijaij; i = 2; n; (5)
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detA =
nX

i=1

Aijaij ; j = 1; n : (6)

(5) ¨ (6) µ³Ý³Ó¨»ñÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý áñáßÇãÇ í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝ Ñ³Ù³å³ï³ë-
Ë³Ý³µ³ñ Áëï i-ñ¹ ïáÕÇ ¨ Áëï j-ñ¹ ëÛ³Ý:

úñÇÝ³Ï 27. Ð³ßí»Ýù Ý³Ëáñ¹ ûñÇÝ³ÏÇ áñáßÇãÁ í»ñÉáõÍ»Éáí ³ÛÝ
Áëï »ñÏñáñ¹ ïáÕÇ

M
2

1 = 2; M
2

2 = ¡4; M
2

3 = ¡8;

A21 = ¡2; A22 = ¡4; A23 = 8;

detA = a21A21+a22A22+a23A23 = 3 ¢(¡2)+(¡1) ¢(¡4)+2 ¢8 = 14 :

ÜáõÛÝ áñáßÇãÁ Ñ³ßí»Ýù í»ñÉáõÍ»Éáí ³ÛÝ Áëï ³é³çÇÝ ëÛ³Ý

detA = a11A11 +a21A21 +a31A31 = 0 ¢ (¡1)+3 ¢ (¡2)+4 ¢ 5 = 14 : ²

àñáßÇãÇ í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÝ ³í»ÉÇ Ñ³ñÙ³ñ ¾ Ï³ï³ñ»É ³ÛÝ ïáÕáí Ï³Ù
ëÛáõÝáí, áñÝ ³í»ÉÇ ß³ï ½ñáÝ»ñ ¾ å³ñáõÝ³ÏáõÙ:

úñÇÝ³Ï 28. Ð³ßí»É Ñ»ï¨Û³É Ù³ïñÇóÇ áñáßÇãÁ

A =

0
B@

1 ¡2 3 0
¡1 1 0 2
0 2 0 3
3 4 0 ¡2

1
CA :

ì»ñÉáõÍ»Ýù ³Ù»Ý³ß³ï ½ñáÝ»ñ å³ñáõÝ³ÏáÕ »ññáñ¹ ëÛáõÝáí

detA = 3A13 + 0A23 + 0A33 + 0A43 = 3A13 :

Ð³ßí»Ýù A13-Á:

A13 = (¡1)1+3

¯̄
¯̄
¯̄
¡1 1 2
0 2 3
3 4 ¡2

¯̄
¯̄
¯̄ :

êï³óí³Í áñáßÇãÁ í»ñÉáõÍ»Ýù Áëï »ñÏñáñ¹ ïáÕÇ

A13 = 2 ¢ (¡1)4
¯̄
¯̄¡1 2
3 ¡2

¯̄
¯̄+ 3 ¢ (¡1)5

¯̄
¯̄¡1 1
3 4

¯̄
¯̄ = 13 : ²
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²é³ÝÓÝ³å»ë Ñ»ßï ¾ Ñ³ßí»É »é³ÝÏÛáõÝ³Ó¨ Ù³ïñÇóÝ»ñÇ áñáßÇãÝ»-
ñÁ:

úñÇÝ³Ï 29. Ð³ßí»É Ñ»ï¨Û³É (n£ n) Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇóÇ áñáßÇãÁ

A =

0
BBB@

a11 0 ¢ ¢ ¢ 0 0
a21 a22 ¢ ¢ ¢ 0 0
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢

a(n¡1)1 a(n¡1)2 ¢ ¢ ¢ a(n¡1)(n¡1) 0
an1 an2 ¢ ¢ ¢ an(n¡1) ann

1
CCCA :

àñáßÇãÁ í»ñÉáõÍ»Ýù Áëï ³é³çÇÝ ïáÕÇ

detA =
nX

j=1

A1ja1j = (¡1)1+1 ¢ a11

¯̄
¯̄
¯̄
¯

a22 0 ¢ ¢ ¢ 0
a32 a33 ¢ ¢ ¢ 0
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
an2 an3 ¢ ¢ ¢ ann

¯̄
¯̄
¯̄
¯
:

ÎñÏÝ»Éáí í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÝ»ñÝ Áëï ³é³çÇÝ ïáÕÇ, Ïëï³Ý³Ýù

detA = a11a22 ¢ ¢ ¢ ann :

ÜáõÛÝ å³ï³ëË³ÝÁ Ïëï³óíÇ, »Ã» Ñ³ßí»Ýù í»ñÇÝ »é³ÝÏÛáõÝ³Ó¨ Ù³ï-
ñÇóÇ áñáßÇãÁ:²

úñÇÝ³Ï 30. ÜáõÛÝ »Õ³Ý³Ïáí Ï³ñ»ÉÇ ¾ Ñ³ßí»É »ñÏñáñ¹³Ï³Ý ³Ý-
ÏÛáõÝ³·ÍÇ ÝÏ³ïÙ³Ùµ »é³ÝÏÛáõÝ³Ó¨ Ñ»ï¨Û³É (n £ n) Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇóÇ
áñáßÇãÁ

A =

0
BBB@

0 0 ¢ ¢ ¢ 0 a1n
0 0 ¢ ¢ ¢ a2(n¡1) a2n
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
0 a(n¡1)2 ¢ ¢ ¢ a(n¡1)(n¡1) a(n¡1)n

an1 an2 ¢ ¢ ¢ an(n¡1) ann

1
CCCA :

àñáßÇãÁ í»ñÉáõÍ»Ýù Áëï ³é³çÇÝ ïáÕÇ

detA =
nX

j=1

(1)1+ja1jM
1

j = (¡1)1+na1nM
1

n :
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ÎñÏÝ»Éáí í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÝ»ñÝ Áëï ³é³çÇÝ ïáÕÇ, Ïëï³Ý³Ýù

det(A) = (¡1)1+n+n+n¡1+n¡2+¢¢¢+2a1na2(n¡1) ¢ ¢ ¢ an1 :

Ð»ï¨³µ³ñ

det(A) = (¡1)
n(n¡1)

2 a1na2(n¡1) ¢ ¢ ¢ an1 : ²

103. Ð³ßí»É áñáßÇãÝ»ñÁ

³)

¯̄
¯̄ 1 2
¡1 3

¯̄
¯̄, µ)

¯̄
¯̄ 6 4
3 2

¯̄
¯̄, ·)

¯̄
¯̄¡1 7
¡8 ¡3

¯̄
¯̄, ¹)

¯̄
¯̄ k ¡ 1 2

4 k ¡ 3

¯̄
¯̄,

»)

¯̄
¯̄
¯̄
1 ¡2 7
3 5 1
4 3 8

¯̄
¯̄
¯̄, ½)

¯̄
¯̄
¯̄
8 2 ¡1
¡3 4 ¡6
1 7 2

¯̄
¯̄
¯̄, ¾)

¯̄
¯̄
¯̄
1 0 3
4 0 ¡1
2 8 6

¯̄
¯̄
¯̄, Á)

¯̄
¯̄
¯̄
k ¡3 9
2 4 k + 1
1 k2 3

¯̄
¯̄
¯̄:

104. ¶ïÝ»É ¸-Ç µáÉáñ ³ÛÝ ³ñÅ»ùÝ»ñÁ, áñáÝó Ñ³Ù³ñ detA = 0

³) A =

µ
¸¡ 1 ¡2
1 ¸¡ 4

¶
; µ) A =

0
@

¸¡ 6 0 0
0 ¸ ¡1
0 4 ¸¡ 4

1
A :

105. Ð³ßí»É A Ù³ïñÇóÇ »ñÏñáñ¹ ëÛ³Ý ï³ññ»ñÇ ÙÇÝáñÝ»ñÁ ¨ Ñ³Ýñ³-
Ñ³ßí³Ï³Ý Éñ³óáõÙÝ»ñÁ: Ð³ßí»É A Ù³ïñÇóÇ áñáßÇãÁ` í»ñÉáõÍ»Éáí ³ÛÝ
Áëï »ñÏáñ¹ ëÛ³Ý

A =

0
B@

3 a 1 3
5 b 8 1
1 c ¡1 ¡1
2 d 7 2

1
CA :

106. àñáßÇãÝ»ñÁ í»ñÉáõÍ»É Áëï ï³é»ñÇó Ï³½Ùí³Í ïáÕ»ñÇ Ï³Ù ëÛáõÝ»ñÇ

³)

¯̄
¯̄
¯̄
¯

1 0 ¡1 ¡1
0 ¡1 ¡1 1
a b c d
¡1 ¡1 1 0

¯̄
¯̄
¯̄
¯
; µ)

¯̄
¯̄
¯̄
¯

2 1 1 x
1 2 1 y
1 1 2 z
1 1 1 t

¯̄
¯̄
¯̄
¯
; ·)

¯̄
¯̄
¯̄
¯

a 1 1 1
b 0 1 1
c 1 0 1
d 1 1 0

¯̄
¯̄
¯̄
¯
:
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107. Ð³ßí»É áñáßÇãÝ»ñÁ

³)

¯̄
¯̄
¯̄
2 ¡40 17
0 1 11
0 0 3

¯̄
¯̄
¯̄ ; µ)

¯̄
¯̄
¯̄
¯

1 0 0 0
¡9 ¡1 0 0
12 7 8 0
4 5 7 2

¯̄
¯̄
¯̄
¯
:

5. Ø²îðÆòÆ àðàÞÆâÆ Ð²ÞìàôØÀ î²ðð²Î²Ü
Òºì²öàÊàôÂÚàôÜÜºðàì: Ø²îðÆòÆ àðàÞÆâÆ

Ð²îÎàôÂÚàôÜÜºðÀ

Â»áñ»Ù 4.(àñáßÇãÇ ·Í³ÛÇÝ Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÁ) ò³ÝÏ³ó³Í ¸; ¹ 2 R Ãí»ñÇ
Ñ³Ù³ñª

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

a11 a12 ¢ ¢ ¢ a1n
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢

¸bk1 + ¹ck1 ¸bk2 + ¹ck2 ¢ ¢ ¢ ¸bkn + ¹ckn
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
an1 an2 ¢ ¢ ¢ ann

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
=

= ¸

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

a11 a12 ¢ ¢ ¢ a1n
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
bk1 bk2 ¢ ¢ ¢ bkn
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
an1 an2 ¢ ¢ ¢ ann

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
+ ¹

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

a11 a12 ¢ ¢ ¢ a1n
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
ck1 ck2 ¢ ¢ ¢ ckn
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
an1 an2 ¢ ¢ ¢ ann

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
:

Â»áñ»Ù 5. ¸Çóáõù A-Ý ¨ B-Ý (n£ n) Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇóÝ»ñ »Ý: ºÃ» B
Ù³ïñÇóÁ ëï³óí»É ¾ A Ù³ïñÇóÇó »ñÏáõ ó³ÝÏ³ó³Í ïáÕ»ñÇ (ëÛáõÝ»ñÇ)
ï»Õ³÷áËáõÃÛ³Ùµ, ³å³

detB = ¡detA;

Ð»ï»õ³Ýù 1.¸ÇóáõùA-Ý ¨B-Ý (n£n) Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇóÝ»ñ »Ý: ºÃ»B
Ù³ïñÇóÁ ëï³óí»É ¾A Ù³ïñÇóÇó Ýñ³ áñ¨¾ ïáÕÁ (ëÛáõÝÁ) ½ñáÛÇó ï³ñµ»ñ
c Ãíáí µ³½Ù³å³ïÏ»Éáí, ³å³

detB = cdetA;
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Ð»ï»õ³Ýù 2.¸Çóáõù A-Ý ¨ B-Ý (n£ n) Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇóÝ»ñ »Ý: ºÃ»
B Ù³ïñÇóÁ ëï³óí»É ¾ A Ù³ïñÇóÇó Ýñ³ áñ¨¾ ïáÕÇÝ (ëÛ³ÝÁ) Ù»Ï ³ÛÉ
ïáÕÇ (ëÛ³Ý) µ³½Ù³å³ïÇÏÁ ³í»É³óÝ»Éáí, ³å³

detB = detA :

Ð»ï»õ³Ýù 3. ¸Çóáõù A-Ý (n £ n) Ï³ñ·Ç áñáßÇã ¾: ºÃ» ï»ÕÇ áõÝÇ
Ñ»ï¨Û³É å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇó áñ¨¾ Ù»ÏÁ, ³å³ detA = 0.

³) A Ù³ïñÇóÇ áñ¨¾ ïáÕ (ëÛáõÝ) µ³ÕÏ³ó³Í ¾ ÙÇ³ÛÝ ½ñáÝ»ñÇó,
µ) A Ù³ïñÇóÝ áõÝÇ »ñÏáõ ÝáõÛÝ ïáÕÁ (ëÛáõÝÁ),
·) A Ù³ïñÇóÇ áñ¨¾ ïáÕ (ëÛáõÝ) Ù»Ï ³ÛÉ ïáÕÇ (ëÛ³Ý) µ³½Ù³å³ïÇÏÝ

¾:
Ð»ï»õ³Ýù 4. ¸Çóáõù A-Ý (n£ n) Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇó ¾, ÇëÏ c = const,

³å³
det(cA) = cn detA :

Â»áñ»Ù 6. 4. ºÃ» k 6= i, ³å³

nX

s=1

Aisaks = 0 :

úñÇÝ³Ï 31. Ð³ßí»É áñáßÇãÁ

¢ =

¯̄
¯̄
¯̄
¯

4 99 83 1
0 8 16 0
60 17 134 20
15 43 106 5

¯̄
¯̄
¯̄
¯
:

²é³çÇÝ ëÛáõÝÇó Ñ³Ý»Ýù í»ñçÇÝÇ »é³å³ïÇÏÁ

¢ =

¯̄
¯̄
¯̄
¯

1 99 83 1
0 8 16 0
0 17 134 20
0 43 106 5

¯̄
¯̄
¯̄
¯
:

àñáßÇãÁ í»ñÉáõÍ»Ýù Áëï ³é³çÇÝ ëÛ³Ý

¢ = 1 ¢ (¡1)1+1

¯̄
¯̄
¯̄
8 16 0
17 134 20
43 106 5

¯̄
¯̄
¯̄ :

69



ºñÏñáñ¹ ëÛáõÝÇó Ñ³Ý»Ýù ³é³çÇÝÇ ÏñÏÝ³å³ïÇÏÁ

¢ =

¯̄
¯̄
¯̄
8 0 0
17 100 20
43 20 5

¯̄
¯̄
¯̄ :

ì»ñÉáõÍ»Ýù Áëï ³é³çÇÝ ïáÕÇ

¢ = 8 ¢
¯̄
¯̄ 100 20
20 5

¯̄
¯̄ = 8(500¡ 400) = 800 : ²

úñÇÝ³Ï 32. Ð³ßí»É ì³Ý¹»ñÙáÝ¹Ç áñáßÇãÁ

detW =

¯̄
¯̄
¯̄
¯

1 1 1 ¢ ¢ ¢ 1
a1 a2 a3 ¢ ¢ ¢ an
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
an¡1
1 an¡1

2 an¡1
3 ¢ ¢ ¢ an¡1

n

¯̄
¯̄
¯̄
¯
;

áñï»Õ ai 6= aj , »ñµ i 6= j:
´áÉáñ ïáÕ»ñÇó, ëÏë³Í í»ñçÇÝÇó, Ñ³Ý»Ýù Ý³Ëáñ¹Á` µ³½Ù³å³ï-

Ï³Í a1-áí

detW =

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

1 1 1 ¢ ¢ ¢ 1
0 a2 ¡ a1 a3 ¡ a1 ¢ ¢ ¢ an ¡ a1
0 (a2 ¡ a1)a2 (a3 ¡ a1)a3 ¢ ¢ ¢ (an ¡ a1)an
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
0 (a2 ¡ a1)a

n¡2
2 (a3 ¡ a1)a

n¡2
3 ¢ ¢ ¢ (an ¡ a1)a

n¡2
n

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
:

ì»ñÉáõÍ»Ýù ëï³óí³Í áñáßÇãÁ Áëï ³é³çÇÝ ïáÕÇ

detW = (a2 ¡ a1)(a3 ¡ a1) ¢ ¢ ¢ (an ¡ a1)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

1 1 ¢ ¢ ¢ 1
a2 a3 ¢ ¢ ¢ an
a22 a23 ¢ ¢ ¢ a2n
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
an¡2
2 an¡2

3 ¢ ¢ ¢ an¡2
n

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
:

êï³ó³Ýù ³í»ÉÇ ó³Íñ Ï³ñ·Ç ì³Ý¹»ñÙáÝ¹Ç áñáßÇã: ÜáõÛÝÁ ÏñÏÝ»Éáí
(n¡ 2) ³Ý·³Ù, Ïëï³Ý³Ýù

detW = [(a2 ¡ a1)(a3 ¡ a1) ¢ ¢ ¢ (an ¡ a1)]£
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£[(a3 ¡ a2)(a4 ¡ a2) ¢ ¢ ¢ (an ¡ a2)]£
£ ¢ ¢ ¢ [(an ¡ an¡1)];

Ï³Ù, áñ ÝáõÛÝÝ ¾,

detW =
Y

1·j<i·n

(ai ¡ aj) :

ø³ÝÇ áñ Áëï å³ÛÙ³ÝÇ, Ù³ïñÇóÇ ï³ññ»ñÁ Çñ³ñÇó ï³ñµ»ñ »Ý, ³å³
detW 6= 0 : ²

úñÇÝ³Ï 33. Ð³ßí»É áñáßÇãÁ

¢ =

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

1 2 3 ¢ ¢ ¢ n
¡1 0 3 ¢ ¢ ¢ n
¡1 ¡2 0 ¢ ¢ ¢ n
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
¡1 ¡2 ¡3 ¢ ¢ ¢ 0

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
:

²é³çÇÝ ïáÕÁ ·áõÙ³ñ»Ýù ÙÝ³ó³Í µáÉáñ ïáÕ»ñÇÝ

¢ =

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

1 2 3 ¢ ¢ ¢ n
0 2 6 ¢ ¢ ¢ 2n
0 0 3 ¢ ¢ ¢ 2n
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
0 0 0 ¢ ¢ ¢ n

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
:

Ð»ï¨³µ³ñ` ¢ = 1 ¢ 2 ¢ 3 ¢ ¢ ¢n = n!:
úñÇÝ³Ï 34. Ð³ßí»É áñáßÇãÁ

¢ =

¯̄
¯̄
¯̄
¯

a a ¢ ¢ ¢ a a+ x
a a ¢ ¢ ¢ a+ x a
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢

a+ x a ¢ ¢ ¢ a a

¯̄
¯̄
¯̄
¯
:

ì»ñçÇÝ ëÛ³ÝÁ ·áõÙ³ñ»Ýù ÙÝ³ó³Í µáÉáñ ëÛáõÝ»ñÁ

¢ =

¯̄
¯̄
¯̄
¯

a a ¢ ¢ ¢ a na+ x
a a ¢ ¢ ¢ a+ x na+ x
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢

a+ x a ¢ ¢ ¢ a na+ x

¯̄
¯̄
¯̄
¯
=
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= (na+ x)

¯̄
¯̄
¯̄
¯

a a ¢ ¢ ¢ a 1
a a ¢ ¢ ¢ a+ x 1
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢

a+ x a ¢ ¢ ¢ a 1

¯̄
¯̄
¯̄
¯
:

´áÉáñ ëÛáõÝ»ñÇó, µ³óÇ í»ñçÇÝÇó, Ñ³Ý»Ýù a-áí µ³½Ù³å³ïÏ³Í í»ñçÇÝÁ

¢ = (na+ x)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

0 0 ¢ ¢ ¢ 0 1
0 0 ¢ ¢ ¢ x 1
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
0 x ¢ ¢ ¢ 0 1
x 0 ¢ ¢ ¢ 0 1

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
:

Ð»ï¨³µ³ñ` ¢ = (¡1)
n(n¡1)

2 (na+ x)xn¡1 :
àñáßÇã Ñ³ßí»Éáõ ÝÏ³ñ³·ñí³Í »Õ³Ý³ÏÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý »é³ÝÏÛáõÝ³Ó¨

ï»ëùÇ µ»ñ»Éáõ »Õ³Ý³Ï:

úñÇÝ³Ï 35. Ð³ßí»É n-ñ¹ Ï³ñ·Ç áñáßÇãÁ

¢ =

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

a b 0 0 ¢ ¢ ¢ 0 0
0 a b 0 ¢ ¢ ¢ 0 0
0 0 a b ¢ ¢ ¢ 0 0
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
0 0 0 0 ¢ ¢ ¢ a b
b 0 0 0 ¢ ¢ ¢ 0 a

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

:

àñáßÇãÁ í»ñÉáõÍ»Ýù Áëï ³é³çÇÝ ëÛ³Ý

¢n = a

¯̄
¯̄
¯̄
¯

a b 0 ¢ ¢ ¢ 0
0 a b ¢ ¢ ¢ 0
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
0 0 0 ¢ ¢ ¢ a

¯̄
¯̄
¯̄
¯
+(¡1)n+1b

¯̄
¯̄
¯̄
¯

b 0 0 ¢ ¢ ¢ 0
a b 0 ¢ ¢ ¢ 0
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
0 0 0 ¢ ¢ ¢ b

¯̄
¯̄
¯̄
¯
:

Ð»ï¨³µ³ñ`
¢ = an + (¡1)n+1bn : ²

úñÇÝ³Ï 36. Ð³ßí»É áñáßÇãÁ

¢ =

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

x+ a1 a2 a3 ¢ ¢ ¢ an
a1 x+ a2 a3 ¢ ¢ ¢ an
a1 a2 x+ a3 ¢ ¢ ¢ an
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
a1 a2 a3 ¢ ¢ ¢ x+ an

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
:
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àñáßÇãÝ ³ñï³·ñ»Ýù Ñ»ï¨Û³É ï»ëùáí

¢ =

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

x+ a1 0 + a2 0 + a3 ¢ ¢ ¢ 0 + an
0 + a1 x+ a2 0 + a3 ¢ ¢ ¢ 0 + an
0 + a1 0 + a2 x+ a3 ¢ ¢ ¢ 0 + an
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢

0 + a1 0 + a2 0 + a3 ¢ ¢ ¢ x+ an

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
:

ú·ïí»Éáí áñáßÇãÇ Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñÇó, Ïëï³Ý³Ýùª

¢ =

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

x 0 0 ¢ ¢ ¢ 0
0 x 0 ¢ ¢ ¢ 0
0 0 x ¢ ¢ ¢ 0
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
0 0 0 ¢ ¢ ¢ x

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
+

nX

i=1

¢i;

áñï»Õ

¢i =

¯̄
¯̄
¯̄
¯

x 0 ¢ ¢ ¢ ai ¢ ¢ ¢ 0
0 x ¢ ¢ ¢ ai ¢ ¢ ¢ 0
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
0 0 ¢ ¢ ¢ ai ¢ ¢ ¢ x

¯̄
¯̄
¯̄
¯
:

¢i áñáßÇãÁ Ñ³ßí»Éáõ Ñ³Ù³ñ í»ñÉáõÍ»Ýù ³ÛÝ Áëï í»ñçÇÝ ëÛ³Ý: ÎñÏÝ»Ýù
í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÝ»ñÝ Áëï í»ñçÇÝ ëÛ³Ý, ÙÇÝã¨ Ñ³ëÝ»Ýù (i£ i) Ï³ñ·Ç »é³Ý-
ÏÛáõÝ³Ó¨ ï»ëùÇ Ù³ïñÇóÇ áñáßÇãÇÝ, áñÇ í»ñçÇÝ ëÛáõÝÁ Ï³½Ùí³Í ¾ ai
ï³ññ»ñÇó: Ð»ï¨³µ³ñ`

¢i = xn¡i

¯̄
¯̄
¯̄
¯

x 0 ¢ ¢ ¢ ai
0 x ¢ ¢ ¢ ai
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
0 0 ¢ ¢ ¢ ai

¯̄
¯̄
¯̄
¯
= xn¡ixi¡1ai = xn¡1ai :

²ñ¹ÛáõÝùáõÙ`

¢ = xn +
nX

i=1

xn¡1ai = xn¡1(x+ a1 + ¢ ¢ ¢+ an) : ²

Â»áñ»Ù 7. ¸Çóáõù A-Ý (n£ n) Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇó ¾, ³å³

detA = detAT :
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Â»áñ»Ù 8. ¸Çóáõù A-Ý ¨ B-Ý (n£ n) Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇóÝ»ñ »Ý, ³å³

det(AB) = detAdetB :

úñÇÝ³Ï 37. Ð³ßí»É AB ³ñï³¹ñÛ³ÉÇ áñáßÇãÁ

A =

0
@

1 ¡2 2
0 3 2
1 0 1

1
A ; B =

0
@

2 0 1
0 ¡1 ¡2
3 1 ¡2

1
A :

Ð³ßí»Ýù A ¨ B Ù³ïñÇóÝ»ñÇ áñáßÇãÝ»ñÁ

jAj = ¡7 jBj = 11 :

Ð»ï¨³µ³ñ
det(AB) = det(A) det(B) = ¡77 : ²

Â»áñ»Ù 9. ºÃ» A Ù³ïñÇóÝ áõÝÇ Ñ³Ï³¹³ñÓ, ³å³

jA¡1j = 1

jAj :
úñÇÝ³Ï 38. ¶ïÝ»É jA¡1j-Á, »Ã»

A =

0
@

1 0 3
0 ¡1 2
2 1 0

1
A :

àõÝ»Ýù

jAj = 4; jA¡1j = 1

4
: ²

108. Ð³ÛïÝÇ ¾, áñ

¯̄
¯̄
¯̄
a b c
d e f
g h i

¯̄
¯̄
¯̄ = 5: ¶ïÝ»É

³)

¯̄
¯̄
¯̄
d e f
g h i
a b c

¯̄
¯̄
¯̄ ; µ)

¯̄
¯̄
¯̄
¡a ¡b ¡c
2d 2e 2f
¡g ¡h ¡i

¯̄
¯̄
¯̄ ;
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·)

¯̄
¯̄
¯̄
a+ d b+ e c+ f
d e f
g h i

¯̄
¯̄
¯̄ ; ¹)

¯̄
¯̄
¯̄

a b c
d¡ 3a e¡ 3b f ¡ 3c
2g 2h 2i

¯̄
¯̄
¯̄ :

109. ²é³Ýó áñáßÇãÝ»ñÁ Ñ³ßí»Éáõ óáõÛó ï³É, áñ

³)

¯̄
¯̄
¯̄
a11 + ka21 a12 + ka22 a13 + ka23

a21 a22 a23
a31 a32 a33

¯̄
¯̄
¯̄ =

¯̄
¯̄
¯̄
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

¯̄
¯̄
¯̄ ;

µ)

¯̄
¯̄
¯̄
a1 b1 a1 + b1 + c1
a2 b2 a2 + b2 + c2
a3 b3 a3 + b3 + c3

¯̄
¯̄
¯̄ =

¯̄
¯̄
¯̄
a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

¯̄
¯̄
¯̄ ;

·)

¯̄
¯̄
¯̄
a1 + b1 a1 ¡ b1 c1
a2 + b2 a2 ¡ b2 c2
a3 + b3 a3 ¡ b3 c3

¯̄
¯̄
¯̄ = ¡2

¯̄
¯̄
¯̄
a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

¯̄
¯̄
¯̄ ;

¹)

¯̄
¯̄
¯̄
a1 + tb1 a2 + tb2 a3 + tb3
ta1 + b1 ta2 + b2 ta3 + b3

c1 c2 c3

¯̄
¯̄
¯̄ = (1¡ t2)

¯̄
¯̄
¯̄
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

¯̄
¯̄
¯̄ :

110. Ð³ßí»É áñáßÇãÝ»ñÁ

³)

¯̄
¯̄
¯̄
¯

1 1 1 1
1 ¡1 1 1
1 1 ¡1 1
1 1 1 ¡1

¯̄
¯̄
¯̄
¯
; µ)

¯̄
¯̄
¯̄
¯

0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

¯̄
¯̄
¯̄
¯
;

·)

¯̄
¯̄
¯̄
¯

2 ¡5 1 2
¡3 7 ¡1 4
5 ¡9 2 7
4 ¡6 1 2

¯̄
¯̄
¯̄
¯
; ¹)

¯̄
¯̄
¯̄
¯

¡3 9 3 6
¡5 8 2 7
4 ¡5 ¡3 ¡2
7 ¡8 ¡4 ¡5

¯̄
¯̄
¯̄
¯
;

»)

¯̄
¯̄
¯̄
¯

3 ¡3 ¡5 8
¡3 2 4 ¡6
2 ¡5 ¡7 5
¡4 3 5 ¡6

¯̄
¯̄
¯̄
¯
; ½)

¯̄
¯̄
¯̄
¯

2 ¡5 4 3
3 ¡4 7 5
4 ¡9 8 5
¡3 2 ¡5 3

¯̄
¯̄
¯̄
¯
:
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111. ÈáõÍ»É Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÁ` ãÑ³ßí»Éáí áñáßÇãÝ»ñÁ

³)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

1 x x2 ¢ ¢ ¢ xn

1 a1 a21 ¢ ¢ ¢ an1
1 a2 a22 ¢ ¢ ¢ an2
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
1 an a2n ¢ ¢ ¢ ann

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
= 0; áñï»Õ ai 6= aj ; i 6= j; i; j = 1; n,

µ)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

1 1 1 ¢ ¢ ¢ 1
1 1¡ x 1 ¢ ¢ ¢ 1
1 1 2¡ x ¢ ¢ ¢ 1
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
1 1 1 ¢ ¢ ¢ n¡ x

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
= 0;

·)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

1 a1 a2 ¢ ¢ ¢ an¡1

1 x a2 ¢ ¢ ¢ an¡1

1 a2 x ¢ ¢ ¢ an¡1

¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
1 a2 a3 ¢ ¢ ¢ x

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
= 0; ai 6= aj; i 6= j; i; j = 1; n¡ 1:

112. Ð³ßí»É áñáßÇãÝ»ñÁ` µ»ñ»Éáí »é³ÝÏÛáõÝ³Ó¨ ï»ëùÇ

³)

¯̄
¯̄
¯̄
2 3 7
0 0 ¡3
1 ¡2 7

¯̄
¯̄
¯̄ ; µ)

¯̄
¯̄
¯̄
2 1 1
4 2 3
1 3 0

¯̄
¯̄
¯̄ ; ·)

¯̄
¯̄
¯̄
1 ¡2 0
¡3 5 1
4 ¡3 2

¯̄
¯̄
¯̄ ;

¹)

¯̄
¯̄
¯̄
2 ¡4 8
¡2 7 ¡2
0 1 5

¯̄
¯̄
¯̄ ; »)

¯̄
¯̄
¯̄
¯

3 6 9 3
¡1 0 1 0
1 3 2 ¡1
¡1 ¡2 ¡2 1

¯̄
¯̄
¯̄
¯
; ½)

¯̄
¯̄
¯̄
¯

2 1 3 1
1 0 1 1
0 2 1 0
0 1 2 3

¯̄
¯̄
¯̄
¯
:

113. Ð³ßí»É áñáßÇãÝ»ñÁ` µ»ñ»Éáí »é³ÝÏÛáõÝ³Ó¨ ï»ëùÇ: ºÃ» Ù³ïñÇóÇ
Ï³ñ·Á ãÇ »ñ¨áõÙ, ³å³ ³ÛÝ »ÝÃ³¹ñíáõÙ ¾ (n£ n) Ï³ñ·Ç

³)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

1 2 3 ¢ ¢ ¢ n
¡1 0 3 ¢ ¢ ¢ n
¡1 ¡2 0 ¢ ¢ ¢ n
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
¡1 ¡2 ¡3 ¢ ¢ ¢ 0

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
, µ)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

1 2 3 ¢ ¢ ¢ n¡ 1 n
2 3 4 ¢ ¢ ¢ n n
3 4 5 ¢ ¢ ¢ n n
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
n n n ¢ ¢ ¢ n n

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
,
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·)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

3 2 2 ¢ ¢ ¢ 2
2 3 2 ¢ ¢ ¢ 2
2 2 3 ¢ ¢ ¢ 2
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
2 2 2 ¢ ¢ ¢ 3

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
; ¹)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

1 1 1 ¢ ¢ ¢ 1
1 2 1 ¢ ¢ ¢ 1
1 1 3 ¢ ¢ ¢ 1
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
1 1 1 ¢ ¢ ¢ n

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
;

»)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

2 2 2 ¢ ¢ ¢ 2
3 4 3 ¢ ¢ ¢ 3
3 3 6 ¢ ¢ ¢ 3
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
3 3 3 ¢ ¢ ¢ 2n

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
; ½)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

1 1 ¢ ¢ ¢ 1 1
1 1 ¢ ¢ ¢ 1 1
1 1 ¢ ¢ ¢ 1 + a2 1
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢

1 + an 1 ¢ ¢ ¢ 1 1

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
;

¾)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

1 3 5 ¢ ¢ ¢ 2n¡ 1
¡1 0 5 ¢ ¢ ¢ 2n¡ 1
¡1 ¡3 0 ¢ ¢ ¢ 2n¡ 1
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
¡1 ¡3 ¡5 ¢ ¢ ¢ 0

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
; Á)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

x x ¢ ¢ ¢ x x 1
x x ¢ ¢ ¢ x 2 x
x x ¢ ¢ ¢ 3 x x
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
x n ¢ ¢ ¢ x x x
x x ¢ ¢ ¢ x x x

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

;

Ã)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

x a1 a2 ¢ ¢ ¢ an
a1 x a2 ¢ ¢ ¢ an
a1 a2 x ¢ ¢ ¢ an
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
a1 a2 a3 ¢ ¢ ¢ x

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
; Å)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

a1 x x ¢ ¢ ¢ x
x a2 x ¢ ¢ ¢ x
x x a3 ¢ ¢ ¢ x
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
x x x ¢ ¢ ¢ an

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
,

Ç) Ñ³ßí»É ³ÛÝ Ù³ïñÇóÇ áñáßÇãÁ, áñÇ ï³ññ»ñÁ áñáßíáõÙ »Ý
aij = min(i; j) µ³Ý³Ó¨áí:
É) Ñ³ßí»É ³ÛÝ Ù³ïñÇóÇ áñáßÇãÁ, áñÇ ï³ññ»ñÁ áñáßíáõÙ »Ý
aij = max(i; j) µ³Ý³Ó¨áí:
Ë) Ñ³ßí»É ³ÛÝ Ù³ïñÇóÇ áñáßÇãÁ, áñÇ ï³ññ»ñÁ áñáßíáõÙ »Ý
aij = ji¡ jj µ³Ý³Ó¨áí:
114. ²å³óáõó»É, áñ Ï»Ýï Ï³ñ·Ç ß»ÕëÇÙ»ïñÇÏ Ù³ïñÇóÇ áñáßÇãÁ Ñ³í³-
ë³ñ ¾ ½ñáÛÇ:
115.ÆÝãå»ë± Ï÷áËíÇ n-ñ¹ Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇóÇ áñáßÇãÁ, »Ã»

³) Ýñ³ ³é³çÇÝ ëÛáõÝÁ ï»Õ³÷áË»Ýù í»ñç,
µ) ïáÕ»ñÁ ·ñ»Ýù Ñ³Ï³é³Ï Ñ»ñÃ³Ï³ÝáõÃÛ³Ùµ:

116. ÆÝãå»ë± Ï÷áËíÇ Ù³ïñÇóÇ áñáßÇãÁ, »Ã»
³) Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ëÛ³ÝÁ, ëÏë³Í »ñÏñáñ¹Çó, ³í»É³óÝ»Ýù Ý³Ëáñ¹

ëÛáõÝÁ, µ) Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ëÛ³ÝÁ, ëÏë³Í »ñÏñáñ¹Çó, ³í»É³óÝ»Ýù µáÉáñ Ý³-
Ëáñ¹ ëÛáõÝ»ñÁ,
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·) Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ïáÕÇó, µ³óÇ í»ñçÇÝÇó, Ñ³Ý»Ýù Ñ³çáñ¹ ïáÕÁ, ÇëÏ
í»ñçÇÝ ïáÕÇó Ñ³Ý»Ýù ëÏ½µÝ³Ï³Ý ³é³çÇÝ ïáÕÁ,

¹) Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ëÛ³ÝÁ, ëÏë³Í »ñÏñáñ¹Çó, ³í»É³óÝ»Ýù Ý³Ëáñ¹Á,
ÇëÏ ³é³çÇÝ ëÛ³ÝÁ ³í»É³óÝ»Ýù ëÏ½µÝ³Ï³Ý í»ñçÇÝ ëÛáõÝÁ:

6. Ø²îðÆòÆ àðàÞÆâÆ ÜºðÎ²Ú²òàôØÜ ²ÜØÆæ²Î²ÜàðºÜ
Æð î²ððºðàì

²é³çÇÝ n µÝ³Ï³Ý Ãí»ñÇ ï»Õ³÷áËáõÃÛáõÝ³ë»Éáí, ÏÑ³ëÏ³Ý³Ýù ³Û¹
Ãí»ñÇ (p1; ¢ ¢ ¢ ; pn) ß³ñ³ÝÁ, áñï»Õ pi 6= pj , i 6= j: P(n)-áí Ýß³Ý³Ï»Ýù
³é³çÇÝ n µÝ³Ï³Ý Ãí»ñÇ µáÉáñ ÑÝ³ñ³íáñ ï»Õ³÷áËáõÃÛáõÝÝ»ñÇ µ³½-
ÙáõÃÛáõÝÁ: P(n) µ³½ÙáõÃÛ³Ý ï³ññ»ñÇ ù³Ý³ÏÁ n! ¾ (³å³óáõó»É): Î³-
ë»Ýù, áñ (p1; ¢ ¢ ¢ ; pn) ï»Õ³÷áËáõÃÛ³Ý fpk; pmg ½áõÛ·Á áõÝÇ Ï³ñ·Ç Ë³Ë-
ïáõÙ, »Ã» pk > pm ¨ k < m: (p1; ¢ ¢ ¢ ; pn) ï»Õ³÷áËáõÃÛ³Ý µáÉáñ
ÑÝ³ñ³íáñ Ï³ñ·³Ë³ËïáõÙÝ»ñÇ ù³Ý³ÏÁ Ýß³Ý³Ï»ÝùN(p1; ¢ ¢ ¢ ; pn)-áí:
î»Õ³÷áËáõÃÛáõÝÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý ½áõÛ· (Ï»Ýï ), »Ã» Ýñ³ Ï³ñ·³Ë³ËïáõÙ-
Ý»ñÇ ù³Ý³ÏÁ ½áõÛ· (Ï»Ýï) ¾:

úñÇÝ³Ï 39. Ð³ßí»É Ï³ñ·³Ë³ËïáõÙÝ»ñÇ ù³Ý³ÏÁ (2; 5; 1; 4; 3)ï»-
Õ³÷áËáõÃÛáõÝáõÙ:

Î³ñ·³Ë³ËïáõÙÝ»ñ áõÝ»Ý Ñ»ï¨Û³É ½áõÛ·»ñÁ

(2; 1); (5; 1); (5; 4); (5; 3); (4; 3) :

Ð»ï¨³µ³ñ N(2; 5; 1; 4; 3) = 1 + 3 + 0 + 1 = 5:²
Â»áñ»Ù 10. A = (aij); i; j = 1; n Ù³ïñÇóÇ áñáßÇãÇ Ñ³Ù³ñ ×Çßï

»Ý Ñ»ï¨Û³É µ³Ý³Ó¨»ñÁ

detA =
X

P(n)

(¡1)N(p1;¢¢¢;pn)ap11ap22 ¢ ¢ ¢ apnn; (7)

¨
detA =

X

P(n)

(¡1)N(p1;¢¢¢;pn)a1p1
a2p2

¢ ¢ ¢ anpn
: (8)

úñÇÝ³Ï 40. Ð³ßí»É
¯̄
¯̄
¯̄
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

¯̄
¯̄
¯̄ :
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P(3) µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ µ³ÕÏ³ó³Í ¾ í»ó ï³ññÇó

P(3) = f(1; 2; 3); (1; 3; 2); (2; 1; 3); (2; 3; 1); (3; 1; 2); (3; 2; 1)g;

ÁÝ¹ áñáõÙ

N(1; 2; 3) = 0; N(1; 3; 2) = 1; N(2; 1; 3) = 1;

N(2; 3; 1) = 2; N(3; 1; 2) = 2; N(3; 2; 1) = 3 :

²Ûëï»ÕÇó
jAj = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32¡
¡a13a22a31 ¡ a12a21a33 ¡ a11a23a32 : ²

úñÇÝ³Ï 41. ¸Çóáõù aij 2 C1[a; b]; i; j = 1; n : Ð³ßí»É

A =

0
B@

a11(x) a12(x) a13(x) ¢ ¢ ¢ a1n(x)
a21(x) a22(x) a23(x) ¢ ¢ ¢ a2n(x)
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢

an1(x) an2(x) an3(x) ¢ ¢ ¢ ann(x)

1
CA

Ù³ïñÇóÇ áñáßÇãÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ:
ú·ïí»Éáí (8) µ³Ý³Ó¨Çó Ï³ñáÕ »Ýù ·ñ»É

detA =
X

P(n)

(¡1)N(p1;¢¢¢;pn)a1p1
(x)a2p2

(x) ¢ ¢ ¢ anpn
(x) :

Àëï ³ñï³¹ñÛ³ÉÇ ³Í³ÝóÙ³Ý µ³Ý³Ó¨Ç

(detA)
0

=
X

P(n)

(¡1)N(p1;¢¢¢;pn)a
0

1p1
(x)a2p2

(x) ¢ ¢ ¢ anpn
(x)+

+
X

P(n)

(¡1)N(p1;¢¢¢;pn)a1p1
(x)a

0

2p2
(x) ¢ ¢ ¢ anpn

(x)+

¢ ¢ ¢+
X

P(n)

(¡1)N(p1;¢¢¢;pn)a1p1(x)a2p2(x) ¢ ¢ ¢ a
0

npn
(x);
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³ÛëÇÝùÝ‘

¯̄
¯̄
¯̄
¯

a11(x) a12(x) ¢ ¢ ¢ a1n(x)
a21(x) a22(x) ¢ ¢ ¢ a2n(x)
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢

an1(x) an2(x) ¢ ¢ ¢ ann(x)

¯̄
¯̄
¯̄
¯

0

=

¯̄
¯̄
¯̄
¯

a
0

11(x) a
0

12(x) ¢ ¢ ¢ a
0

1n(x)
a21(x) a22(x) ¢ ¢ ¢ a2n(x)
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢

an1(x) an2(x) ¢ ¢ ¢ ann(x)

¯̄
¯̄
¯̄
¯
+

¯̄
¯̄
¯̄
¯

a11(x) a12(x) ¢ ¢ ¢ a1n(x)
a

0

21(x) a
0

22(x) ¢ ¢ ¢ a
0

2n(x)
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢

an1(x) an2(x) ¢ ¢ ¢ ann(x)

¯̄
¯̄
¯̄
¯
+¢ ¢ ¢+

¯̄
¯̄
¯̄
¯

a11(x) a12(x) ¢ ¢ ¢ a1n(x)
a21(x) a22(x) ¢ ¢ ¢ a2n(x)
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢

a
0

n1(x) a
0

n2(x) ¢ ¢ ¢ a
0

nn(x)

¯̄
¯̄
¯̄
¯
:

²

117. îñí³Í ï»Õ³÷áËáõÃÛáõÝÝ»ñáõÙ Ñ³ßí»É Ï³ñ·³Ë³ËïáõÙÝ»ñÇ ù³-
Ý³ÏÁ

³) (2; 3; 5; 4; 1); µ) (6; 3; 1; 2; 5; 4);
·) (1; 9; 6; 3; 2; 5; 4; 7; 8); ¹) (7; 5; 6; 4; 1; 3; 2);
») (1; 3; 5; 7; ¢ ¢ ¢ ; 2n¡ 1; 2; 4; 6; 8; ¢ ¢ ¢ ; 2n);
½) (2; 4; 6; ¢ ¢ ¢ ; 2n; 1; 3; 5; ¢ ¢ ¢ ; 2n¡ 1) :

118.ä³ñ½»É, Ã» ³ñï³¹ñÛ³ÉÝ»ñÇó áñá±Ýù »Ý (7) Ï³Ù (8) í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝ-
Ý»ñÇ ³Ý¹³ÙÝ»ñ ¨ Ç±Ýã Ýß³Ýáí

³) a43a21a35a12a54; µ) a61a23a45a36a12a54;
·) a27a36a51a74a25a43a62; ¹) a33a16a72a27a55a61a44 :

119. i; k-Ç ÇÝãåÇëÇ± ³ñÅ»ùÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñ a62ai5a33ak4a46a21 ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ
(7) Ï³Ù (8) í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÝ»ñáõÙ ÏÙ³ëÝ³ÏóÇ µ³ó³ë³Ï³Ý Ýß³Ýáí:
120. i; k-Ç ÇÝãåÇëÇ± ³ñÅ»ùÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñ a47a63a1ia55a7ka24a31 ³ñï³¹-
ñÛ³ÉÁ (7) Ï³Ù (8) í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÝ»ñáõÙ ÏÙ³ëÝ³ÏóÇ ¹ñ³Ï³Ý Ýß³Ýáí:
121. i; j; k-Ç ÇÝãåÇëÇ± ³ñÅ»ùÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñ Ñ»ï¨Û³É ³ñï³¹ñÛ³ÉÝ»ñÁ (7)
Ï³Ù (8) í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÝ»ñáõÙ ÏÙ³ëÝ³Ïó»Ý ¹ñ³Ï³Ý Ýß³Ýáí

³) a4ia51a2ja63a1ka35; µ) a32a5ia71a85a4ja18a63a2k :
122. (7) Ï³Ù (8) í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÝ»ñáõÙ ÇÝãåÇëÇ± Ýß³Ýáí ¾ Ù³ëÝ³ÏóáõÙ
·ÉË³íáñ ³ÝÏÛáõÝ³·ÍÇ íñ³ ·ïÝíáÕ ï³ññ»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ:
123. (7) Ï³Ù (8) í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÝ»ñáõÙ ÇÝãåÇëÇ± Ýß³Ýáí ¾ Ù³ëÝ³ÏóáõÙ
»ñÏñáñ¹³Ï³Ý ³ÝÏÛáõÝ³·ÍÇ íñ³ ·ïÝíáÕ ï³ññ»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ:
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124. ø³ÝÇ± ½ñáÛÇó ï³ñµ»ñ ³Ý¹³ÙÝ»ñ áõÝ»Ý (7) Ï³Ù (8) í»ñÉáõÍáõÃ-
ÛáõÝÝ»ñÁ, »Ã» ³) a11 = 0, ÇëÏ ÙÛáõë ï³ññ»ñÁ ½ñá ã»Ý,

µ) aij = 0, ÇëÏ ÙÛáõë ï³ññ»ñÁ ½ñá ã»Ý,
·) a11 = a12 = ¢ ¢ ¢ = a1k = 0; k < n, ÇëÏ ÙÛáõë ï³ññ»ñÁ ½ñá ã»Ý:

7. Ø²îðÆòÆ àðàÞÆâÆ Ð²ÞìØ²Ü ØÆ ø²ÜÆ ºÔ²Ü²ÎÜºð

È²äÈ²êÆ ÂºàðºØÀ

¸Çóáõù A-Ý (n£ n) Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇó ¾, k-Ý n-Çó ÷áùñ áñ¨¾ µÝ³Ï³Ý
ÃÇí ¾, ÇëÏ i1; i2; ¢ ¢ ¢ ; ik ¨ j1; j2; ¢ ¢ ¢ ; jk µÝ³Ï³Ý Ãí»ñÁ µ³í³ñ³ñáõÙ »Ý
1 · i1 < i2 < ¢ ¢ ¢ < ik · n; 1 · j1 < j2 < ¢ ¢ ¢ < jk · n å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇÝ:

Üß³Ý³Ï»ÝùM i1i2¢¢¢ik
j1j2¢¢¢jk -áí ³ÛÝ (k£ k) Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇóÇ áñáßÇãÁ, áñÁ

ëï³óíáõÙ ¾ A Ù³ïñÇóÇ i1; i2; ¢ ¢ ¢ ; ik ïáÕ»ñÇ ¨ j1; j2; ¢ ¢ ¢ ; jk ëÛáõÝ»ñÇ
Ñ³ïáõÙÇó:

Üß³Ý³Ï»Ýù M
i1i2¢¢¢ik
j1j2¢¢¢jk -áí ³ÛÝ (n ¡ k) £ (n ¡ k) Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇóÇ

áñáßÇãÁ, áñÁ ëï³óíáõÙ ¾ A Ù³ïñÇóÇ i1; i2; ¢ ¢ ¢ ; ik ïáÕ»ñÁ ¨ j1; j2; ¢ ¢ ¢ ;
jk ëÛáõÝ»ñÁ Ñ³Ý»Éáõó :

Â»áñ»Ù 11. (È³åÉ³ë) Î³Ù³Û³Ï³Ý n-Çó ÷áùñ k µÝ³Ï³Ý ÃíÇ ¨ 1 ·
i1 < i2 < ¢ ¢ ¢ < ik · n å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇÝ µ³í³ñ³ñáÕ µÝ³Ï³Ý Ãí»ñÇ
Ñ³Ù³ñ ÖÇßï ¾ Ñ»ï¨Û³É µ³Ý³Ó¨Á

¢(A) =
X

(j1;j2;¢¢¢;jk)
(¡1)i1+¢¢¢+ik+j1+¢¢¢+jkM i1i2¢¢¢ik

j1j2¢¢¢jkM
i1i2¢¢¢ik
j1j2¢¢¢jk ; (9)

1 · j1 < j2 < ¢ ¢ ¢ < jk · n :

(9) µ³Ý³Ó¨Ý ³Ýí³ÝáõÙ »Ý áñáßÇãÇ í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝ Áëï i1; i2; ¢ ¢ ¢ ; ik ïá-
Õ»ñÇ: ÜÏ³ï»Ýù, áñ (5)-Á (9)-Ç Ù³ëÝ³íáñ ¹»åùÝ ¾: ÜÙ³Ý³å»ë Ó¨³-
Ï»ñåíáõÙ ¾ áñáßÇãÇ í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÝ Áëï j1; j2; ¢ ¢ ¢ ; jk ëÛáõÝ»ñÇ, áñÁ ÏÉÇÝÇ
(6)-Ç ÁÝ¹Ñ³Ýñ³óáõÙÁ:

úñÇÝ³Ï 42. Ð³ßí»É áñáßÇãÁ

¯̄
¯̄
¯̄
¯

0 ¡1 3 0
2 1 4 6
0 1 ¡4 0
¡1 2 1 1

¯̄
¯̄
¯̄
¯
:
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ì»ñÉáõÍ»Ýù Áëï ³é³çÇÝ ¨ »ññáñ¹ ïáÕ»ñÇ` k = 2; i1 = 1; i2 = 3:
¶áõÙ³ñáõÙÁ Ï³ï³ñíáõÙ ¾ Ñ»ï¨Û³É ½áõÛ·»ñáí` (j1 = 1; j2 = 2), (j1 =
1; j2 = 3), (j1 = 1; j2 = 4), (j1 = 2; j2 = 3), (j1 = 2; j2 = 4),
(j1 = 3; j2 = 4): ÜÏ³ï»Ýù, áñ ³é³çÇÝ, »ñÏñáñ¹, »ññáñ¹, ÑÇÝ·»ñáñ¹
¨ í»ó»ñáñ¹ ½áõÛ·»ñÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ M14

13 ,M
13
13 ,M

13
14 ,M

13
24 ,M

13
34

ÙÇÝáñÝ»ñÁ Ñ³í³ë³ñ »Ý ½ñáÛÇ ¨ (8)-áõÙ ½ñáÛÇó ï³ñµ»ñ ¾ ÙÇ³ÛÝ Ù»Ï ·áõ-
Ù³ñ»ÉÇ

¢ = (¡1)1+3+2+3M13
23M

13

23 =

¯̄
¯̄¡1 3
1 ¡4

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄ 2 6
¡1 1

¯̄
¯̄ = ¡8 : ²

125. Ð³ßí»É áñáßÇãÝ»ñÁ` û·ïí»Éáí È³åÉ³ëÇ Ã»áñ»ÙÇó

³)

¯̄
¯̄
¯̄
¯

5 1 2 7
3 0 0 2
1 3 4 5
2 0 0 3

¯̄
¯̄
¯̄
¯
, µ)

¯̄
¯̄
¯̄
¯

1 1 3 4
2 0 0 8
3 0 0 2
4 4 7 5

¯̄
¯̄
¯̄
¯
, ·)

¯̄
¯̄
¯̄
¯

0 5 2 0
8 3 5 4
7 2 4 1
0 4 1 0

¯̄
¯̄
¯̄
¯
,

¹)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

5 2 1 3 2
4 0 7 0 0
2 3 7 5 3
2 3 6 4 5
3 0 4 0 0

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
, »)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

2 1 4 3 5
3 4 0 5 0
3 4 5 2 1
1 5 2 4 3
4 6 0 7 0

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
, ½)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

7 2 1 3 4
1 0 2 0 3
3 0 4 0 7
6 3 2 4 5
5 1 2 2 3

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
,

¾)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

1 2 3 4 5
0 6 0 4 1
2 4 1 3 5
1 3 5 2 4
0 5 0 3 2

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
, Á)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

1 2 0 0 0 0
3 4 0 0 0 0
7 6 5 4 0 0
2 3 4 5 0 0
5 1 2 6 7 3
2 7 5 3 4 1

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

, Ã)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

1 2 3 4 5 3
6 5 7 8 4 2
9 8 6 7 0 0
3 2 4 5 0 0
3 4 0 0 0 0
5 6 0 0 0 0

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

:
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126. Ð³ßí»É áñáßÇãÝ»ñÁ` û·ïí»Éáí È³åÉ³ëÇ Ã»áñ»ÙÇó

³)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

2 ¡1 3 4 ¡5
4 ¡2 7 8 ¡7
¡6 4 ¡9 ¡2 3
3 ¡2 4 1 ¡2
¡2 6 5 4 ¡3

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
; µ)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

5 ¡5 ¡3 4 2
¡4 4 3 6 3
3 ¡1 5 ¡9 ¡5
¡7 7 6 8 4
5 ¡3 2 ¡1 ¡2

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
;

·)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

2 1 2 3 2
3 ¡2 7 5 ¡1
3 ¡1 ¡5 ¡3 ¡2
5 ¡6 4 2 ¡4
2 ¡3 3 1 ¡2

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
; ¹)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

2 ¡3 5 ¡2 1
3 2 5 ¡4 ¡3
¡2 3 ¡4 2 ¡3
6 4 7 ¡8 ¡1
2 ¡1 7 1 5

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
:

127. ¸Çóáõù A;B;C;O-Ý (n £ n) Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇóÝ»ñ »Ý: Ð»ï¨Û³É áñá-
ßÇãÝ»ñÝ ³ñï³Ñ³Ûï»É A;B;C Ù³ïñÇóÝ»ñÇ áñáßÇãÝ»ñáí

³)

¯̄
¯̄A B
O C

¯̄
¯̄, µ)

¯̄
¯̄A O
B C

¯̄
¯̄, ·)

¯̄
¯̄O A
C B

¯̄
¯̄, ¹)

¯̄
¯̄B A
C O

¯̄
¯̄:

àðàÞÆâÜºðÆ Ð²ÞìàôØÀ Ø²îðÆòÜºðÆ

´²¼Ø²ä²îÎØ²Ü ØÆæàòàì

¸Çóáõù A-Ý ¨ B-Ý (n£ n) Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇóÝ»ñ »Ý, ³å³

det(AB) = det(BA) = detA ¢ detB :

ø³ÝÇ áñ Ù³ïñÇóÇ ïñ³ÝëåáÝ³óáõÙÇó áñáßÇãÁ ãÇ ÷áËíáõÙ, ³å³ áñáß
¹»åù»ñáõÙ Ýßí³Í Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÁ Ñ³ñÙ³ñ ¾ û·ï³·áñÍ»É Ñ»ï¨Û³É Ï»ñå

det(AB) = det(ATB) = det(ABT ) = det(ATBT ) =

= det(BA) = det(BTA) = det(BAT ) = det(BTAT ) : (10)

úñÇÝ³Ï 43. Ð³ßí»É A Ù³ïñÇóÇ áñáßÇãÁ, »Ã»

A =

0
B@

1 2 3 4
¡1 0 ¡3 ¡8
¡1 1 0 ¡13
2 3 5 15

1
CA :
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¸Çï³ñÏ»Ýù Ñ»ï¨Û³É ûÅ³Ý¹³Ï Ù³ïñÇóÁ

B =

0
B@

1 ¡2 ¡3 ¡11
0 1 0 2
0 0 1 1
0 0 0 1

1
CA :

Ð³ßí»Ýù AB ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ

AB =

0
B@

1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 3 0
0 0 0 4

1
CA :

àõÝ»Ýù
24 = det(AB) = detA ¢ detB = detA : ²

úñÇÝ³Ï 44. Ð³ßí»É A Ù³ïñÇóÇ áñáßÇãÇ µ³ó³ñÓ³Ï ³ñÅ»ùÁ, »Ã»

A =

0
B@

1 1 1 1
1 1 ¡1 ¡1
1 ¡1 1 ¡1
1 ¡1 ¡1 1

1
CA :

ÜÏ³ï»Ýù, áñ

A2 =

0
B@

4 0 0 0
0 4 0 0
0 0 4 0
0 0 0 4

1
CA :

²Ûëï»ÕÇó
256 = det(A2) = det(AA) = detA ¢ detA :

Ð»ï¨³µ³ñ

jdetAj =
p

det(A2) = 16 : ²
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128. Ð³ßí»É A Ù³ïñÇóÇ áñáßÇãÁ` û·ï³·áñÍ»Éáí B ûÅ³Ý¹³Ï Ù³ïñÇóÁ

³) A =

0
B@

¡1 ¡9 ¡2 3
¡5 5 3 ¡2
¡12 ¡6 1 1
9 0 ¡2 1

1
CA ; B =

0
B@

1 0 0 0
¡2 1 0 0
3 2 1 0
¡3 4 2 1

1
CA ;

µ) A =

0
B@

a b c d
b a d c
c d a b
d c b a

1
CA ; B =

0
B@

1 1 1 1
1 1 ¡1 ¡1
1 ¡1 1 ¡1
1 ¡1 ¡1 1

1
CA :

129. Ð³ßí»É A Ù³ïñÇóÇ áñáßÇãÁ

³) A =

0
B@

1 + x1y1 1 + x1y2 ¢ ¢ ¢ 1 + x1yn
1 + x2y1 1 + x2y2 ¢ ¢ ¢ 1 + x2yn

¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
1 + xny1 1 + xny2 ¢ ¢ ¢ 1 + xnyn

1
CA ;

µ) A =

0
B@

cos(®1 ¡ ¯1) cos(®1 ¡ ¯2) ¢ ¢ ¢ cos(®1 ¡ ¯n)
cos(®2 ¡ ¯1) cos(®2 ¡ ¯2) ¢ ¢ ¢ cos(®2 ¡ ¯n)

¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
cos(®n ¡ ¯1) cos(®n ¡ ¯2) ¢ ¢ ¢ cos(®n ¡ ¯n)

1
CA ;

·) A =

0
BBB@

1 cos(®1 ¡ ®2) ¢ ¢ ¢ cos(®1 ¡ ®n)
cos(®1 ¡ ®2) 1 ¢ ¢ ¢ cos(®2 ¡ ®n)
cos(®1 ¡ ®3) cos(®2 ¡ ®3) ¢ ¢ ¢ cos(®3 ¡ ®n)

¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
cos(®1 ¡ ®n) cos(®2 ¡ ®n) ¢ ¢ ¢ 1

1
CCCA ;

¹) A =

0
B@

sin(2®1) sin(®1 + ®2) ¢ ¢ ¢ sin(®1 + ®n)
sin(®2 + ®1) sin(2®2) ¢ ¢ ¢ sin(®2 + ®n)

¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
sin(®n + ®1) sin(®n + ®2) ¢ ¢ ¢ sin(2®n)

1
CA ;

») A =

0
BBBBBB@

1¡ an1 b
n
1

1¡ a1b1

1¡ an1 b
n
2

1¡ a1b2
¢ ¢ ¢ 1¡ an1 b

n
n

1¡ a1bn
1¡ an2 b

n
1

1¡ a2b1

1¡ an2 b
n
2

1¡ a2b2
¢ ¢ ¢ 1¡ an2 b

n
n

1¡ a2bn¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
1¡ annb

n
1

1¡ anb1

1¡ annb
n
2

1¡ anb2
¢ ¢ ¢ 1¡ annb

n
n

1¡ anbn

1
CCCCCCA

;
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½) A =

0
B@

(a0 + b0)
n (a0 + b1)

n ¢ ¢ ¢ (a0 + bn)
n

(a1 + b0)
n (a1 + b1)

n ¢ ¢ ¢ (a1 + bn)
n

¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
(an + b0)

n (an + b1)
n ¢ ¢ ¢ (an + bn)

n

1
CA ;

¾) A =

0
B@

1n¡1 2n¡1 ¢ ¢ ¢ nn¡1

2n¡1 3n¡1 ¢ ¢ ¢ (n+ 1)n¡1

¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
nn¡1 (n+ 1)n¡1 ¢ ¢ ¢ (2n¡ 1)n¡1

1
CA ;

Á)A =

0
BBB@

s0 s1 s2 ¢ ¢ ¢ sn¡1

s1 s2 s3 ¢ ¢ ¢ sn
s2 s3 s4 ¢ ¢ ¢ sn+1

¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
sn¡1 sn sn+1 ¢ ¢ ¢ s2n¡2

1
CCCA; áñï»Õ sk = xk

1+xk
2+¢ ¢ ¢+xk

n,

Ã)A =

0
BBB@

s0 s1 s2 ¢ ¢ ¢ sn¡1 1
s1 s2 s3 ¢ ¢ ¢ sn x
s2 s3 s4 ¢ ¢ ¢ sn+1 x2

¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
sn¡1 sn sn+1 ¢ ¢ ¢ s2n¡1 xn

1
CCCA; áñï»Õ sk = xk

1+¢ ¢ ¢+xk
n:

²ðî²¸ðÆâÜºðÆ ²Üæ²îØ²Ü ºÔ²Ü²ÎÀ

úñÇÝ³Ï 45. Ð³ßí»É áñáßÇãÁ

¢ =

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

1 2 3 ¢ ¢ ¢ n
1 x+ a 3 ¢ ¢ ¢ n
1 2 x+ a ¢ ¢ ¢ n
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
1 2 3 ¢ ¢ ¢ x+ a

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
: (11)

ÜÏ³ï»Ýù, áñ ¢-Ý x-Ç ÝÏ³ïÙ³Ùµ (n ¡ 1)-ñ¹ Ï³ñ·Ç µ³½Ù³Ý¹³Ù
¾ ¨ ·ÉË³íáñ ³ÝÏÛáõÝ³·ÍÇ ï³ññ»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ å³ñáõÝ³ÏáõÙ ¾ µ³½-
Ù³Ý¹³ÙÇ ³í³· ³Ý¹³ÙÁ` xn¡1: ØÛáõë ÏáÕÙÇó, x ÷á÷áË³Ï³ÝÇ 2 ¡
a; 3 ¡ a; ¢ ¢ ¢ ; n ¡ a ³ñÅ»ùÝ»ñÇ ¹»åùáõÙ áñáßÇãÁ Ñ³í³ë³ñ ¾ ½ñáÛÇ: ¸³
Ýß³Ý³ÏáõÙ ¾, áñ áñáßÇãÝ ³é³Ýó ÙÝ³óáñ¹Ç µ³Å³ÝíáõÙ ¾

x+ a¡ 2; x+ a¡ 3; x+ a¡ n
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÷áË³¹³ñÓ³µ³ñ å³ñ½ ³ñï³¹ñÇãÝ»ñÇ íñ³: ²Û¹ å³ï×³éáí`

¢ = c(x+ a¡ 2)(x+ a¡ 3) ¢ ¢ ¢ (x+ a¡ n); c = const : (12)

(12) µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ cxn¡1 ³í³· ³Ý¹³ÙÁ Ñ³Ù»Ù³ï»Éáí (11)-Çó ëï³óíáÕ
xn¡1 ³Ý¹³ÙÇ Ñ»ï Ïëï³Ý³Ýù` c = 1: ²

úñÇÝ³Ï 46. Ð³ßí»É áñáßÇãÁ

¢ =

¯̄
¯̄
¯̄
¯

¡x a b c
a ¡x c b
b c ¡x a
c b a ¡x

¯̄
¯̄
¯̄
¯
: (13)

ÜÏ³ï»Ýù, áñ ³é³çÇÝ ëÛ³Ý µáÉáñ ï³ññ»ñÁ, Ýß³ÝÇ ×ßïáõÃÛ³Ùµ, ÏÑ³í³-
ë³ñí»Ý.

(x ¡ a ¡ b ¡ c)-ÇÝ, »Ã» ³é³çÇÝ ëÛ³ÝÁ ·áõÙ³ñ»Ýù ÙÝ³ó³Í µáÉáñ
ëÛáõÝ»ñÁ,

(x+a¡b+c)-ÇÝ, »Ã» ³é³çÇÝ ëÛáõÝÇó Ñ³Ý»Ýù »ñÏñáñ¹Á, ·áõÙ³ñ»Ýù
»ññáñ¹Á ¨ Ñ³Ý»Ýù ãáññáñ¹Á,

(x¡a+b+c)-ÇÝ, »Ã» ³é³çÇÝ ëÛ³ÝÁ ·áõÙ³ñ»Ýù »ñÏñáñ¹Á ¨ Ñ³Ý»Ýù
»ññáñ¹ áõ ãáññáñ¹ ëÛáõÝ»ñÁ,

(x+ a+ b¡ c)-ÇÝ, »Ã» ³é³çÇÝ ëÛáõÝÇó Ñ³Ý»Ýù »ñÏñáñ¹ áõ »ññáñ¹
ëÛáõÝ»ñÁ ¨ ·áõÙ³ñ»Ýù ãáññáñ¹Á:

ê³ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¾, áñ áñáßÇãÁ Ïµ³Å³ÝíÇ

(x¡ a¡ b¡ c); (x+ a¡ b+ c) ; (x¡ a+ b+ c); (x+ a+ b¡ c)

³ñï³Ñ³ÛïáõÃÛáõÝÝ»ñÇó Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñÇ íñ³:
ø³ÝÇ áñ ¢-Ý x-Ç ÝÏ³ïÙ³Ùµ ãáññáñ¹ Ï³ñ·Ç µ³½Ù³Ý¹³Ù ¾, Ïëï³-

Ý³Ýù` (d = const)

¢ = d(x¡a¡ b¡ c)(x+a¡ b+ c)(x¡a+ b+ c)(x+a+ b¡ c) : (14)

d Ñ³ëï³ïáõÝÇ ³ñÅ»ùÁ áñáß»Éáõ Ñ³Ù³ñ, Ñ³Ù»Ù³ï»Ýù (13) ¨ (14) µ³½-
Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ ³í³· ³Ý¹³ÙÝ»ñÁ, Ïëï³Ý³Ýù c = 1 : ²
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130. àñáßÇãÝ»ñÁ Ñ³ßí»É ³ñï³¹ñÇãÝ»ñÇ ³é³ÝÓÝ³óÙ³Ý »Õ³Ý³Ïáí

³)

¯̄
¯̄
¯̄
¯

1 1 2 3
1 2¡ x2 2 3
2 3 1 5
2 3 1 9¡ x2

¯̄
¯̄
¯̄
¯
; µ)

¯̄
¯̄
¯̄
¯

2 3 1 2
2 7¡ x2 1 2
5 3 8 6
5 3 8 15¡ x2

¯̄
¯̄
¯̄
¯
;

·)

¯̄
¯̄
¯̄
¯

1 + x 1 1 1
1 1¡ x 1 1
1 1 1 + z 1
1 1 1 1¡ z

¯̄
¯̄
¯̄
¯
; ¹)

¯̄
¯̄
¯̄
¯

0 x y z
x 0 z y
y z 0 x
z y x 0

¯̄
¯̄
¯̄
¯
;

»)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

1 2 3 ¢ ¢ ¢ n
1 x+ 1 3 ¢ ¢ ¢ n
1 2 x+ 1 ¢ ¢ ¢ n
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
1 2 3 ¢ ¢ ¢ x+ 1

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
; ½)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

1 1 ¢ ¢ ¢ 1
1 2¡ x ¢ ¢ ¢ 1
1 1 ¢ ¢ ¢ 1
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
1 1 ¢ ¢ ¢ n+ 1¡ x

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
;

¾)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

a0 a1 a2 ¢ ¢ ¢ an
a0 x a2 ¢ ¢ ¢ an
a0 a1 x ¢ ¢ ¢ an
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
a0 a1 a2 ¢ ¢ ¢ x

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
; Á)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

a1 a2 ¢ ¢ ¢ an
a1 x+ b ¢ ¢ ¢ an
a1 a2 ¢ ¢ ¢ an
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
a1 a2 ¢ ¢ ¢ x+ b

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
:

²Ü¸ð²¸²ðÒ ²èÜâàôÂÚàôÜÜºðÆ ºÔ²Ü²ÎÀ

úñÇÝ³Ï 47. Ð³ßí»É áñáßÇãÁ

¢n+1 =

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

a0 ¡1 0 0 ¢ ¢ ¢ 0 0
a1 x ¡1 0 ¢ ¢ ¢ 0 0
a2 0 x ¡1 ¢ ¢ ¢ 0 0
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
an¡1 0 0 0 ¢ ¢ ¢ x ¡1
an 0 0 0 ¢ ¢ ¢ 0 x

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

:
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àñáßÇãÁ í»ñÉáõÍ»Ýù Áëï í»ñçÇÝ ïáÕÇ

¢n+1 = (¡1)n+2an

¯̄
¯̄
¯̄
¯

¡1 0 ¢ ¢ ¢ 0
x ¡1 ¢ ¢ ¢ 0
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
0 0 ¢ ¢ ¢ ¡1

¯̄
¯̄
¯̄
¯
+

+(¡1)2n+2x

¯̄
¯̄
¯̄
¯

a0 ¡1 0 ¢ ¢ ¢ 0
a1 x ¡1 ¢ ¢ ¢ 0
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
an¡1 0 0 ¢ ¢ ¢ x

¯̄
¯̄
¯̄
¯
:

²é³çÇÝ áñáßÇãÁ Ñ³í³ë³ñ ¾ ·ÉË³íáñ ³ÝÏÛáõÝ³·ÍÇ ï³ññ»ñÇ ³ñï³¹-
ñÛ³ÉÇÝ, ÇëÏ »ñÏñáñ¹Á`¢n-Ý ¾: êï³ó³Ýù Ñ»ï¨Û³É ³Ý¹ñ³¹³ñÓ µ³Ý³Ó¨Á

¢n+1 = an + x¢n :

Ð³ßí»Ýù ¢1;¢2;¢3 áñáßÇãÝ»ñÁ

¢1 = a0; ¢2 = a0x+ a1; ¢3 = a0x
2 + a1x+ a2 :

²Ûëï»ÕÇó Ï³ñ»ÉÇ ¾ Ïé³Ñ»É ¢n+1-Ç ï»ëùÁ

¢n+1 = a0x
n + a1x

n¡1 + ¢ ¢ ¢+ an :

êï³óí³Í µ³Ý³Ó¨Á ³å³óáõó»Ýù Ù³Ã»Ù³ïÇÏ³Ï³Ý ÇÝ¹áõÏóÇ³ÛÇ »Õ³-
Ý³Ïáí: n = 0 ¹»åùáõÙ µ³Ý³Ó¨Á ×Çßï ¾: ºÝÃ³¹ñ»Ýù µ³Ý³Ó¨Á ×Çßï
¾ n = k-Ç Ñ³Ù³ñ ¨ ¹ñ³ÝÇó û·ïí»Éáí óáõÛó ï³Ýù, áñ µ³Ý³Ó¨Á ×Çßï ¾
n = k + 1-Ç Ñ³Ù³ñ: ø³ÝÇ áñ Áëï ëï³óí³Í µ³Ý³Ó¨Ç

¢k+2 = ak+1 + x¢k+1;

³å³

¢k+2 = ak+1 + x(a0x
k + ¢ ¢ ¢+ ak) = a0x

k+1 + ¢ ¢ ¢+ xak + ak+1 : ²
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úñÇÝ³Ï 48. Ð³ßí»É áñáßÇãÁ

¢n =

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

a1 x x ¢ ¢ ¢ x
x a2 x ¢ ¢ ¢ x
x x a3 ¢ ¢ ¢ x
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
x x x ¢ ¢ ¢ an

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
:

àñáßÇãÇ an ï³ññÁ ·ñ»Ýù an = x+ (an ¡ x) ï»ëùáí ¨ ¢n-Á Ý»ñÏ³Û³ó-
Ý»Ýù áñå»ë »ñÏáõ áñáßÇãÝ»ñÇ ·áõÙ³ñ

¢n =

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

a1 x ¢ ¢ ¢ x x
x a2 ¢ ¢ ¢ x x
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
x x ¢ ¢ ¢ an¡1 x
x x ¢ ¢ ¢ x x

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
+

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

a1 x ¢ ¢ ¢ x 0
x a2 ¢ ¢ ¢ x 0
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
x x ¢ ¢ ¢ an¡1 0
x x ¢ ¢ ¢ x an ¡ x

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
:

²é³çÇÝ áñáßÇãáõÙ µáÉáñ ëÛáõÝ»ñÇó Ñ³Ý»Ýù í»ñçÇÝÁ, ÇëÏ »ñÏñáñ¹ áñáßÇãÁ
í»ñÉáõÍ»Ýù Áëï í»ñçÇÝ ëÛ³Ý: Îëï³Ý³Ýù Ñ»ï¨Û³É ³Ý¹ñ³¹³ñÓ µ³Ý³Ó¨Á

¢n = x(a1 ¡ x)(a2 ¡ x) ¢ ¢ ¢ (an¡1 ¡ x) + (an ¡ x)¢n¡1 :

²Ûëï»ÕÇó Ï³ñ»ÉÇ ¾ ¢n¡1-Á ³ñï³Ñ³Ûï»É ¢n¡2-áí, ¢n¡2-Á` ³ñï³Ñ³Û-
ï»É ¢n¡3-áí ¨, ³Û¹å»ë ß³ñáõÝ³Ï, ÙÇÝã¨ ¢1 = a1 : Îëï³Ý³Ýù

¢n = x(a1 ¡ x)(a2 ¡ x) ¢ ¢ ¢ (an¡1 ¡ x)+

+x(a1 ¡ x) ¢ ¢ ¢ (an¡2 ¡ x)(an ¡ x) + ¢ ¢ ¢+
+x(a2 ¡ x) ¢ ¢ ¢ (an ¡ x) + (a1 ¡ x)(a2 ¡ x) ¢ ¢ ¢ (an ¡ x) =

= x(a1 ¡ x)(a2 ¡ x) ¢ ¢ ¢ (an ¡ x)

µ
1

x
+

1

a1 ¡ x
+ ¢ ¢ ¢+ 1

an ¡ x

¶
: ²

úñÇÝ³Ï 49.Ð³ßí»É n-ñ¹ Ï³ñ·Ç áñáßÇãÁ

¢n =

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

5 3 0 0 ¢ ¢ ¢ 0 0
2 5 3 0 ¢ ¢ ¢ 0 0
0 2 5 3 ¢ ¢ ¢ 0 0
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
0 0 0 0 ¢ ¢ ¢ 2 5

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
:
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àñáßÇãÁ í»ñÉáõÍ»Éáí Áëï ³é³çÇÝ ïáÕÇ Ïëï³Ý³Ýù Ñ»ïÛ³É ³Ý¹ñ³¹³ñÓ
µ³Ý³Ó¨Á

¢n = 5¢n¡1 ¡ 6¢n¡2 :

ÈáõÍ»Ýù ¸2 ¡ 5¸ + 6 = 0 ù³é³ÏáõëÇ Ñ³í³ë³ñáõÙÁ ¨ ·ïÝ»Ýù ¸1 =
3; ¸2 = 2 ³ñÙ³ïÝ»ñÁ: àõÝ»Ýù

8
<
:

¢n ¡ 2¢n¡1 = 3(¢n¡1 ¡ 2¢n¡2)

¢n ¡ 3¢n¡1 = 2(¢n¡1 ¡ 3¢n¡2)

Üß³Ý³Ï»Ýù

an = ¢n ¡ 2¢n¡1; bn = ¢n ¡ 3¢n¡1;

áñï»ÕÇó

an = 3an¡1 = 3n¡2a2 = ¢2 ¡ 2¢1 = 19¡ 2 ¢ 5 = 9 = ¢n ¡ 2¢n¡1;

bn = 2bn¡1 = 2n¡2b2 = ¢2 ¡ 3¢1 = 19¡ 3 ¢ 5 = 4 = ¢n ¡ 3¢n¡1 :

ÈáõÍ»Éáí ëï³óí³Í Ñ³Ù³Ï³ñ·Á, Ïëï³Ý³Ýù

¢n = 3n+1 ¡ 2n+1 : ²
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131. àñáßÇãÝ»ñÁ Ñ³ßí»É ³Ý¹ñ³¹³ñÓ ³éÝãáõÃÛáõÝÝ»ñÇ »Õ³Ý³Ïáí

³)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

0 1 1 ¢ ¢ ¢ 1
1 a1 0 ¢ ¢ ¢ 0
1 0 a2 ¢ ¢ ¢ 0
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
1 0 0 ¢ ¢ ¢ an

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
; µ)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

1 0 0 0 ¢ ¢ ¢ 0 1
1 a1 0 0 ¢ ¢ ¢ 0 0
1 1 a2 0 ¢ ¢ ¢ 0 0
1 0 1 a3 ¢ ¢ ¢ 0 0
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
1 0 0 0 ¢ ¢ ¢ 1 an

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

;

·)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

a0 a1 a2 ¢ ¢ ¢ an
¡x x 0 ¢ ¢ ¢ 0
0 ¡x x ¢ ¢ ¢ 0
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
0 0 0 ¢ ¢ ¢ x

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
; ¹)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

a0 a1 a2 ¢ ¢ ¢ an¡1 an
¡y x 0 ¢ ¢ ¢ 0 0
0 ¡y x ¢ ¢ ¢ 0 0
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
0 0 0 ¢ ¢ ¢ ¡y x

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
;

»)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

a0 a1 a2 ¢ ¢ ¢ an
x0 x1 0 ¢ ¢ ¢ 0
0 x1 x2 ¢ ¢ ¢ 0
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
0 0 0 ¢ ¢ ¢ xn

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
; ½)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

0 a1 a2 ¢ ¢ ¢ an¡1 an
a1 b1 0 ¢ ¢ ¢ 0 0
a2 0 b2 ¢ ¢ ¢ 0 0
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
an 0 0 ¢ ¢ ¢ 0 bn

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
;

¾)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

2 1 0 ¢ ¢ ¢ 0
1 2 1 ¢ ¢ ¢ 0
0 1 2 ¢ ¢ ¢ 0
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
0 0 0 ¢ ¢ ¢ 2

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
; Á)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

3 2 0 ¢ ¢ ¢ 0
1 3 2 ¢ ¢ ¢ 0
0 1 3 ¢ ¢ ¢ 0
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
0 0 0 ¢ ¢ ¢ 3

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
;

Ã)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

7 5 0 ¢ ¢ ¢ 0
2 7 5 ¢ ¢ ¢ 0
0 2 7 ¢ ¢ ¢ 0
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
0 0 0 ¢ ¢ ¢ 7

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
; Å)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

8 5 0 ¢ ¢ ¢ 0 0
3 8 5 ¢ ¢ ¢ 0 0
0 3 8 ¢ ¢ ¢ 0 0
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
0 0 0 ¢ ¢ ¢ 8 5
0 0 0 ¢ ¢ ¢ 3 8

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

:

132. ¸Çóáõù A = (aij); i; j = 1; n: òáõÛó ï³É, áñ

¢ =

¯̄
¯̄
¯̄
a11 + x ¢ ¢ ¢ a1n + x
...

...
...

an1 + x ¢ ¢ ¢ ann + x

¯̄
¯̄
¯̄ = ¢(A) + x

nX

i;j=1

Aij :
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133. Ð³ßí»É áñáßÇãÝ»ñÁ, û·ïí»Éáí Ý³Ëáñ¹ ËÝ¹ñÇó

³)

¯̄
¯̄
¯̄
¯

a1 + x1 a1 + x2 ¢ ¢ ¢ a1 + xn

a2 + x1 a2 + x2 ¢ ¢ ¢ a2 + xn

¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
an + x1 an + x2 ¢ ¢ ¢ an + xn

¯̄
¯̄
¯̄
¯
; µ)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

1 x x ¢ ¢ ¢ x
x 1 x ¢ ¢ ¢ x
x x 1 ¢ ¢ ¢ x
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
x x x ¢ ¢ ¢ 1

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
;

·)

¯̄
¯̄
¯̄
¯

a1 + x a1 ¢ ¢ ¢ a1
a1 a1 + x ¢ ¢ ¢ a1
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
a1 a1 ¢ ¢ ¢ a1 + x

¯̄
¯̄
¯̄
¯
; ¹)

¯̄
¯̄
¯̄
¯

a1 + x a1 ¢ ¢ ¢ a1
a2 a2 + x ¢ ¢ ¢ a2
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
an an ¢ ¢ ¢ an + x

¯̄
¯̄
¯̄
¯
:

134. Ð³ßí»É áñáßÇãÝ»ñÁ, û·ïí»Éáí ì³Ý¹»ñÙáÝ¹Ç áñáßÇãÇó

³)

¯̄
¯̄
¯̄
¯

x1 x2
1 ¢ ¢ ¢ xn

1

x2 x2
2 ¢ ¢ ¢ xn

2

¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
xn x2

n ¢ ¢ ¢ xn
n

¯̄
¯̄
¯̄
¯
;

µ)

¯̄
¯̄
¯̄
¯

sinn '1 sinn¡1 '1 cos '1 ¢ ¢ ¢ cosn '1

sinn '2 sinn¡1 '2 cos '2 ¢ ¢ ¢ cosn '2

¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
sinn 'n+1 sinn¡1 'n+1 cos 'n+1 ¢ ¢ ¢ cosn 'n+1

¯̄
¯̄
¯̄
¯
;

·)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

1 1 ¢ ¢ ¢ 1
x1 + 1 x2 + 1 ¢ ¢ ¢ xn + 1
x2
1 + x1 x2

2 + x2 ¢ ¢ ¢ x2
n + xn

¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
xn¡1
1 + xn¡2

1 xn¡1
2 + xn¡2

2 ¢ ¢ ¢ xn¡1
n + xn¡2

n

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
:

135. Ð³ßí»É áñáßÇãÝ»ñÁ

³)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

1 a1 a2 ¢ ¢ ¢ an
1 a1 + b1 a2 ¢ ¢ ¢ an
1 a1 a2 + b2 ¢ ¢ ¢ an
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
1 a1 a2 ¢ ¢ ¢ an + bn

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
;
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µ)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

2 2 ¢ ¢ ¢ 2 2 1
2 2 ¢ ¢ ¢ 2 2 2
2 2 ¢ ¢ ¢ 3 2 2
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
2 n¡ 1 ¢ ¢ ¢ 2 2 2
n 2 ¢ ¢ ¢ 2 2 2

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

;

·)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

x y 0 0 ¢ ¢ ¢ 0 0
0 x y 0 ¢ ¢ ¢ 0 0
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
0 0 0 0 ¢ ¢ ¢ x y
y 0 0 0 ¢ ¢ ¢ 0 x

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
; ¹)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

1 n n ¢ ¢ ¢ n
n 2 n ¢ ¢ ¢ n
n n 3 ¢ ¢ ¢ n
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
n n n ¢ ¢ ¢ n

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
;

»)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

1¡ n 1 1 ¢ ¢ ¢ 1
1 1¡ n 1 ¢ ¢ ¢ 1
1 1 1¡ n ¢ ¢ ¢ 1
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
1 1 1 ¢ ¢ ¢ 1¡ n

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
; ½)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

1 1 ¢ ¢ ¢ 1 ¡n
1 1 ¢ ¢ ¢ ¡n 1
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
1 ¡n ¢ ¢ ¢ 1 1
¡n 1 ¢ ¢ ¢ 1 1

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
;

¾)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

0 1 1 ¢ ¢ ¢ 1
1 0 1 ¢ ¢ ¢ 1
1 1 0 ¢ ¢ ¢ 1
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
1 1 1 ¢ ¢ ¢ 0

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
; Á)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

n 1 1 ¢ ¢ ¢ 1
1 n 1 ¢ ¢ ¢ 1
1 1 n ¢ ¢ ¢ 1
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
1 1 1 ¢ ¢ ¢ n

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
;

Ã)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

a b ¢ ¢ ¢ b b
b a ¢ ¢ ¢ b b
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
b b ¢ ¢ ¢ a b
b b ¢ ¢ ¢ b a

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
; Å)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

1 2 0 0 ¢ ¢ ¢ 0
1 3 2 0 ¢ ¢ ¢ 0
0 1 3 2 ¢ ¢ ¢ 0
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
0 0 0 0 ¢ ¢ ¢ 3

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
;

Ç)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

1 b1 0 ¢ ¢ ¢ 0 0
¡1 1¡ b1 b2 ¢ ¢ ¢ 0 0
0 ¡1 1¡ b2 ¢ ¢ ¢ 0 0
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
0 0 0 ¢ ¢ ¢ ¡1 1¡ bn

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
;
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É)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

0 x x ¢ ¢ ¢ x
y 0 x ¢ ¢ ¢ x
y y 0 ¢ ¢ ¢ x
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
y y y ¢ ¢ ¢ 0

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
; Ë)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

x a1 a2 ¢ ¢ ¢ an¡1 1
a1 x a2 ¢ ¢ ¢ an¡1 1
a1 a2 x ¢ ¢ ¢ an¡1 1
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
a1 a2 a3 ¢ ¢ ¢ x 1
a1 a2 a3 ¢ ¢ ¢ an 1

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

;

Í)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

a0 ¡1 0 0 ¢ ¢ ¢ 0 0
a1 x ¡1 0 ¢ ¢ ¢ 0 0
a2 0 x ¡1 ¢ ¢ ¢ 0 0
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
an¡1 0 0 0 ¢ ¢ ¢ x ¡1
an 0 0 0 ¢ ¢ ¢ 0 x

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

;

Ï)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

0 1 1 ¢ ¢ ¢ 1 1
1 0 x ¢ ¢ ¢ x x
1 x 0 ¢ ¢ ¢ x x
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
1 x x ¢ ¢ ¢ 0 x
1 x x ¢ ¢ ¢ x 0

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

;

Ñ)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

1 1 1 ¢ ¢ ¢ 1
1 2 22 ¢ ¢ ¢ 2n

1 3 32 ¢ ¢ ¢ 3n

¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
1 n+ 1 (n+ 1)2 ¢ ¢ ¢ (n+ 1)n

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
;

Ó)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

a 0 ¢ ¢ ¢ 0 b
0 a ¢ ¢ ¢ b 0
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
0 b ¢ ¢ ¢ a 0
b 0 ¢ ¢ ¢ 0 a

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
; Õ)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

a x x ¢ ¢ ¢ x
y a x ¢ ¢ ¢ x
y y a ¢ ¢ ¢ x
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
y y y ¢ ¢ ¢ a

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
;

×)

¯̄
¯̄
¯̄
¯

1 + x1y1 1 + x1y2 ¢ ¢ ¢ 1 + x1yn
1 + x2y1 1 + x2y2 ¢ ¢ ¢ 1 + x2yn

¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
1 + xny1 1 + xny2 ¢ ¢ ¢ 1 + xnyn

¯̄
¯̄
¯̄
¯
;
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Ù)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

a1 x x ¢ ¢ ¢ x
y a2 x ¢ ¢ ¢ x
y y a3 ¢ ¢ ¢ x
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
y y y ¢ ¢ ¢ an

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
;

Û)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

0 1 0 0 ¢ ¢ ¢ 0 0
¡1 0 1 0 ¢ ¢ ¢ 0 0
0 ¡1 0 1 ¢ ¢ ¢ 0 0
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
0 0 0 0 ¢ ¢ ¢ ¡1 0

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
;

Ý)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

1 2 3 ¢ ¢ ¢ n¡ 1 n
2 3 4 ¢ ¢ ¢ n 1
3 4 5 ¢ ¢ ¢ 1 2
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
n 1 2 ¢ ¢ ¢ n¡ 2 n¡ 1

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
;

ß)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

1 + x2 x 0 0 ¢ ¢ ¢ 0 0
x 1 + x2 x 0 ¢ ¢ ¢ 0 0
0 x 1 + x2 x ¢ ¢ ¢ 0 0
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
0 0 0 0 ¢ ¢ ¢ x 1 + x2

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
;

á)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

a+ 1 a 0 0 ¢ ¢ ¢ 0
1 a+ 1 a 0 ¢ ¢ ¢ 0
0 1 a+ 1 a ¢ ¢ ¢ 0
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
0 0 0 0 ¢ ¢ ¢ ®
0 0 0 0 ¢ ¢ ¢ a+ 1

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

;

ã)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

0 1 1 1 ¢ ¢ ¢ 1
1 a1 x x ¢ ¢ ¢ x
1 y a2 x ¢ ¢ ¢ x
1 y y a3 ¢ ¢ ¢ x
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
1 y y y ¢ ¢ ¢ an

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

;
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å)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

a0 1 1 1 ¢ ¢ ¢ 1
1 a1 0 0 ¢ ¢ ¢ 0
1 0 a2 0 ¢ ¢ ¢ 0
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
1 0 0 0 ¢ ¢ ¢ an

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
; ç)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

c0 b b b ¢ ¢ ¢ b
a c1 0 0 ¢ ¢ ¢ 0
a 0 c2 0 ¢ ¢ ¢ 0
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
a 0 0 0 ¢ ¢ ¢ cn

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
;

é)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

1 2 3 4 ¢ ¢ ¢ n
1 1 2 3 ¢ ¢ ¢ n¡ 1
1 x 1 2 ¢ ¢ ¢ n¡ 2
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
1 x x x ¢ ¢ ¢ 1

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
; ë)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

1 2 3 ¢ ¢ ¢ n
x 1 2 ¢ ¢ ¢ n¡ 1
x x 1 ¢ ¢ ¢ n¡ 2
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
x x x ¢ ¢ ¢ 1

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
; :

ÎÆð²èàôÂÚàôÜ

Â»áñ»Ù 12. àñå»ë½Ç (n£n) Ï³ñ·ÇA Ù³ïñÇóÝ áõÝ»Ý³ Ñ³Ï³¹³ñÓ,
³ÝÑñ³Å»ßï ¾ ¨ µ³í³ñ³ñ, áñ detA 6= 0: ÀÝ¹ áñáõÙ

A¡1 =
1

detA

0
B@

A11 A21 ¢ ¢ ¢ An1

A12 A22 ¢ ¢ ¢ An2

¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
A1n A2n ¢ ¢ ¢ Ann

1
CA : (15)

úñÇÝ³Ï 50. Ð³ßí»É A Ù³ïñÇóÇ Ñ³Ï³¹³ñÓÁ

A =

0
@

1 2 3
2 1 ¡1
3 0 2

1
A :

àõÝ»Ýù detA = ¡21 6= 0: Ð³ßí»Ýù A Ù³ïñÇóÇ ï³ññ»ñÇ Ñ³Ýñ³Ñ³ß-
í³Ï³Ý Éñ³óáõÙÝ»ñÁ

A11 = 2; A12 = ¡7; A13 = ¡3; A21 = ¡4; A22 = ¡7; A23 = 6;

A31 = ¡5; A32 = 7; A33 = ¡3 :

Àëï (15)-Ç

A¡1 = ¡ 1

21

0
@

2 ¡4 ¡5
¡7 ¡7 7
¡3 6 ¡3

1
A : ²
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úñÇÝ³Ï 51. ÈáõÍ»É Ù³ïñÇó³ÛÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÙÁ

µ
3 2
4 3

¶
X =

µ
1 2
4 5

¶
: (16)

Üß³Ý³Ï»Ýù

A =

µ
3 2
4 3

¶
:

detA 6= 0: Ð»ï¨³µ³ñ` ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ Ýñ³ Ñ³Ï³¹³ñÓÁ

A¡1 =

µ
3 ¡2
¡4 3

¶
:

(16) Ñ³í³ë³ñÙ³Ý ³ç ¨ Ó³Ë Ù³ë»ñÁ Ó³ËÇó µ³½Ù³å³ïÏ»Ýù A¡1-áí

X =

µ
3 ¡2
¡4 3

¶µ
1 2
4 5

¶
=

µ
¡5 ¡4
8 7

¶
: ²

Â»áñ»Ù 13.(Îñ³Ù»ñ) ºÃ» (n £ n) Ï³ñ·Ç A Ù³ïñÇóÇ Ñ³Ù³ñ
det(A) 6= 0, ³å³ Ax = b Ñ³Ù³Ï³ñ·Ý áõÝÇ ÙÇ³Ï ÉáõÍáõÙ, áñÁ áñáßíáõÙ
¾ Ñ»ï¨Û³É µ³Ý³Ó¨áí (Îñ³Ù»ñÇ µ³Ý³Ó¨)

xi =
detAi

detA
; i = 1; n;

áñï»Õ Ai-Ý ëï³óíáõÙ ¾ A Ù³ïñÇóÇó` Ýñ³ i-ñ¹ ëÛáõÝÁ ÷áË³ñÇÝ»Éáí b
ëÛáõÝáí:

úñÇÝ³Ï 52. Îñ³Ù»ñÇ Ï³ÝáÝáí ÉáõÍ»É Ñ³Ù³Ï³ñ·Á

x1 + 2x3 = 6

¡3x1 + 4x2 + 6x3 = 30

¡x1 ¡ 2x2 + 3x3 = 8 :

A =

0
@

1 0 2
¡3 4 6
¡1 ¡2 3

1
A ; A1 =

0
@

6 0 2
30 4 6
8 ¡2 3

1
A ;
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A2 =

0
@

1 6 2
¡3 30 6
¡1 8 3

1
A ; A3 =

0
@

1 0 6
¡3 4 30
¡1 ¡2 8

1
A ;

Ð»ï¨³µ³ñ

x1 =
detA1

detA
=

¡40

44
=

¡10

11
; x2 =

detA2

detA
=

72

44
=

18

11
;

x3 =
detA3

detA
=

152

44
=

38

11
: ²

Â»áñ»Ù 14. ºÃ» A-Ý (n £ n) Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇó ¾, ³å³ Ñ»ï¨Û³É
åÝ¹áõÙÝ»ñÁ Ñ³Ù³ñÅ»ù »Ý

² A-Ý Ñ³Ï³¹³ñÓ»ÉÇ Ù³ïñÇó ¾,
²Ax = b Ñ³í³ë³ñáõÙÝ áõÝÇ ÙÇ³Ï ÉáõÍáõÙ ó³ÝÏ³ó³Í (n£1) Ï³ñ·Ç

b-Ç Ñ³Ù³ñ,
² Ax = O Ñ³í³ë³ñáõÙÝ áõÝÇ ÙÇ³ÛÝ ½ñáÛ³Ï³Ý ÉáõÍáõÙ,
² detA 6= 0 :

136. Ð³Ï³¹³ñÓ»ÉÇ± »Ý ³ñ¹Ûáù ïñí³Í Ù³ïñÇóÝ»ñÁ

³)

0
@

1 0 0
3 6 7
0 8 ¡1

1
A ; µ)

0
@

¡2 1 ¡4
1 1 2
3 1 6

1
A ;

·)

0
@

7 2 1
7 2 1
3 6 6

1
A ; ¹)

0
@

0 7 5
0 1 5
0 3 2

1
A :

137. îñí³Í ¾, áñ detA = 5; áñï»Õ A =

0
@

a b c
d e f
g h i

1
A: ¶ïÝ»Éª

³) det(3A); µ) det(2A¡1); ·) det((2A)¡1); ¹)

¯̄
¯̄
¯̄
a g d
b h e
c i f

¯̄
¯̄
¯̄ :
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138. ¶ïÝ»É k-Ç ³ÛÝ ³ñÅ»ùÝ»ñÁ, áñáÝó Ñ³Ù³ñ A-Ý Ñ³Ï³¹³ñÓ»ÉÇ ¾.

³) A =

µ
k ¡ 3 ¡2
¡2 k ¡ 2

¶
; µ) A =

0
@

1 2 4
3 1 6
k 3 2

1
A :

139. òáõÛó ï³É ,áñ ®; ¯; °-Ç µáÉáñ ³ñÅ»ùÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñ Ù³ïñÇóÁ Ñ³Ï³-
¹³ñÓ»ÉÇ ã¾. 0

@
sin2® sin2¯ sin2°
cos2® cos2¯ cos2°
1 1 1

1
A :

140. A-Ý ¨ B-Ý ÙÇ¨ÝáõÛÝ Ï³ñ·Ç ù³é³ÏáõëÇ Ù³ïñÇóÝ»ñ »Ý: òáõÛó ï³É, áñ
»Ã» A-Ý Ñ³Ï³¹³ñÓ»ÉÇ ¾, ³å³ detB = det(A¡1BA) :
141. ²å³óáõó»É, áñ »Ã» A-Ý Ç¹»Ùåáï»Ýï ¨ Ñ³Ï³¹³ñÓ»ÉÇ Ù³ïñÇó ¾,
³å³ A = E:
142. ²ñ¹Ûá±ù ÇÝùÝ³ã»½áù³óÝáÕ Ù³ïñÇóÝ»ñÝ áõÝ»Ý Ñ³Ï³¹³ñÓ: ä³ï³ë-
Ë³ÝÁ µ³ó³ïñ»É:
143. ¸Çóáõù A-Ý ÇÝùÝ³ã»½áù³óÝáÕ Ù³ïñÇó ¾: òáõÛó ï³É, áñ (E ¡A)-Ý
Ñ³Ï³¹³ñÓ»ÉÇ ¾:

144. Ð³ßí»É A =

0
B@

1 3 1 1
2 5 2 2
1 3 8 9
1 3 2 2

1
CAÙ³ïñÇóÇ Ñ³Ï³¹³ñÓÁ

³) ¶³áõë-Äáñ¹³ÝÇ ³ñï³ùëÙ³Ý »Õ³Ý³Ïáí, µ) áñáßÇãÇ û·ÝáõÃÛ³Ùµ:
à±ñ »Õ³Ý³Ïáí »ù ùÇã Ñ³ßí³ñÏÝ»ñ Ï³ï³ñáõÙ:
145. ¶ïÝ»É Ù³ïñÇóÝ»ñÇ Ñ³Ï³¹³ñÓÁ

³)

0
@

0 1 2
2 4 3
3 7 6

1
A, µ)

0
@

1 0 1
¡1 3 0
1 0 2

1
A, ·)

0
@

2 ¡4 6
0 1 ¡1
0 0 2

1
A, ¹)

0
@

3 0 0
9 1 0
¡4 2 4

1
A,

»)

µ
cos ® ¡ sin ®
sin ® cos ®

¶
, ½)

0
@

1 2 ¡3
0 1 2
1 0 4

1
A ; ¾)

0
@

1 2 1
4 3 ¡2
¡5 ¡4 ¡1

1
A,

Á)

0
@

1 1 1
2 ¡3 1
4 1 ¡5

1
A, Ã)

0
B@

1 1 1 1
0 1 1 1
0 0 1 1
0 0 0 1

1
CA, Å)

0
B@

0 1 1 1
¡1 0 1 1
¡1 ¡1 0 1
¡1 ¡1 ¡1 0

1
CA :
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146. ÈáõÍ»É Ñ³Ù³Ï³ñ·Á

4x1 + x2 + x3 + x4 = 6
3x1 + 7x2 ¡ x3 + x4 = 1
7x1 + 3x2 ¡ 5x3 + 8x4 = ¡3
x1 + x2 + x3 + 2x4 = 3

³)Îñ³Ù»ñÇ »Õ³Ý³Ïáí, µ) ¶³áõë-Äáñ¹³ÝÇ ³ñï³ùëÙ³Ý »Õ³Ý³Ïáí:
à±ñ »Õ³Ý³ÏÝ ¾ ³í»ÉÇ ùÇã Ñ³ßí³ñÏÝ»ñáí Çñ³Ï³Ý³óíáõÙ:

147. Ð»ï¨Û³É Ñ³Ù³Ï³ñ·»ñÁ ÉáõÍ»É Îñ³Ù»ñÇ µ³Ý³Ó¨áí

³) 4x1 ¡ x2 ¡ x3 = 1 µ) 3x1 + 4x2 + 4x3 = 11
2x1 + 2x2 + 3x3 = 10 4x1 ¡ 4x2 + 6x3 = 11
5x1 ¡ 2x2 ¡ 2x3 = ¡1; 6x1 ¡ 6x2 = 3;

·) 2x1 + 5x2 + 4x3 + x4 = 20 ¹) 3x1 + 4x2 + x3 + 2x4 + 3 = 0
x1 + 3x2 + 2x3 + x4 = 11 3x1 + 5x2 + 3x3 + 5x4 + 6 = 0
2x1 + 10x2 + 9x3 + 7x4 = 40 6x1 + 8x2 + x3 + 5x4 + 8 = 0
3x1 + 8x2 + 9x3 + 2x4 = 37; 3x1 + 5x2 + 3x3 + 7x4 + 8 = 0 :

148. ²å³óáõó»É, áñ »ñÏáõ Çñ³ñÇó ï³ñµ»ñ Ï»ï»ñáí ª (a1; b1); (a2; b2);

³ÝóÝáÕ áõÕÕÇ Ñ³í³ë³ñáõÙÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ ·ñ»É

¯̄
¯̄
¯̄
x y 1
a1 b1 1
a2 b2 1

¯̄
¯̄
¯̄ = 0 ï»ëùáí:

149. ²å³óáõó»É, áñ ÝáõÛÝ Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý Ù»ç ã·ïÝíáÕ »ñ»ù Çñ³ñÇó ï³ñµ»ñ
Ï»ï»ñáí (a1; b1; c1); (a2; b2; c2); (a3; b3; c3) ³ÝóÝáÕ Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý Ñ³í³-
ë³ñáõÙÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ ·ñ»É

¯̄
¯̄
¯̄
¯

x y z 1
a1 b1 c1 1
a2 b2 c2 1
a3 b3 c3 1

¯̄
¯̄
¯̄
¯
= 0

ï»ëùáí:
150. Ð»ï¨Û³É Ñ³Ù³Ï³ñ·»ñÁ ÉáõÍ»É Îñ³Ù»ñÇ µ³Ý³Ó¨»ñáí x

0

; y
0

-Ç ÝÏ³ï-
Ù³Ùµ

³) x =
3

5
x

0 ¡ 4

5
y

0

µ) x = x
0

cosµ ¡ y
0

sinµ

y =
4

5
x

0

+
3

5
y

0

y = x
0

sinµ + y
0

cosµ :
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MATHEMATICA-Æ ¶ð²¸²ð²Ü

m ù³é³ÏáõëÇ Ù³ïñÇóÇ áñáßÇãÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ Ñ³ßí»ÉDet[m] Ññ³Ù³Ýáí

In[14]:= Det[{{a, b}, {c, d}}]

Out[14]= −b c + a d

Ü»ñÙáõÍ»Ýù aij ï³ññ»ñáí (3£3) Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇó ¨ Ñ³ßí»Ýù ¹ñ³ áñáßÇãÁ

In[15]:= m = Array[a, {3, 3}];

Det[m]

Out[16]= −a@1, 3D a@2, 2D a@3, 1D + a@1, 2D a@2, 3D a@3, 1D +

a@1, 3D a@2, 1D a@3, 2D − a@1, 1D a@2, 3D a@3, 2D −

a@1, 2D a@2, 1D a@3, 3D + a@1, 1D a@2, 2D a@3, 3D
Ð³ßí»Ýù Ñ»ï¨Û³É áñáßÇãÁ

In[17]:= DetA
i

k
jjjjjj
2 3 4 6
7 8 5 2
2 3 1 1
3 5 4 −1

y

{
zzzzzzE

Out[17]= −112

Ð³ßí»Ýù g[x] Ù³ïñÇóÇ áñáßÇãÁ

In[18]:= g@x_D =

i

k

jjjjjjjjjjjjjjjj

1 1 2 3 4 5
1 x 2 3 4 5

2 2 x2 3 4 5

3 3 3 x3 4 5

4 4 4 4 x4 5

5 5 5 5 5 x4

y

{

zzzzzzzzzzzzzzzz
;

dt@x_D = Det@g@xDD

Out[19]= −2125 + 2125 x+ 775 x2− 275 x3+ 74 x4−749 x5− 30 x6+

82 x7+ 96 x8+ 68 x9− 32 x10− 5 x11− 4 x12−x13+ x14
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àñáßÇãÁ Ñ³ßí»Ýù, »ñµ x = 100

In[20]:= dt@100D
Out[20]= 9895946868968162517132960375

Ð³ßí»Ýù ì³Ý¹»ñÙáÝ¹Ç áñáßÇãÁ

In[21]:= mat =

i

k

jjjjjjjjjj

1 u u2 u3

1 v v2 v3

1 w w2 w3

1 x x2 x3

y

{

zzzzzzzzzz
;

Det@matD
Null

Out[22]= u3v2 w− u2 v3w − u3 v w2+ u v3w2+ u2v w3− u v2 w3−

u3v2 x+ u2 v3x + u3 w2x− v3w2 x− u2w3 x+v2 w3x +

u3v x2− u v3 x2− u3 w x2+ v3w x2+ u w3x2−v w3 x2−

u2v x3+ u v2 x3+ u2 w x3− v2w x3− u w2x3+v w2 x3

Ò¨³÷áË»Ýù ëï³óí³Í å³ï³ëË³ÝÁ

In[24]:= Det@matD êê Factor
Out[24]= Hu−vL Hu − wL Hv− wL Hu− xL Hv−xL Hw − xL
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¶ È àô Ê º ð Î ð à ð ¸

¶Ì²ÚÆÜ î²ð²ÌàôÂÚàôÜÜºð

8. ¶Ì²ÚÆÜ î²ð²ÌàôÂÚàôÜ: ¶Ì²ÚÆÜ î²ð²ÌàôÂÚ²Ü

ºÜÂ²î²ð²ÌàôÂÚàôÜ

ê³ÑÙ³ÝáõÙ 8. x; y; z; ::: ï³ññ»ñÇ X µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý
·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ, »Ã»

³) X µ³½ÙáõÃÛ³Ý ó³ÝÏ³ó³Í x; y ï³ññ»ñÇ Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý»ó-
íáõÙ ¾ X µ³½ÙáõÃÛ³Ý z ï³ññ, áñÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý x; y ï³ññ»ñÇ ·áõÙ³ñ ¨
Ýß³Ý³ÏáõÙ »Ý` z = x+ y,

µ) X µ³½ÙáõÃÛ³Ý ó³ÝÏ³ó³Í x ï³ññÇ ¨ ó³ÝÏ³ó³Í ¸ Çñ³Ï³Ý ÃíÇ
Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý»óíáõÙ ¾ X µ³½ÙáõÃÛ³Ý z ï³ññ, áñÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý x
ï³ññÇ ¨ ¸ ÃíÇ ³ñï³¹ñÛ³É ¨ Ýß³Ý³ÏáõÙ »Ý` z = ¸x,

·) Ýßí³Í ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñÁ µ³í³ñ³ñáõÙ »Ý Ñ»ï¨Û³É áõÃ ³ùëÇáÙ-
Ý»ñÇÝ. ó³ÝÏ³ó³Í x; y; z 2 X ï³ññ»ñÇ ¨ ¸; ¹ Çñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ Ñ³Ù³ñ`
1. x+ y = y + x,
2. (x+ y) + z = x+ (y + z), 3. ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ o 2 X ï³ññ ³ÛÝåÇëÇÝ,
áñ ó³ÝÏ³ó³Í x 2 X-Ç Ñ³Ù³ñ x+ o = x:

o-Ý ³Ýí³ÝáõÙ »Ý ½ñáÛ³Ï³Ý ï³ññ,
4. ó³ÝÏ³ó³Í x 2 X ï³ññÇ Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ y 2 X ï³ññ
³ÛÝåÇëÇÝ, áñ

x+ y = o: y-Ý ³Ýí³ÝáõÙ »Ý x ï³ññÇ Ñ³Ï³¹Çñ ï³ññ:

5. 1x = x,
6. ¸(ºx) = (¸º)x,
7. (¸+ º)x = ¸x+ ºx,
8. ¸(x+ y) = ¸x+ ¸y:

¶Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ï³ññ»ñÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý Ý³¨ í»ÏïáñÝ»ñ:
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úñÇÝ³Ï 53. Rn-áí Ýß³Ý³Ï»Ýù

x = f

0
@

x1
...
xn

1
A ; xi 2 Rg

µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ, áñï»Õ ë³ÑÙ³Ýí³Í »Ý ·áõÙ³ñÙ³Ý ¨ Ãíáí µ³½Ù³å³ïÏ-
Ù³Ý ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñÁ Ñ»ï¨Û³É Ï»ñå

x+y =

0
@

x1
...
xn

1
A+

0
@

y1
...
yn

1
A =

0
@

x1 + y1
...

xn + yn

1
A ; ¸x = ¸

0
@

x1
...
xn

1
A =

0
@

¸x1
...

¸xn

1
A :

Rn-Á ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¾:
xi ÃÇíÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý x 2 Rn ï³ññÇ i-ñ¹ Ïááñ¹ÇÝ³ï: ²
úñÇÝ³Ï 54. Mn;m-áí Ýß³Ý³Ï»Ýù (n £ m) Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇóÝ»ñÇ

µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ: Ø³ïñÇóÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñ ë³ÑÙ³Ýí³Í ·áõÙ³ñÙ³Ý ¨ Ãíáí µ³½-
Ù³å³ïÏÙ³Ý ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñáí Mn;m µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³-
ÍáõÃÛáõÝ ¾:²

úñÇÝ³Ï 55. Pn-áí Ýß³Ý³Ï»Ýù ÙÇÝã¨ n Ï³ñ·Ç µáÉáñ µ³½Ù³Ý¹³Ù-
Ý»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ, áñï»Õ ·áõÙ³ñÁ ¨ Ãíáí µ³½Ù³å³ïÏáõÙÁ ë³ÑÙ³Ý-
í³Í »Ý ëáíáñ³Ï³Ý »Õ³Ý³Ïáí: Pn µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ
¾:²

úñÇÝ³Ï 56. C[a; b]-áí Ýß³Ý³Ï»Ýù [a; b] Ñ³ïí³ÍÇ íñ³ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï
ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ, áñï»Õ ·áõÙ³ñáõÙÁ ¨ Ãíáí µ³½Ù³å³ïÏáõ-
ÙÁ ë³ÑÙ³Ýí³Í »Ý ëáíáñ³Ï³Ý »Õ³Ý³Ïáí: C[a; b]-Ý ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃ-
ÛáõÝ ¾:²

úñÇÝ³Ï 57. Üß³Ý³Ï»Ýù R+ = fx 2 R;x > 0g: ò³ÝÏ³ó³Í »ñÏáõ
x; y 2 R+ ï³ññ»ñÇ ·áõÙ³ñÁ ë³ÑÙ³Ý»Ýù áñå»ë ³Û¹ Ãí»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³É`
ëáíáñ³Ï³Ý ÇÙ³ëïáí

x+ y = xy;

ÇëÏ x 2 R+ ï³ññÇ ¨ ¸ ÃíÇ ³ñï³¹ñÛ³É ë³ÑÙ³Ý»Ýù, áñå»ë x ¹ñ³Ï³Ý
ÃíÇ ¸ ³ëïÇ×³Ý

¸x = x¸ :

ºÃ» x; y 2 R+ ¨ ¸-Ý ó³ÝÏ³ó³Í ÃÇí ¾, ³å³ x + y 2 R+, ¸x 2 R+:
êïáõ·»Ýù, áñ ³Ûë ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñÁ µ³í³ñ³ñáõÙ »Ý 1-8 ³ùëÇáÙÝ»ñÇÝ
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1. x+ y = xy = yx = y + x,
2. (x+ y) + z = (xy)z = x(yz) = x+ (y + z),
3. o = 1; o+ x = 1x = x,

4. 8x 2 R+; 9 x
0

=
1

x
; x+ x

0

= x
1

x
= 1 = o,

5. 1x = x1 = x,
6. ¯(®x) = (®x)¯ = (x®)¯ = x®¯ = (®¯)x;
7.(®+ ¯)x = x(®+¯) = x®x¯ = (®x) + (¯x),
8. ®(x+ y) = (xy)® = x®y® = (®x) + (®y):

²ÛëÇÝùÝ, R+ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ Ýßí³Í ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñáí, ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³-
ÍáõÃÛáõÝ ¾: ²

úñÇÝ³Ï 58. ²ÙµáÕç Ãí»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ëáíáñ³Ï³Ý ·áõÙ³ñÙ³Ý ¨
Ãíáí µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ý ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñáí ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ã¾:

ÆëÏ³å»ë, »Ã» ¸ = 1
2 , ³å³

1

2
¢ 1 =

1

2
;

áñÝ ³ÙµáÕç ÃÇí ã¾:²
úñÇÝ³Ï 59. ºñÏñáñ¹ Ï³ñ·Ç µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ·Í³ÛÇÝ

ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ã¾:
¸Çï³ñÏ»Ýù »ñÏñáñ¹ Ï³ñ·Ç µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñ

p(x) = x2; q(x) = ¡x2 + x+ 1 :

àõÝ»Ýù
p(x) + q(x) = x+ 1;

áñÁ »ñÏñáñ¹ Ï³ñ·Ç µ³½Ù³Ý¹³Ù ã¾:²
úñÇÝ³Ï 60. ¸Çóáõù

X = f
µ
x1

x2

¶
;x1; x2 2 Rg

¨ ó³ÝÏ³ó³Í x; y 2 X ï³ññ»ñÇ Ñ³Ù³ñ

µ
x1

x2

¶
+

µ
y1
y2

¶
=

µ
x1 + y1
x2 + y2

¶
; ¸

µ
x1

x2

¶
=

µ
¸x1

0

¶
:
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òáõÛó ï³É, áñ X-Á ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ã¾:

ÆëÏ³å»ë, »Ã»

µ
1
1

¶
2 X ï³ññÁ µ³½Ù³å³ïÏ»Ýù 1 Ãíáí, ³å³

1

µ
1
1

¶
=

µ
1
0

¶
6=

µ
1
1

¶
:

²ÛëÇÝùÝ ÑÇÝ·»ñáñ¹ ³ùëÇáÙÁ ï»ÕÇ ãáõÝÇ:²
Â»áñ»Ù 15. ¶Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ½ñáÛ³Ï³Ý ï³ññÁ ÙÇ³ÏÝ ¾ ¨

ó³ÝÏ³ó³Í x 2 X ï³ññÇ Ñ³Ù³ñ

o = 0x :

Â»áñ»Ù 16. ¶Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ó³ÝÏ³ó³Í x ï³ññÇ Ñ³Ï³¹Çñ y
ï³ññÁ ÙÇ³ÏÝ ¾ ¨

y = (¡1)x :

Â»áñ»Ù 17. X ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ó³ÝÏ³ó³Í a; b ï³ññ»ñÇ Ñ³-
Ù³ñ Ï·ïÝíÇ ÙÇ³Ï x 2 X ï³ññ ³ÛÝåÇëÇÝ, áñÁ a+ x = b Ñ³í³ë³ñÙ³Ý
ÉáõÍáõÙ ¾: x ï³ññÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý a; b ï³ññ»ñÇ ï³ñµ»ñáõÃÛáõÝ ¨ Ýß³Ý³-
ÏáõÙ` x = b¡ a:

ê³ÑÙ³ÝáõÙ 9. X ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý Y ½ X µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ ³Ý-
í³ÝáõÙ »Ý X ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ·Í³ÛÇÝ »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ, »Ã» ³ÛÝ
ÝáõÛÝå»ë ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¾:

úñÇÝ³Ï 61. òáõÛó ï³É, áñ

Y = f

0
@

x1

0
x3

1
A ; x1; x2 2 Rg

µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ R3-Ç »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¾:

Y -áõÙ ½ñáÛ³Ï³Ý ï³ññÝ ¾

0
@

0
0
0

1
A: ºÃ» x =

0
@

x1

0
x3

1
A ; y =

0
@

y1
0
y3

1
A,

³å³

x+ y =

0
@

x1 + y1
0

x3 + y3

1
A 2 Y; ¸x =

0
@

¸x1

0
¸x3

1
A 2 Y :
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Ð»ßïáõÃÛ³Ùµ Ï³ñ»ÉÇ ¾ Ñ³Ùá½í»É, áñ µáÉáñ áõÃ ³ùëÇáÙÝ»ñÝ ¾É ×ßÙ³ñÇï
»Ý:

Â»áñ»Ù 18. ¸Çóáõù X-Á ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¾, Y ½ X : Y -Á X-Ç
·Í³ÛÇÝ »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¾ ³ÛÝ ¨ ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñµ

³) ó³ÝÏ³ó³Í y1; y2 2 Y ï³ññ»ñÇ Ñ³Ù³ñ y1 + y2 2 Y ,
µ) ó³ÝÏ³ó³Í y 2 Y ï³ññÇ ¨ ¸ ÃíÇ Ñ³Ù³ñ cy 2 Y :
ò³ÝÏ³ó³Í X ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ áõÝÇ »ñÏáõ ï³ññ³Ï³Ý »ÝÃ³-

ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñ` Y = fog ¨ Y = X :
úñÇÝ³Ï 62. ¸Çóáõù Y -Á (2£2) Ï³ñ·Ç µáÉáñ ëÇÙ»ïñÇÏ Ù³ïñÇóÝ»ñÇ

µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ ¾: òáõÛó ï³É, áñ Y -ÁM2;2 ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý »ÝÃ³ï³-
ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¾:

¸Çóáõù A;B 2 Y : ²ÛëÇÝùÝ, AT = A ¨ BT = B: àõÝ»Ýù

(A+B)T = AT +BT = A+B 2 Y; (cA)T = cAT = cA 2 Y : ²

úñÇÝ³Ï 63. ¸Çóáõù Y -Á (2 £ 2) Ï³ñ·Ç µáÉáñ áã Ñ³Ï³¹³ñÓ»ÉÇ
Ù³ïñÇóÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ ¾: òáõÛó ï³É, áñ Y -Á M2;2 ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³-
ÍáõÃÛ³Ý »ÝÃ³ï³ñÍáõÃÛáõÝ ã¾:

¸Çóáõù

A =

µ
1 0
0 0

¶
; B =

µ
0 0
0 1

¶
:

ä³ñ½ ¾, áñ A;B Ù³ïñÇóÝ»ñÁ Ñ³Ï³¹³ñÓ»ÉÇ ã»Ý` A;B 2 Y , ë³Ï³ÛÝ

A+B =

µ
1 0
0 1

¶
; det(A+B) = 1 :

Ð»ï¨³µ³ñ` A+B 62 Y : ²
úñÇÝ³Ï 64. ¸Çóáõù

Y = f
µ
x1

x2

¶
;x1; x2 ¸ 0g :

Y µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ ÝáõÛÝ³óÝ»É Ïááñ¹ÇÝ³ï³Ï³Ý Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý ³é³-
çÇÝ ù³éáñ¹Ç Ñ»ï: òáõÛó ï³É, áñ ³ÛÝ R2-Ç »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ã¾:

àõÝ»Ýù

¡1

µ
1
1

¶
=

µ
¡1
¡1

¶
;
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áñÝ ³é³çÇÝ ù³éáñ¹ÇÝ ãÇ å³ïÏ³ÝáõÙ: ²
úñÇÝ³Ï 65. Î³éáõó»Ýù Ý»ñ¹ñí³Í »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ Ñ³çáñ-

¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝ: Ð³Ù³Ó³ÛÝ Pn-Ç ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý

P0 ½ P1 ½ P2 ½ ¢ ¢ ¢ ½ Pn :

Ø»Ï áõñÇß ûñÇÝ³Ï: ¸ÇóáõùW5-Á [0; 1] Ñ³ïí³ÍÇ íñ³ áñáßí³Í ýáõÝ-
ÏóÇ³Ý»ñÇ ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ ¾, ÇëÏ W4-Á [0; 1] Ñ³ïí³ÍÇ íñ³ ÇÝ-
ï»·ñ»ÉÇ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ, W3-Á [0; 1] Ñ³ïí³ÍÇ íñ³ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ýáõÝÏ-
óÇ³Ý»ñÇ, W2-Á [0; 1] Ñ³ïí³ÍÇ íñ³ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ, W1-
Á [0; 1] Ñ³ïí³ÍÇ íñ³ áñáßí³Í µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ»ñÝ »Ý:
ÆÝãå»ë Ñ³ÛïÝÇ ¾ Ù³Ã»Ù³ïÇÏ³Ï³Ý ³Ý³ÉÇ½Ç ¹³ëÁÝÃ³óÇó

W1 ½ W2 ½ W3 ½ W4 ½ W5;

³ÛëÇÝùWi-ÝWj-»ñÇ »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ ¾, »Ã» i · j: ²
úñÇÝ³Ï 66. ä³ñ½»É, Ã» Ñ»ï¨Û³É »ñÏáõ µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ»ñÇó, á±ñÝ ¾ R2

·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ
³) x+ 2y = 0 áõÕÕÇÝ å³ïÏ³ÝáÕ Ï»ï»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ,
µ) x+ 2y = 1 áõÕÕÇÝ å³ïÏ³ÝáÕ Ï»ï»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ:
ÜÏ³ï»Ýù, áñ x + 2y = 0 áõÕÕÇÝ å³ïÏ³ÝáÕ R2-Ç Ï»ï»ñÝ áõÝ»Ýµ

¡2x
x

¶
ï»ëùÁ: ¸Çóáõù x =

µ
¡2®
®

¶
; y =

µ
¡2¯
¯

¶
: àõÝ»Ýù

x+ y =

µ
¡2®
®

¶
+

µ
¡2¯
¯

¶
=

µ
¡2(®+ ¯)

®+ ¯

¶
=

µ
¡2°
°

¶
;

áñï»Õ ° = ® + ¯: ²ÛëÇÝùÝ x + y ï³ññÁ å³ïÏ³ÝáõÙ ¾ áõÕÕÇÝ: ÜáõÛÝ
»Õ³Ý³Ïáí Ï³ñ»ÉÇ ¾ Ñ³Ùá½í»É, áñ »Ã» xï³ññÁ å³ïÏ³ÝáõÙ ¾ x+2y = 0
áõÕÕÇÝ, ³å³ ¸x-Á` ÝáõÛÝå»ë:

òáõÛó ï³Ýù, áñ x+2y = 1 áõÕÕÇÝ å³ïÏ³ÝáÕ Ï»ï»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ
R2-Ç »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ã¾: ÜÏ³ï»Ýù, áñ (0; 0) Ï»ïÁ áõÕÕÇ íñ³ ãÇ
·ïÝíáõÙ, ³ÛëÇùÝ R2-Ç ½ñáÛ³Ï³Ý ï³ññÁ ïñí³Í »ÝÃ³µ³½ÙáõÃÛ³ÝÁ ãÇ
å³ïÏ³ÝáõÙ:

Î³ñ»ÉÇ ¾ óáõÛó ï³É, áñ X-Á ÏÉÇÝÇ R2-Ç »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ³ÛÝ ¨
ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñµ

³) X-Á å³ñáõÝ³ÏÇ ÙÇ³ÛÝ R2-Ç ½ñáÛ³Ï³Ý ï³ññÁ,
µ) X-Á Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ ¾ R2-Ç Ñ»ï,
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·) X-Á Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÇ ëÏ½µÝ³Ï»ïáí ³ÝóÝáÕ áõÕÕÇ Ï»ï»ñÇ µ³½-
ÙáõÃÛáõÝÝ ¾: ²

úñÇÝ³Ï 67. ä³ñ½»É, Ã» Ñ»ï¨Û³É »ñÏáõ µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ»ñÇó, á±ñÝ ¾ R3

·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ

X = f

0
@

x1

x2

1

1
A ;x1; x2 2 Rg; Y = f

0
@

x1

x1 + x3

x3

1
A ;x1; x3 2 Rg :

ø³ÝÇ áñ

0
@

0
0
0

1
A ï³ññÁ ãÇ å³ïÏ³ÝáõÙ X µ³½ÙáõÃÛ³ÝÁ, ³å³ ³ÛÝ

R3-Ç »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ã¾:0
@

0
0
0

1
A ï³ññÁ å³ïÏ³ÝáõÙ ¾ Y µ³½ÙáõÃÛ³ÝÁ:

¸Çóáõù x =

0
@

x1

x1 + x3

x3

1
A ; y =

0
@

y1
y1 + y3

y3

1
A: àõÝ»Ýù

x+ y =

0
@

x1 + y1
(x1 + y1) + (x3 + y3)

x3 + y3

1
A =

0
@

z1
z1 + z3

z3

1
A ;

áñï»Õ z1 = x1 + y1; z3 = x3 + y3 ¨

¸x =

0
@

¸x1

¸(x1 + x3)
¸x3

1
A =

0
@

z1
z1 + z3

z3

1
A ;

áñï»Õ z1 = ¸x1; z3 = ¸x3 : ²ÛëÇÝùÝ x + y; ¸x ï³ññ»ñÁ å³ïÏ³ÝáõÙ
»Ý Y µ³½ÙáõÃÛ³ÝÁ: Ð»ï¨³µ³ñ Y -Á R3-Ç »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¾:

Î³ñ»ÉÇ ¾ óáõÛó ï³É (¹³ ÃáÕÝáõÙ »Ýù ÁÝÃ»ñóáÕÇÝ), áñX-Á ÏÉÇÝÇR3-Ç
»ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ³ÛÝ ¨ ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »Ã»

³) X-Á µ³ÕÏ³ó³Í ¾ ÙÇ³ÛÝ

0
@

0
0
0

1
A ï³ññÇó,
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µ) X-Á Ñ³ÝÁÝÏÝáõÙ ¾ R3-Ç Ñ»ï,
·) X-Á µ³ÕÏ³ó³Í ¾ Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÇ ëÏ½µÝ³Ï»ïáí ³ÝóÝáÕ áñ¨¾

áõÕÕÇ µáÉáñ Ï»ï»ñÇó,
¹) X-Á µ³ÕÏ³ó³Í ¾ Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÇ ëÏ½µÝ³Ï»ïáí ³ÝóÝáÕ áñ¨¾

Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý µáÉáñ Ï»ï»ñÇó: ²

151. ÜÏ³ñ³·ñ»É Ñ»ï¨Û³É ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ½ñáÛ³Ï³Ý ï³ñ-
ñ»ñÁ

³) R4, µ) C(¡1;1), ·) M2;3, ¹) M1;4, ») P3, ½) M2;2:
152. Î³ñ»ÉÇ± ¾ Ù»Ï Ï³Ù »ñÏáõ Çñ³ñÇó ï³ñµ»ñ ï³ññ»ñÇó µ³ÕÏ³ó³Í
µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ»ñÁ ¹³ñÓÝ»É ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñ:

153. ¶Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõ±Ý ¾ W = f
µ
®
®

¶
;® 2 Rg µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ:

154. ¶Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõ±Ý ¾ W = f
µ
®
¯

¶
; ¯ ¸ 0; ® 2 Rg µ³½ÙáõÃ-

ÛáõÝÁ:
155. ¶Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõ±Ý ¾ (2£ 2) Ï³ñ·Ç Ñ»ï¨Û³É

µ
a b
c 0

¶
; a; b; c 2 R

ï»ëùÝ áõÝ»óáÕ Ù³ïñÇóÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ:
156. ¶Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõ±Ý ¾ (2£ 2) Ï³ñ·Ç Ñ»ï¨Û³É

µ
a b
c 1

¶

ï»ëùÝ áõÝ»óáÕ Ù³ïñÇóÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ:
157. ¶Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõ±Ý ¾ (2£2) Ï³ñ·Ç Ñ³Ï³¹³ñÓ»ÉÇ Ù³ïñÇóÝ»ñÇ
µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ:
158. ¶Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõ±Ý ¾ (2 £ 2) Ï³ñ·Ç ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ Ù³ïñÇó-
Ý»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ:
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159. R2-Á Ñ»ï¨Û³É ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñáí ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¾, Ã» áã

³)

µ
®1

¯1

¶
+

µ
®2

¯2

¶
=

µ
®1 + ®2

¯1 + ¯2

¶
; c

µ
®1

¯1

¶
=

µ
c®1

¯1

¶
;

µ)

µ
®1

¯1

¶
+

µ
®2

¯2

¶
=

µ
®1

0

¶
; c

µ
®1

¯1

¶
=

µ
c®1

c¯1

¶
;

·)

µ
®1

¯1

¶
+

µ
®2

¯2

¶
=

µ
®1 + ®2

¯1 + ¯2

¶
; c

µ
®1

¯1

¶
=

µp
c®1p
c¯1

¶
;

¹)

µ
®1

¯1

¶
+

µ
®2

¯2

¶
=

µ
®1®2

¯1¯2

¶
; c

µ
®1

¯1

¶
=

µ
c®1

c¯1

¶
:

160. R3-Á Ñ»ï¨Û³É ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñáí ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¾, Ã» áã

³)

0
@

®1

¯1

°1

1
A+

0
@

®2

¯2
°2

1
A =

0
@

®1 + ®2

¯1 + ¯2
°1 + °2

1
A ; c

0
@

®1

¯1
°1

1
A =

0
@

c®1

c¯1
0

1
A ;

µ)

0
@

®1

¯1

°1

1
A+

0
@

®2

¯2
°2

1
A =

0
@

0
0
0

1
A ; c

0
@

®1

¯1

°1

1
A =

0
@

c®1

c¯1

c°1

1
A ;

·)

0
@

®1

¯1
°1

1
A+

0
@

®2

¯2
°2

1
A =

0
@

®1 + ®2 + 1
¯1 + ¯2 + 1
°1 + °2 + 1

1
A ; c

0
@

®1

¯1

°1

1
A =

0
@

c®1

c¯1

c°1

1
A ;

¹)

0
@

®1

¯1

°1

1
A+

0
@

®2

¯2
°2

1
A=

0
@

®1 + ®2 + 1
¯1 + ¯2 + 1
°1 + °2 + 1

1
A ; c

0
@

®1

¯1
°1

1
A=

0
@

c®1 + c¡ 1
c¯1 + c¡ 1
c°1 + c¡ 1

1
A:

161. òáõÛó ï³É, áñ Ñ»ï¨Û³É µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ»ñÁ ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñ
ã»Ý

³) ¹³ï³ñÏ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ,
µ) ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý í»ÏïáñÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ` ³é³Ýó ³ÛÝ í»ÏïáñÝ»-

ñÇ, áñáÝù ½áõ·³Ñ»é »Ý ïñí³Í áõÕÕÇÝ,
·) µáÉáñ ³ÛÝ µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ, áñáÝó Ï³ñ·Á Ñ³í³ë³ñ

¾ n-Ç,
¹) µáÉáñ ³ÛÝ ³ÙµáÕç ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñáí µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ,

áñáÝó Ï³ñ·Á ÷áùñ ¾ Ï³Ù Ñ³í³ë³ñ n-Ç:
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162. [a; b] Ñ³ïí³ÍÇ íñ³ áñáßí³Í ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ Ñ»ï¨Û³É µ³½ÙáõÃÛáõÝ-
Ý»ñÇó áñá±Ýù »Ý ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñ

³) [a; b] Ñ³ïí³ÍÇ íñ³ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ,
µ) [a; b] Ñ³ïí³ÍÇ íñ³ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ,
·) [a; b] Ñ³ïí³ÍÇ íñ³ ÇÝï»·ñ»ÉÇ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ,
¹) [a; b] Ñ³ïí³ÍÇ íñ³ ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ,
») µáÉáñ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ, áñáÝó Ñ³Ù³ñ sup[a;b]jf(x)j · 1
½) [a; b] Ñ³ïí³ÍÇ íñ³ áã µ³ó³ë³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñ ÁÝ¹áõÝáÕ ýáõÝÏ-

óÇ³Ý»ñÁ,
¾) µáÉáñ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ, áñáÝù µ³í³ñ³ñáõÙ »Ý f(a) = 0 å³ÛÙ³ÝÇÝ,
Á) µáÉáñ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ, áñáÝù µ³í³ñ³ñáõÙ »Ý f(a) = 1 å³ÛÙ³ÝÇÝ,
Ã) µáÉáñ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ, áñáÝù µ³í³ñ³ñáõÙ »Ý lim

x!a+0
f(x) = +1

å³ÛÙ³ÝÇÝ,
Å) [a; b] Ñ³ïí³ÍÇ íñ³ ÙáÝáïáÝ ³×áÕ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ,
Ç) [a; b] Ñ³ïí³ÍÇ íñ³ ÙáÝáïáÝ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ:

163. ¸Çóáõù V = Rn: òáõÛó ï³É, áñW -Ý V -Ç »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¾, »Ã»

³) V = R4; W = f

0
B@

®1

®2

®3

0

1
CA ; ®1; ®2; ®3 2 Rg,

µ) V = R3; W = f

0
@

®1

®2

2®1 ¡ 3®3

1
A ; ®1; ®2; ®3 2 Rg,

·) V = M2;2, ÇëÏW -Ý (2£ 2) Ï³ñ·Ç

µ
0 a
b 0

¶

Ù³ïñÇóÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝ ¾,
¹) V = M3;2, ÇëÏW -Ý (3£ 2) Ï³ñ·Ç

0
@

a b
a+ b 0
0 c

1
A

Ù³ïñÇóÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝ ¾:
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164.òáõÛó ï³É, áñW -Ý ïñí³Í ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ
ã¾, »Ã»

³) W -Ý R3-Ç ³ÛÝ ï³ññ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ ¾, áñáÝó í»ñçÇÝ Ïááñ¹Ç-
Ý³ïÁ ¡1 ¾,

µ) W -Ý R2-Ç ³ÛÝ ï³ññ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ ¾, áñáÝó Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÁ
é³óÇáÝ³É Ãí»ñ »Ý, ·) W -Ý C(¡1;1)-Ç áã µ³ó³ë³Ï³Ý ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ
µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ ¾,

¹)W -ÝMn;n-Ç ½ñáÛ³Ï³Ý áñáßÇã áõÝ»óáÕ Ù³ïñÇóÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ
¾,

») W -ÝMn;n-Ç ÇÝùÝ³ÝÙ³Ý Ù³ïñÇóÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ ¾:
165. Ð»ï¨Û³É µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ»ñÁ Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ-
Ý»ñÇ ·Í³ÛÇÝ »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñ »Ý, Ã» áã

³) n ã³÷³ÝÇ í»ÏïáñÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ, áñáÝó Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÁ
³ÙµáÕç Ãí»ñ »Ý,

µ) n ã³÷³ÝÇ í»ÏïáñÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ, áñáÝó Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÁ µ³-
í³ñ³ñáõÙ »Ý x1 + x2 + :::+ xn = 0 å³ÛÙ³ÝÇÝ,

·) n ã³÷³ÝÇ í»ÏïáñÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ, áñáÝó Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÁ µ³-
í³ñ³ñáõÙ »Ý x1 + x2 + :::+ xn = 1 Ñ³í³ë³ñÙ³ÝÁ,

¹) n ã³÷³ÝÇ í»ÏïáñÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ, áñáÝù feigki=1 2 Rn (k ·
n) í»ÏïáñÝ»ñÇ ·Í³ÛÇÝ ÏáÙµÇÝ³óÇ³Ý»ñÝ »Ý,

») ½áõ·³Ù»ï Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ,
½) Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý ³ÛÝ í»ÏïáñÝ»ñÇ Ñ³Ù³ËáõÙµÁ, áñáÝó ëÏ½µÝ³Ï»ïÁ

·ïÝíáõÙ ¾ (0; 0) Ï»ïáõÙ, ÇëÏ í»ñçÝ³Ï»ïÁ` ïñí³Í áõÕÕÇ íñ³,
¾) Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý ³ÛÝ í»ÏïáñÝ»ñÇ Ñ³Ù³ËáõÙµÁ, áñáÝó ëÏ½µÝ³Ï»ïÁ

·ïÝíáõÙ ¾ (0; 0) Ï»ïáõÙ, ÇëÏ í»ñçÝ³Ï»ïÁ ãÇ ·ïÝíáõÙ ïñí³Í áõÕÕÇ íñ³,
Á) Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý ³ÛÝ í»ÏïáñÝ»ñÇ Ñ³Ù³ËáõÙµÁ, áñáÝó í»ñçÝ³Ï»ïÁ

·ïÝíáõÙ ¾ ³é³çÇÝ ù³éáñ¹áõÙ:
166. C(¡1;1) µ³½ÙáõÃÛ³Ý Ñ»ï¨Û³É »ÝÃ³µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ»ñÇó, áñá±Ýù »Ý
C(¡1; 1) ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ

³) f(x) ¸ 0, µ) f(¡x) = f(x), ·) f(¡x) = ¡f(x),
¹) f(x) = c, ») f(0) = 0, ½) f(0) = 1 :

167. Mn;n µ³½ÙáõÃÛ³Ý Ñ»ï¨Û³É »ÝÃ³µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ»ñÇó, áñá±Ýù »ÝMn;n

·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ
³) í»ñÇÝ »é³ÝÏÛáõÝ³Ó¨ Ù³ïñÇóÝ»ñÁ,
µ) ³ÙµáÕç ï³ññ»ñáí Ù³ïñÇóÝ»ñÁ,
·) ³ÛÝ A Ù³ïñÇóÝ»ñÁ, áñáÝù ï»Õ³÷áË»ÉÇ »Ý ïñí³Í B Ù³ïñÇóÇ

Ñ»ï,
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¹) áã Ñ³Ï³¹³ñÓ»ÉÇ Ù³ïñÇóÝ»ñÁ,
») Ñ³Ï³¹³ñÓ»ÉÇ Ù³ïñÇóÝ»ñÁ:

168. ¸Çóáõù A-Ý (2£ 3) Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇó ¾: ²å³óáõó»É, áñ

W =

½
x 2 R3 : Ax =

µ
1
2

¶¾

µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ R3-Ç »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ã¾:
169. ¸Çóáõù A-Ý (m£ n) Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇó ¾: ²å³óáõó»É, áñ

W = fx 2 R3 : Ax = og

µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ Rn-Ç »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¾:
170. ¸Çóáõù V -Ý W ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¾: òáõÛó
ï³É, áñ V ¨W ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ½ñáÛ³Ï³Ý ï³ññ»ñÁ Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ »Ý:

9. ¶Ì²ÚÆÜ î²ð²ÌàôÂÚ²Ü î²ððºðÆ
¶Ì²ÚÆÜ Î²Êì²ÌàôÂÚàôÜÀ ºì ²ÜÎ²ÊàôÂÚàôÜÀ

ê³ÑÙ³ÝáõÙ 10. Î³ë»Ýù, áñ V ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý v ï³ññÁ
u1; ¢ ¢ ¢ ; uk 2 V ï³ññ»ñÇ ·Í³ÛÇÝ ÏáÙµÇÝ³óÇ³ ¾, »Ã» Ï·ïÝí»Ý c1; ¢ ¢ ¢ ; ck
Ñ³ëï³ïáõÝÝ»ñ ³ÛÝåÇëÇù, áñ

v = c1u1 + ¢ ¢ ¢+ ckuk :

úñÇÝ³Ï 68. ¸Çï³ñÏ»Ýù R3 ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý í»ÏïáñÝ»ñÇ
Ñ»ï¨Û³É Ñ³Ù³ËáõÙµÁ

fv1; v2; v3g = f

0
@

1
3
1

1
A ;

0
@

0
1
2

1
A ;

0
@

1
0
¡5

1
Ag :

v1 í»ÏïáñÁ v2; v3 í»ÏïáñÝ»ñÇ ·Í³ÛÇÝ ÏáÙµÇÝ³óÇ³Ý ¾, ù³ÝÇ áñ

v1 = 3v2 + v3 = 3

0
@

0
1
2

1
A+

0
@

1
0
¡5

1
A =

0
@

1
3
1

1
A : ²
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úñÇÝ³Ï 69. ¸Çï³ñÏ»Ýù M2;2 ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý í»ÏïáñÝ»ñÇ
Ñ»ï¨Û³É Ñ³Ù³ËáõÙµÁ

fv1; v2; v3; v4g =

½µ
0 8
2 1

¶
;

µ
0 2
1 0

¶
;

µ
¡1 3
1 2

¶
;

µ
¡2 0
1 3

¶¾
:

v1 í»ÏïáñÁ ¾ v2; v3; v4 í»ÏïáñÝ»ñÇ ·Í³ÛÇÝ ÏáÙµÇÝ³óÇ³, ù³ÝÇ áñ

v1 = v2+2v3¡v4 =

µ
0 2
1 0

¶
+2

µ
¡1 3
1 2

¶
¡
µ
¡2 0
1 3

¶
=

µ
0 8
2 1

¶
: ²

úñÇÝ³Ï 70. îñí³Í w =

0
@

1
1
1

1
A í»ÏïáñÁ Ý»ñÏ³Û³óÝ»É Ñ»ï¨Û³É

í»ÏïáñÝ»ñÇ ·Í³ÛÇÝ ÏáÙµÇÝ³óÇ³Ûáí

v1 =

0
@

1
2
3

1
A ; v2 =

0
@

0
1
2

1
A ; v3 =

0
@

¡1
0
1

1
A :

¶ïÝ»Ýù ³ÛÝåÇëÇ c1; c2; c3 Ãí»ñ, áñ w = c1v1 + c2v2 + c3v3: àõÝ»Ýù

0
@

1
1
1

1
A = c1

0
@

1
2
3

1
A+ c2

0
@

0
1
2

1
A+ c3

0
@

¡1
0
1

1
A =

0
@

c1 ¡ c3
2c1 + c2

3c1 + 2c2 + c3

1
A :

Ð³í³ë³ñ»óÝ»Éáí Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÁ` Ïëï³Ý³Ýù ·Í³-
ÛÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇ Ñ³Ù³Ï³ñ·

c1 ¡ c3 = 1

2c1 + c2 = 1

3c1 + 2c2 + c3 = 1;

áñÇ ÉáõÍáõÙÁ å³ñ³Ù»ïñ³Ï³Ý ï»ëùáí Ñ»ï¨Û³ÉÝ ¾

c1 = 1 + c; c2 = ¡1¡ 2c; c3 = c :
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àñ¨¾ ÉáõÍáõÙ ëï³Ý³Éáõ Ñ³Ù³ñ ÁÝ¹áõÝ»Ýù` c = 1: Îëï³Ý³Ýù, c1 =
2; c2 = ¡3; c3 = 1 ¨

w = 2v1 ¡ 3v2 + v3 : ²

úñÇÝ³Ï 71. ºÃ» ÑÝ³ñ³íáñ ¾, w =

0
@

1
¡2
2

1
A í»ÏïáñÁ Ý»ñÏ³Û³óÝ»É

Ñ»ï¨Û³É í»ÏïáñÝ»ñÇ ·Í³ÛÇÝ ÏáÙµÇÝ³óÇ³Ûáí

v1 =

0
@

1
2
3

1
A ; v2 =

0
@

0
1
2

1
A ; v3 =

0
@

¡1
0
1

1
A :

ì³ñí»Éáí ÇÝãå»ë Ý³Ëáñ¹ ûñÇÝ³ÏáõÙ Ïëï³Ý³Ý³ù Ñ»ï¨Û³É Ñ³Ù³Ï³ñ·Á

c1 ¡ c3 = 1

2c1 + c2 = ¡2

3c1 + 2c2 + c3 = 2;

áñÁ ÉáõÍáõÙ ãáõÝÇ: Ð»ï¨³µ³ñ w í»ÏïáñÁ ÑÝ³ñ³íáñ ã¾ Ý»ñÏ³Û³óÝ»É
v1; v2; v3 í»ÏïáñÝ»ñÇ ·Í³ÛÇÝ ÏáÙµÇÝ³óÇ³Ûáí:²

ê³ÑÙ³ÝáõÙ 11. Î³ë»Ýù, áñ V ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý í»ÏïáñÝ»ñÇ

S = fv1; v2; :::; vng

Ñ³Ù³ËáõÙµÁ ·Íáñ»Ý Ï³ËÛ³É ¾ , »Ã» ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý ³ÛÝåÇëÇ c1; c2; :::; cn
Ãí»ñ, áñáÝóÇó ·áÝ» Ù»ÏÁ ½ñá ã¾ ¨

c1v1 + c2v2 + ¢ ¢ ¢+ cnvn = o : (17)

ºÃ» S Ñ³Ù³ËáõÙµÁ ·Íáñ»Ý Ï³ËÛ³É ã¾, ³å³ ³ëáõÙ »Ý, áñ ³ÛÝ ·Íáñ»Ý

³ÝÏ³Ë ¾, ³ÛëÇÝùÝ, (17)-Çó Ñ»ï¨áõÙ ¾, áñ c1 = c2 = ¢ ¢ ¢ = cn = 0:
Â»áñ»Ù 19. àñå»ë½Ç V ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý S = fv1; :::; vng

Ñ³Ù³ËáõÙµÁ ÉÇÝÇ ·Íáñ»Ý Ï³ËÛ³É, ³ÝÑñ³Å»ßï ¾ ¨ µ³í³ñ³ñ, áñ
v1; :::; vn í»ÏïáñÝ»ñÇó áñ¨¾ Ù»ÏÁ Ý»ñÏ³Û³óíÇ ÙÛáõëÝ»ñÇ ·Í³ÛÇÝ ÏáÙµÇ-
Ý³óÇ³Ûáí:
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úñÇÝ³Ï 72. ä³ñ½»É Ñ»ï¨Û³É Ñ³Ù³ËÙµÇ ·Íáñ»Ý Ï³Ëí³ÍáõÃÛáõÝÁ
Ï³Ù ³ÝÏ³ËáõÃÛáõÝÁ

S = fv1; v2; v3g = f

0
@

1
2
3

1
A ;

0
@

0
1
2

1
A ;

0
@

¡2
0
1

1
Ag :

Î³½Ù»Ýù Ñ»ï¨Û³É í»Ïïáñ³ÛÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÙÁ

c1v1 + c2v2 + c3v3 = o : (18)

ºÃ» (18)-Ý áõÝ»Ý³ ÙÇ³ÛÝ ½ñáÛ³Ï³Ý ÉáõÍáõÙ, ³å³ S Ñ³Ù³ËáõÙµÁ ÏÉÇÝÇ
·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë: Ð³Ï³é³Ï ¹»åùáõÙ` ·Íáñ»Ý Ï³ËÛ³É: àõÝ»Ýù

c1

0
@

1
2
3

1
A+ c2

0
@

0
1
2

1
A+ c3

0
@

¡2
0
1

1
A =

0
@

c1 ¡ 2c3
2c1 + c2

3c1 + 2c2 + c3

1
A =

0
@

0
0
0

1
A ;

áñÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáõÙ ¾ Ñ»ï¨Û³É Ñ³Ù³Ï³ñ·Á

c1 ¡ 2c3 = 0

2c1 + c2 = 0

3c1 + 2c2 + c3 = 0 :

ø³ÝÇ áñ Ñ³Ù³Ï³ñ·Ý áõÝÇ ÙÇ³ÛÝ ½ñáÛ³Ï³Ý ÉáõÍáõÙ, ³å³ S-Á ·Íáñ»Ý
³ÝÏ³Ë ¾:²

úñÇÝ³Ï 73. ¸Çóáõù V = C[a; b]: òáõÛó ï³Ýù, áñ

S = f1; x; x2; ¢ ¢ ¢ ; xng

Ñ³Ù³ËáõÙµÁ ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë ¾:
¸Çï³ñÏ»Ýù Ñ»ï¨Û³É Ñ³í³ë³ñáõÙÁ

c1 + c2x+ c3x
2 + ¢ ¢ ¢+ cnx

n = o

Ï³Ù áñ ÝáõÛÝÝ ¾

c1 + c2x+ c3x
2 + ¢ ¢ ¢+ cnx

n ´ 0; x 2 [a; b] :
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Ø³ëÝ³íáñ³å»ë, x = 0-Ç Ñ³Ù³ñ áõÝ»Ýù c1 = 0 ¨ áõñ»ÙÝ

c2x+ c3x
2 + ¢ ¢ ¢+ cnx

n = x(c2 + c3x+ ¢ ¢ ¢+ cnx
n¡1) ´ 0 :

²Ûëï»ÕÇó ëï³ÝáõÙ »Ýù

c2 + c3x+ ¢ ¢ ¢+ cnx
n¡1 ´ 0 :

ÎñÏÝ»Éáí ÝáõÛÝ ù³ÛÉ»ñÁ, Ïëï³Ý³Ýù

c2 = ¢ ¢ ¢ = cn = 0 : ²

úñÇÝ³Ï 74. ä³ñ½»É Ñ»ï¨Û³É Ñ³Ù³ËÙµÇ ·Íáñ»Ý Ï³Ëí³ÍáõÃÛáõÝÁ
Ï³Ù ³ÝÏ³ËáõÃÛáõÝÁ

S = fv1; v2; v3g = f1 + x¡ 2x2; 2 + 5x¡ x2; x+ x2g :

Î³½Ù»Ýù Ñ»ï¨Û³É í»Ïïáñ³ÛÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÙÁ

c1v1 + c2v2 + c3v3 = o :

²Ûëï»ÕÇó
c1 + 2c2 = 0

c1 + 5c2 + c3 = 0

¡2c1 ¡ c2 + c3 = 0 :

Ð³Ù³Ï³ñ·Ý áõÝÇ ³Ýí»ñç ù³Ý³ÏáõÃÛ³Ùµ ÉáõÍáõÙÝ»ñ

c1 = 2c; c2 = ¡c; c3 = 3c :

Ð»ï¨³µ³ñ S-Á ·Íáñ»Ý Ï³ËÛ³É ¾: êï³óí³Í ÉáõÍÙ³Ý Ù»ç í»ñóÝ»Éáí c =
1` Ïëï³Ý³Ýù

2v1 ¡ v2 + 3v3 = o : ²
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171. ä³ñ½»É Ñ»ï¨Û³É Ñ³Ù³ËÙµ»ñÇ ·Íáñ»Ý Ï³Ëí³ÍáõÃÛáõÝÁ Ï³Ù ³ÝÏ³-
ËáõÃÛáõÝÁ

³) f

0
@

1
2
3

1
A ;

0
@

3
6
7

1
Ag, µ) f

0
@

4
¡2
6

1
A ;

0
@

6
¡3
9

1
Ag,

·) f

0
@

2
¡3
1

1
A ;

0
@

3
¡1
5

1
A ;

0
@

1
¡4
3

1
Ag, ¹) f

0
@

5
4
3

1
A ;

0
@

3
3
2

1
A ;

0
@

8
1
3

1
Ag,

») f

0
B@

4
¡5
2
6

1
CA ;

0
B@

2
¡2
1
3

1
CA ;

0
B@

6
¡3
3
9

1
CA ;

0
B@

4
¡1
5
6

1
CAg:

172.¶ïÝ»É ¸ å³ñ³Ù»ïñÇ µáÉáñ ³ÛÝ ³ñÅ»ùÝ»ñÁ, »ñµ u í»ÏïáñÁ
v1; ¢ ¢ ¢ ; vs í»ÏïáñÝ»ñÇ ·Í³ÛÇÝ ÏáÙµÇÝ³óÇ³ ¾

³) v1 =

0
@

2
3
5

1
A ; v2 =

0
@

3
7
8

1
A ; v3 =

0
@

1
¡6
1

1
A ; u =

0
@

7
¡2
¸

1
A,

µ) v1 =

0
@

4
4
3

1
A ; v2 =

0
@

7
2
1

1
A ; v3 =

0
@

4
1
6

1
A ; u =

0
@

5
9
¸

1
A:

173. t å³ñ³Ù»ïñÇ ÇÝãåÇëÇ± ³ñÅ»ùÝ»ñÇ ¹»åùáõÙ Ñ»ï¨Û³É Ñ³Ù³ËÙµ»ñÁ
ÏÉÇÝ»Ý ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë

³) f

0
@

t
1
1

1
A ;

0
@

1
t
1

1
A ;

0
@

1
1
t

1
Ag, µ) f

0
@

t
1
1

1
A ;

0
@

1
0
1

1
A ;

0
@

1
1
3t

1
Ag:

174. ¸Çóáõù

A =

µ
2 ¡3
4 1

¶
; B =

µ
0 5
1 ¡2

¶
:

Ð»ï¨Û³É Ù³ïñÇóÝ»ñÇó áñá±Ýù »Ý A ¨ B Ù³ïñÇóÝ»ñÇ ·Í³ÛÇÝ ÏáÙµÇÝ³-
óÇ³: ¸ñ³Ï³Ý å³ï³ëË³ÝÇ ¹»åùáõÙ ·ïÝ»É ³Û¹ ÏáÙµÇÝ³óÇ³Ý

³)

µ
6 ¡19
10 7

¶
, µ)

µ
6 2
9 11

¶
, ·)

µ
¡2 28
1 ¡11

¶
, ¹)

µ
0 0
0 0

¶
:
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175.²å³óáõó»É, áñ
³) »ñÏáõ Ñ³í³ë³ñ í»ÏïáñÝ»ñ áõÝ»óáÕ ó³ÝÏ³ó³Í Ñ³Ù³ËáõÙµ ·Íá-

ñ»Ý Ï³ËÛ³É ¾,
µ) Ñ³Ù»Ù³ï³Ï³Ý í»ÏïáñÝ»ñ áõÝ»óáÕ ó³ÝÏ³ó³Í Ñ³Ù³ËáõÙµ ·Íá-

ñ»Ý Ï³ËÛ³É ¾ (X ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý x; y ï³ññ»ñÁ Ï³Ýí³Ý»Ýù Ñ³Ù»Ù³ï³-
Ï³Ý, »Ã» Ï·ïÝíÇ ³ÛÝåÇëÇ ¸ 6= 0, áñ x = ¸y),

·) ½ñáÛ³Ï³Ý í»Ïïáñ å³ñáõÝ³ÏáÕ ó³ÝÏ³ó³Í Ñ³Ù³ËáõÙµ ·Íáñ»Ý
Ï³ËÛ³É ¾,

¹) Ï³ËÛ³É »ÝÃ³Ñ³Ù³ËáõÙµ å³ñáõÝ³ÏáÕ ó³ÝÏ³ó³Í Ñ³Ù³ËáõÙµ
·Íáñ»Ý Ï³ËÛ³É ¾,

») ³ÝÏ³Ë Ñ³Ù³ËÙµÇ ó³ÝÏ³ó³Í »ÝÃ³Ñ³Ù³ËáõÙµ ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë
¾:
176.²å³óáõó»É, áñ »Ã» fa1; ¢ ¢ ¢ ; akg Ñ³Ù³ËáõÙµÁ ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë ¾, ÇëÏ
fa1; ¢ ¢ ¢ ; ak; bg Ñ³Ù³ËáõÙµÁ` Ï³ËÛ³É, ³å³ b-Ý Ï³ñ»ÉÇ ¾ Ý»ñÏ³Û³óÝ»É
a1; ¢ ¢ ¢ ; ak í»ÏïáñÝ»ñÇ ·Í³ÛÇÝ ÏáÙµÇÝ³óÇ³Ûáí:
177. ¸Çóáõù fa1; ¢ ¢ ¢ ; arg Ñ³Ù³ËáõÙµÁ ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë ¾: ²å³óáõó»É, áñ
»Ã» ó³ÝÏ³ó³Í ak í»Ïïáñ b1; ¢ ¢ ¢ ; bs í»ÏïáñÝ»ñÇ ·Í³ÛÇÝ ÏáÙµÇÝ³óÇ³
¾, ³å³ r · s:
178. ¸ å³ñ³Ù»ïñÇ Ç±Ýã ³ñÅ»ùÝ»ñÇ ¹»åùáõÙ ¾ fa1; a2g Ñ³Ù³ËÙµÇ
·Íáñ»Ý ³ÝÏ³ËáõÃÛáõÝÇó Ñ»ï¨áõÙ ¾ f¸a1 + a2; a1 + ¸a2g Ñ³Ù³ËÙµÇ
·Íáñ»Ý ³ÝÏ³ËáõÃÛáõÝÁ:
179. ¸Çóáõù A-Ý (3£ 3) Ï³ñ·Ç Ñ³Ï³¹³ñÓ»ÉÇ Ù³ïñÇó ¾: ²å³óáõó»É, áñ
»Ã» fv1; v2; v3g Ñ³Ù³ËáõÙµÁ ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë ¾M3;1 ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃ-
ÛáõÝáõÙ, ³å³ fAv1; Av2; Av3g Ñ³Ù³ËáõÙµÁ ÝáõÛÝå»ë ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë ¾:
àñ¨¾ ûñÇÝ³ÏÇ û·ÝáõÃÛ³Ùµ óáõÛó ï³É, áñ ¹³ ³Û¹å»ë ã¾, »Ã» A-Ý ëÇÝ·áõ-
ÉÛ³ñ Ù³ïñÇó ¾:
180. òáõÛó ï³É, áñ ff1(x); ¢ ¢ ¢ ; fn(x)g Ñ³Ù³ËáõÙµÁ ·Íáñ»Ý Ï³Ëí³Í ¾
[a; b]-áõÙ, »Ã»

³) ³Û¹ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇó ·áÝ» Ù»ÏÁ ÝáõÛÝ³µ³ñ ½ñá ¾,
µ) ³Û¹ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇó ·áÝ» »ñÏáõëÁ ÝáõÛÝ³µ³ñ Ñ³í³ë³ñ »Ý:

181. ºÃ» f1(x); ¢ ¢ ¢ ; fn(x) ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ ·Íáñ»Ý Ï³ËÛ³É »Ý [a; b]-áõÙ,
³å³ ¹ñ³Ýù ·Íáñ»Ý Ï³ËÛ³É »Ý ó³ÝÏ³ó³Í [a1; b1] ½ [a; b] Ñ³ïí³ÍáõÙ:
182. ¸Çóáõù S = ff1(x); ¢ ¢ ¢ ; fn(x)g Ñ³Ù³ËáõÙµÁ ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë ¾
[a; b]-áõÙ: Æ±Ýã Ï³ñ»ÉÇ ¾ ³ë»É ³Û¹ Ñ³Ù³ËÙµÇ Ù³ëÇÝ [a1; b1] ½ [a; b]
Ñ³ïí³ÍáõÙ:
183. ¸Çóáõù S = ff1(x); ¢ ¢ ¢ ; fn(x)g Ñ³Ù³ËáõÙµÁ ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë ¾
[a1; b1] ½ [a; b]-áõÙ: òáõÛó ï³É, áñ S Ñ³Ù³ËáõÙµÁ ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë ¾ [a; b]-
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áõÙ:
184. ²å³óáõó»É Ñ»ï¨Û³É Ñ³Ù³ËÙµ»ñÇ ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³ËáõÃÛáõÝÁ (x 2 R1)

³) fsin x; cos xg,
µ) f1; sin x; cos xg,
·) fsin x; sin 2x; ¢ ¢ ¢ ; sin nxg,
¹) f1; cos x; cos 2x; ¢ ¢ ¢ ; cos nxg,
») f1; cos x; sin x; cos 2x; sin 2x; ¢ ¢ ¢ ; cos nx; sin nxg,
½) f1; sin x; sin2 x; ¢ ¢ ¢ ; sinn xg,
¾) f1; cos x; cos2 x; ¢ ¢ ¢ ; cosn xg,
Á) fea1x; ¢ ¢ ¢ ; eanxg, ai 6= aj ,
Ã) fxa1 ; ¢ ¢ ¢ ; xang, ai 6= aj :

185. òáõÛó ï³É, áñ fx; jxjg Ñ³Ù³ËáõÙµÁ ·Íáñ»Ý Ï³ËÛ³É ¾ C[0; 1] ·Í³ÛÇÝ
ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ, ë³Ï³ÛÝ ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë ¾ C[¡1; 1]-áõÙ:

10. ¶Ì²ÚÆÜ î²ð²ÌàôÂÚ²Ü ´²¼Æê ºì
â²öàÔ²Î²ÜàôÂÚàôÜ

ê³ÑÙ³ÝáõÙ 12. X ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë
S = fe1; :::; eng Ñ³Ù³ËáõÙµÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý X-Ç µ³½Çë, »Ã» ó³ÝÏ³ó³Í
x 2 X-Ç Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý ³ÛÝåÇëÇ xi; i = 1; n Ãí»ñ, áñ

x =
nX

i=1

xiei :

²Ûë Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý x ï³ññÇ í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝ Áëï

fe1; :::; eng µ³½ÇëÇ, ÇëÏ xi Ãí»ñÁ` x ï³ññÇ (í»ÏïáñÇ) Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñ

Áëï ³Û¹ µ³½ÇëÇ: ²ÛëáõÑ»ï¨ Ïû·ï³·áñÍ»Ýù

(x)S =

0
@

x1
...
xn

1
A

Ýß³Ý³ÏáõÙÁ:
úñÇÝ³Ï 75. òáõÛó ï³É, áñ

S = fe1; e2; e3g = f

0
@

1
0
0

1
A ;

0
@

0
1
0

1
A ;

0
@

0
0
1

1
Ag
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Ñ³Ù³ËáõÙµÁ R3 ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý µ³½Çë ¾:
ÜÏ³ï»Ýù, áñ

c1

0
@

1
0
0

1
A+ c2

0
@

0
1
0

1
A+ c3

0
@

0
0
1

1
A = o

í»Ïïáñ³ÛÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÙÝ áõÝÇ ÙÇ³ÛÝ ½ñáÛ³Ï³Ý ÉáõÍáõÙ` c1 = c2 = c3 =

0: ´³óÇ ³Û¹` R3 ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ó³ÝÏ³ó³Í x =

0
@

x1

x2

x3

1
A ï³ññ

Ï³ñ»ÉÇ ¾ Ý»ñÏ³Û³óÝ»É áñå»ë S-Ç ï³ññ»ñÇ ·Í³ÛÇÝ ÏáÙµÇÝ³óÇ³

x = x1e1 + x2e2 + x3e3 :

ÜáõÛÝ »Õ³Ý³Ïáí Ï³ñ»ÉÇ ¾ ³å³óáõó»É, áñ

S = fe1; ¢ ¢ ¢ ; eng = f

0
B@

1
0
¢ ¢ ¢
0

1
CA ;

0
B@

0
1
¢ ¢ ¢
0

1
CA ; ¢ ¢ ¢ ;

0
B@

0
0
¢ ¢ ¢
1

1
CAg

Ñ³Ù³ËáõÙµÁ Rn-Ç µ³½Çë ¾: ²ÛÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý Rn-Ç ïÇå³ÛÇÝ µ³½Çë:²
²ÛëáõÑ»ï¨, »Ã» µ³½ÇëÁ ãÇ ÝßíáõÙ, ³å³ Ñ³ëÏ³ÝáõÙ »Ýù ï³ññÇ í»ñ-

ÉáõÍáõÃÛáõÝÁ Áëï ïÇå³ÛÇÝ µ³½ÇëÇ:
úñÇÝ³Ï 76. òáõÛó ï³É, áñ

S = fe1; e2g = f
µ
1
1

¶
;

µ
1
¡1

¶
g

Ñ³Ù³ËáõÙµÁ R2-Ç µ³½Çë ¾:

¸Çóáõù x =

µ
x1

x2

¶
: ¸Çï³ñÏ»Ýù Ñ»ï¨Û³É Ñ³í³ë³ñáõÙÁ

µ
x1

x2

¶
= c1

µ
1
1

¶
+ c2

µ
1
¡1

¶
=

µ
c1 + c2
c1 ¡ c2

¶
:

²Ûëï»ÕÇó
c1 + c2 = x1; c1 ¡ c2 = x2 :
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ì»ñçÇÝë áõÝÇ ÙÇ³Ï ÉáõÍáõÙ

c1 =
x1 + x2

2
; c2 =

x1 ¡ x2

2
:

Ð»ï¨³µ³ñ

x =
x1 + x2

2
v1 +

x1 ¡ x2

2
v2 :

ØÛáõë ÏáÕÙÇó
c1e1 + c2e2 = o

í»Ïïáñ³ÛÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÙÝ áõÝÇ ÙÇ³ÛÝ ½ñáÛ³Ï³Ý ÉáõÍáõÙ, ³ÛëÇÝùÝ` S-Á
·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë ¾:²

úñÇÝ³Ï 77. òáõÛó ï³É, áñ

S = f1; x; x2; x3; ¢ ¢ ¢ ; xng

Ñ³Ù³ËáõÙµÁ Pn ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý µ³½Çë ¾:
S Ñ³Ù³ËáõÙµÁ ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë ¾ ¨ ÙÇÝã¨ n Ï³ñ·Ç ó³ÝÏ³ó³Í µ³½-

Ù³Ý¹³Ù Ï³ñ»ÉÇ ¾ Ý»ñÏ³Û³óÝ»É S-Ç ï³ññ»ñÇ ·Í³ÛÇÝ ÏáÙµÇÝ³óÇ³Ûáí: S
Ñ³Ù³ËáõÙµÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý Pn-Ç ïÇå³ÛÇÝ µ³½Çë: ²

úñÇÝ³Ï 78. ÆÝãå»ë Ý³Ëáñ¹ ûñÇÝ³ÏÝ»ñáõÙ, Ï³ñ»ÉÇ ¾ óáõÛó ï³É, áñ

S =

½µ
1 0
0 0

¶
;

µ
0 1
0 0

¶
;

µ
0 0
1 0

¶
;

µ
0 0
0 1

¶¾

Ñ³Ù³ËáõÙµÁM2;2 ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý µ³½Çë ¾:
ÜáõÛÝ »Õ³Ý³Ïáí Ï³éáõóí³Í Mn;m ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý µ³½ÇëÝ

³Ýí³ÝáõÙ »Ý ïÇå³ÛÇÝ µ³½Çë: ²
Â»áñ»Ù 20. X ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ó³ÝÏ³ó³Í x ï³ññÇ xi Ïááñ-

¹ÇÝ³ïÁ ÙÇ³Ï Ó¨áí ¾ áñáßíáõÙ ïñí³Í fe1; :::; eng µ³½Çëáí: ÀÝ¹ áñáõÙ,
»Ã» xi, yi Ãí»ñÁ Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ x; yï³ññ»ñÇ i-ñ¹ Ïááñ¹ÇÝ³ï-
Ý»ñÝ »Ý Áëï fe1; :::; eng µ³½ÇëÇ, ³å³ xi+yi, ¸xi Ãí»ñÁ Ñ³Ù³å³ï³ë-
Ë³Ý³µ³ñ x+ y; ¸x ï³ññ»ñÇ i-ñ¹ Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÝ »Ý:

ê³ÑÙ³ÝáõÙ 13. Î³ë»Ýù, áñ X ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ã³÷áÕ³Ï³-

ÝáõÃÛáõÝÁ n ¾` dimX = n, »Ã» Ï·ïÝíÇ n ï³ññ áõÝ»óáÕ ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë
Ñ³Ù³ËáõÙµ, ÇëÏ ó³ÝÏ³ó³Í (n + 1) ï³ññ áõÝ»óáÕ Ñ³Ù³ËáõÙµ ·Íáñ»Ý
Ï³ËÛ³É ¾:
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ê³ÑÙ³ÝáõÙ 14. X ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý ³Ýí»ñç

ã³÷³ÝÇ` dimX = 1, »Ã» ó³ÝÏ³ó³Í n µÝ³Ï³Ý ÃíÇ Ñ³Ù³ñ X-áõÙ
Ï·ïÝíÇ n ï³ññ áõÝ»óáÕ ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë Ñ³Ù³ËáõÙµ:

Â»áñ»Ù 21. ºÃ» X ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý áñ¨¾ µ³½Çë áõÝÇ n ï³ññ,
³å³

dimX = n :

Â»áñ»Ù 22. ºÃ» X ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ã³÷áÕ³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁª
dimX = n, ³å³ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ n ï³ññ»ñÇó Ï³½Ùí³Í µ³½Çë, ÁÝ¹
áñáõÙ áñå»ë µ³½Çë Ï³ñ»ÉÇ ¾ í»ñóÝ»É n ï³ññ»ñÇó Ï³½Ùí³Í ó³ÝÏ³ó³Í
·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë Ñ³Ù³ËáõÙµ:

¸Çï³ñÏí³Í ûñÇÝ³ÏÝ»ñÇó Ñ»ï¨áõÙ ¾
³) Rn ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ n ã³÷³ÝÇ ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¾

dimRn = n;

µ) Pn ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ (n+1) ã³÷³ÝÇ ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¾

dimPn = n+ 1;

·) Mn;m ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ nm ã³÷³ÝÇ ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¾

dimMn;m = nm :

Â»áñ»Ù 23. ºÃ» U -Ý V ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ
¾, ³å³

dimU · dimV :

Â»áñ»Ù 24. ºÃ» U -Ý V ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¾
¨ U 6= V , ³å³

dimU < dimV :

ê³ÑÙ³ÝáõÙ 15. ¸Çóáõù V -Ý ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¾ ¨ v1; v2; ¢ ¢ ¢ ;
vn 2 V :

linfv1; v2; ¢ ¢ ¢ ; vng = fv 2 V; v =
nX

i=1

civig

µ³½ÙáõÃÛ³ÝÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý v1; v2; ¢ ¢ ¢ ; vn ï³ññ»ñáí ÍÝí³Í ·Í³ÛÇÝ Ã³Õ³ÝÃ,
áñï»Õ fcigni=1 ó³ÝÏ³ó³Í Ãí»ñ »Ý:
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linfv1; ¢ ¢ ¢ ; vng µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ V -Ç »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¾, ÇëÏ
v1; ¢ ¢ ¢ ; vn ï³ññ»ñÇ Ù³ùëÇÙ³É Ãíáí ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë ó³Ý³Ï³ó³Í »ÝÃ³-
Ñ³Ù³ËáõÙµ µ³½Çë ¾:

úñÇÝ³Ï 79. ä³ñ½»É U; V ½ R3 »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ã³÷áÕ³-
Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ

³) U = f

0
@

®
¯ ¡ ®
¯

1
A ; ®; ¯ 2 Rg, µ) V = f

0
@

2®
®
0

1
A ; ® 2 Rg:

U »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ó³ÝÏ³ó³Í ï³ññ Ï³ñ»ÉÇ ¾ Ý»ñÏ³Û³óÝ»É Ñ»-
ï¨Û³É Ï»ñå

0
@

®
¯ ¡ ®
¯

1
A =

0
@

0
¯
¯

1
A+

0
@

®
¡®
0

1
A = ¯

0
@

0
1
1

1
A+ ®

0
@

1
¡1
0

1
A :

²ÛëåÇëáí U = linf

0
@

0
1
1

1
A ;

0
@

1
¡1
0

1
Ag: f

0
@

0
1
1

1
A ;

0
@

1
¡1
0

1
Ag Ñ³Ù³ËáõÙµÁ

·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë ¾: Ð»ï¨³µ³ñ` dimU = 2:
V »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ó³ÝÏ³ó³Í ï³ññ Ï³ñ»ÉÇ ¾ Ý»ñÏ³Û³óÝ»É

0
@

2®
®
0

1
A = ®

0
@

2
1
0

1
A

ï»ëùáí: Ð»ï¨³µ³ñ` dimV = 1 :²
úñÇÝ³Ï 80. ¸Çóáõù

W = linfv1; v2; v3g; v1 =

0
B@

¡1
2
5
0

1
CA ; v2 =

0
B@

3
0
1
¡2

1
CA ; v3 =

0
B@

¡5
4
9
2

1
CA :

¶ïÝ»É dimW :
ø³ÝÇ áñ fv1; v2; v3g Ñ³Ù³ËáõÙµÁ ·Íáñ»Ý Ï³ËÛ³É ¾` v3 = 2v1 ¡ v2,

ÇëÏ fv1; v2g Ñ³Ù³ËáõÙµÁ ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë ¾, ³å³ dimW = 2:²
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úñÇÝ³Ï 81. W -Ý M2;2 ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ëÇÙ»ïñÇÏ Ù³ïñÇó-
Ý»ñÇ »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ ¾: ¶ïÝ»É dimW -Ý:

ò³ÝÏ³ó³Í (2£2) Ï³ñ·Ç ëÇÙ»ïñÇÏ Ù³ïñÇó Ï³ñ»ÉÇ ¾ Ý»ñÏ³Û³óÝ»É
Ñ»ï¨Û³É Ï»ñå

µ
a b
b c

¶
=

µ
a 0
0 0

¶
+

µ
0 b
b 0

¶
+

µ
0 0
0 c

¶
=

= a

µ
1 0
0 0

¶
+ b

µ
0 1
1 0

¶
+ c

µ
0 0
0 1

¶
:

Ð»ï¨³µ³ñW -Ý

w1 =

µ
1 0
0 0

¶
; w2 =

µ
0 1
1 0

¶
; w3 =

µ
0 0
0 1

¶

ï³ññ»ñÇ íñ³ Ó·³Í ·Í³ÛÇÝ Ã³Õ³ÝÃÝ ¾: Î³ñ»ÉÇ ¾ óáõÛó ï³É, áñ
fw1; w2; w3g Ñ³Ù³ËáõÙµÁ ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë ¾: ²ÛëÇÝùÝ` dimW = 3: ²

úñÇÝ³Ï 82. òáõÛó ï³É, áñ

S = f

0
BBB@

1
2
¡1
3
4

1
CCCA ;

0
BBB@

0
1
3
¡2
3

1
CCCA ;

0
BBB@

0
0
2
¡1
5

1
CCCA ;

0
BBB@

0
0
0
2
¡3

1
CCCA ;

0
BBB@

0
0
0
0
¡2

1
CCCAg

Ñ³Ù³ËáõÙµÁM5;1 ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý µ³½Çë ¾:
ø³ÝÇ áñ dimM5;1 = 5 ¨ S Ñ³Ù³ËáõÙµÁ µ³ÕÏ³ó³Í ¾ ÑÇÝ· ï³ññÇó,

³å³ µ³í³Ï³Ý ¾ óáõÛó ï³É, áñ S-Á ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë ¾ (ëïáõ·»É):²

úñÇÝ³Ï 83. ¸Çóáõù x 2 R2 ï³ññÁ B = fv1; v2g = f
µ
1
0

¶
;

µ
1
2

¶
g

µ³½ÇëáõÙ áõÝÇ x = 3v1 + 2v2 í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ: ¶ïÝ»É Ýñ³ Ïááñ¹ÇÝ³ï-
Ý»ñÁ ïÇå³ÛÇÝ µ³½ÇëáõÙ:

àõÝ»Ýù

x = 3v1 + 2v2 = 3

µ
1
0

¶
+ 2

µ
1
2

¶
=

µ
5
4

¶
:
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²Ûëï»ÕÇó µ
5
4

¶
= 5

µ
1
0

¶
+ 4

µ
0
1

¶
:

Ð»ï¨³µ³ñ (x)B =

µ
3
2

¶
, ÇëÏ ïÇå³ÛÇÝ µ³½ÇëáõÙ x =

µ
5
4

¶
: ²

úñÇÝ³Ï 84. ¸Çóáõù x 2 R3 ï³ññÁ ïÇå³ÛÇÝ µ³½ÇëáõÙ áõÝÇ x =0
@

1
2
¡1

1
A Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñ: ¶ïÝ»É Ýñ³ Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÁ

B = fu1; u2; u3g = f

0
@

1
0
1

1
A ;

0
@

0
¡1
2

1
A ;

0
@

2
3
¡5

1
Ag

µ³½ÇëáõÙ:
àõÝ»Ýù

x =

0
@

1
2
¡1

1
A = c1u1+c2u2+c3u3 = c1

0
@

1
0
1

1
A+c2

0
@

0
¡1
2

1
A+c3

0
@

2
3
¡5

1
A :

²Ûëï»ÕÇó
c1 + 2c3 = 1

¡c2 + 3c3 = 2

c1 + 2c2 ¡ 5c3 = ¡1 :

ÈáõÍ»Éáí ëï³óí³Í Ñ³Ù³Ï³ñ·Á Ïëï³Ý³Ýù` c1 = 5; c2 = ¡8; c3 = ¡2 :

Ð»ï¨³µ³ñ` x = 5u1 ¡ 8u2 ¡ 2u3 Ï³Ù (x)B =

0
@

5
¡8
¡2

1
A : ²

Â»áñ»Ù 25. ¸Çóáõù X-Á n ã³÷³ÝÇ ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¾ ¨

S = fv1 ¢ ¢ ¢ ; vng = f

0
@

v11
¢ ¢ ¢
v1n

1
A ; ¢ ¢ ¢ ;

0
@

vn1
¢ ¢ ¢
vnn

1
Ag;
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S0 = fu1 ¢ ¢ ¢ ; ung = f

0
@

u11

¢ ¢ ¢
u1n

1
A ; ¢ ¢ ¢ ;

0
@

un1

¢ ¢ ¢
unn

1
Ag;

Ñ³Ù³ËÙµ»ñÁ ³Û¹ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý µ³½ÇëÝ»ñ »Ý: ²Û¹ ¹»åùáõÙ ·áÛáõÃÛáõÝ
áõÝÇ ³ÛÝåÇëÇ (n£n) Ï³ñ·Ç Ñ³Ï³¹³ñÓ»ÉÇA ´ AS;S0 Ù³ïñÇó ³ÛÝåÇëÇÝ,
áñ 0

@
u11 ¢ ¢ ¢ u1n

¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
un1 ¢ ¢ ¢ unn

1
A =

0
@

v11 ¢ ¢ ¢ v1n
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
vn1 ¢ ¢ ¢ vnn

1
AAS;S0

¨
(x)S0 = (AS;S0)¡1(x)S :

A Ù³ïñÇóÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý S µ³½ÇëÇó S0 µ³½ÇëÇÝ ³ÝóÙ³Ý Ù³ïñÇó:

úñÇÝ³Ï 85. R3 ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ ïñí³Í »Ý »ñÏáõ µ³½ÇëÝ»ñ

S = fv1; v2; v3g; v1 =

0
@

1
1
1

1
A ; v2 =

0
@

2
1
1

1
A ; v3 =

0
@

1
1
3

1
A

¨

S0 = fu1; u2; u3g; u1 =

0
@

0
1
1

1
A ; u2 =

0
@

1
0
1

1
A ; u3 =

0
@

1
0
2

1
A :

ä³Ñ³ÝçíáõÙ ¾ ·ïÝ»É
³) S µ³½ÇëÇó S0 µ³½ÇëÇÝ ³ÝóÙ³Ý Ù³ïñÇóÁ,
µ) S0 µ³½ÇëÇó S µ³½ÇëÇÝ ³ÝóÙ³Ý Ù³ïñÇóÁ,
·) (v1)S ; (v1)S0 ëÛáõÝ»ñÁ,

¹) (x)S ëÛáõÝÁ, »Ã» (x)S0 =

0
@

5
3
1

1
A:

³) àõÝ»Ýù 0
@

0 1 1
1 0 1
1 0 2

1
A =

0
@

1 1 1
2 1 1
1 1 3

1
AAS;S0 :
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²Ûëï»ÕÇó

AS;S0 =

0
@

1 1 1
2 1 1
1 1 3

1
A

¡1 0
@

0 1 1
1 0 1
1 0 2

1
A =

1

2

0
@

2 ¡2 0
¡3 5 1
1 ¡1 1

1
A :

µ) ö³ëïáñ»Ý å³Ñ³ÝçíáõÙ ¾ ·ïÝ»É (AS;S0)¡1 Ù³ïñÇóÁ

(AS;S0)¡1 =

0
@

3 1 ¡1
2 1 ¡1
¡1 0 2

1
A :

·) àõÝ»Ýù (e1)S =

0
@

1
0
0

1
A: ²Ûëï»ÕÇó

(e1)S0 = (AS;S0)¡1(e1)S =

0
@

3
2
¡1

1
A :

¹) àõÝ»Ýù

(x)S = AS;S0(x)S0 =

0
BBB@

2

1
2

3
2

1
CCCA : ²

ê³ÑÙ³ÝáõÙ 16. ò³ÝÏ³ó³Í »ñÏáõ X;Y ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñ
³Ýí³ÝáõÙ »Ý Ç½áÙáñý, »Ã» ³Û¹ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ï³ññ»ñÇ ÙÇç¨ ·áÛáõÃ-
ÛáõÝ áõÝÇ ÷áËÙÇ³ñÅ»ù ³ñï³å³ïÏ»ñáõÙ ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ »Ã» x1; x2 2 X
ï³ññ»ñÁ ³ñï³å³ïÏ»ñíáõÙ »Ý Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ y1; y2 2 Y
ï³ññ»ñÇÝ, ³å³ 1) x1+x2 2 X ï³ññÝ ³ñï³å³ïÏ»ñíáõÙ ¾ y1+y2 2
Y ï³ññÇÝ, 2) ¸x1 2 X-Á ³ñï³å³ïÏ»ñíáõÙ ¾ ¸y1 2 Y -ÇÝ:

Â»áñ»Ù 26. àñå»ë½Ç »ñÏáõ ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñ ÉÇÝ»Ý Ç½áÙáñý
³ÝÑñ³Å»ßï ¾ ¨ µ³í³ñ³ñ, áñ Ýñ³Ýó ñ³÷áÕ³Ï³ÝáõÃÛáõÝÝ»ñÁ Ñ³ÙÁÝÏ-
Ý»Ý:
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186. ¶ñ»É R6, M4;1, M2;4, P4 ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ïÇå³ÛÇÝ µ³-
½ÇëÝ»ñÁ:

187. ÆÝãáõ± Ñ»ï¨Û³É Ñ³Ù³ËÙµ»ñÁ R2 ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý µ³½ÇëÝ»ñ
ã»Ý

³) f
µ
1
2

¶
;

µ
1
0

¶
;

µ
0
1

¶
g, µ) f

µ
6
¡5

¶
;

µ
12
¡10

¶
g, ·) f

µ
¡3
2

¶
g:

188. ÆÝãáõ± Ñ»ï¨Û³É Ñ³Ù³ËÙµ»ñÁ R3 ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý µ³½ÇëÝ»ñ
ã»Ý

³) f

0
@

0
0
0

1
A ;

0
@

1
0
0

1
A ;

0
@

0
0
1

1
Ag, µ) f

0
@

7
0
3

1
A ;

0
@

8
¡4
1

1
Ag:

189. ÆÝãáõ± Ñ»ï¨Û³É Ñ³Ù³ËÙµ»ñÁ P2 ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý µ³½ÇëÝ»ñ
ã»Ý

³) f1; 2x; x2 ¡ 4; 5xg, µ) f1¡ x; 1¡ x2; 3x2 ¡ 2x¡ 1g:

190. ÆÝãáõ± Ñ»ï¨Û³É Ñ³Ù³ËÙµ»ñÁM2;2 ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý µ³½ÇëÝ»ñ
ã»Ý

³)

½µ
1 0
0 1

¶
;

µ
0 1
1 0

¶¾
,

µ)

½µ
1 0
0 0

¶
;

µ
0 1
1 0

¶
;

µ
1 0
0 1

¶
;

µ
8 ¡4
¡4 3

¶¾
:

191. Ð³ßí»É linfa1; ¢ ¢ ¢ ; asg ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ã³÷áÕ³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ

³) a1 =

0
B@

1
3
1
¡3

1
CA ; a2 =

0
B@

2
1
1
1

1
CA ; a3 =

0
B@

3
¡11
¡1
19

1
CA ; a4 =

0
B@

1
12
2

¡16

1
CA,

µ) a1 =

0
BBB@

1
¡2
3
¡1
¡1

1
CCCA ; a2 =

0
BBB@

2
¡1
1
0
¡2

1
CCCA ; a3 =

0
BBB@

1
¡1
¡1
¡1
1

1
CCCA ; a4 =

0
BBB@

1
3

¡10
1
3

1
CCCA:
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192. ¶ïÝ»É linfa1; ¢ ¢ ¢ ; asg ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ï³ñµ»ñ µ³½ÇëÝ»ñ

³) a1 =

0
B@

1
2
0
0

1
CA ; a2 =

0
B@

1
2
3
4

1
CA ; a3 =

0
B@

3
6
0
0

1
CA,

µ) a1 =

0
B@

1
2
3
4

1
CA ; a2 =

0
B@

2
3
4
5

1
CA ; a3 =

0
B@

3
4
5
6

1
CA ; a4 =

0
B@

4
5
6
7

1
CA,

·) a1 =

0
B@

2
1
¡3
1

1
CA ; a2 =

0
B@

4
2
¡6
2

1
CA ; a3 =

0
B@

6
3
¡9
3

1
CA ; a4 =

0
B@

1
1
1
1

1
CA:

193. Ð»ï¨Û³É (n £ n) Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇóÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ»ñÇó áñá±Ýù »Ý
(n£n) Ï³ñ·Ç µáÉáñ Ù³ïñÇóÝ»ñÇ ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃ-
ÛáõÝÝ»ñ: ¸ñ³Ï³Ý å³ï³ëË³ÝÇ ¹»åùáõÙ ·ïÝ»É ³Û¹ »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý
ã³÷áÕ³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ

³) ½ñáÛ³Ï³Ý ³é³çÇÝ ïáÕáí Ù³ïñÇóÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ,
µ) ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ Ù³ïñÇóÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ,
·) í»ñÇÝ »é³ÝÏÛáõÝ³Ó¨ Ù³ïñÇóÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ,
¹) ëÇÙ»ïñÇÏ Ù³ïñÇóÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ,
») ß»ÕëÇÙ»ïñÇÏ Ù³ïñÇóÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ,
½) áã Ñ³Ï³¹³ñÓ»ÉÇ Ù³ïñÇóÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ:

194. ²å³óáõó»É, áñ Ï³Ù³Û³Ï³Ý µÝ³Ï³Ý n-Ç Ñ³Ù³ñ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ Ñ»-
ï¨Û³É µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ»ñÁ í»ñç³íáñ ã³÷³ÝÇ ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñ »Ý:
¶ïÝ»É ³Û¹ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ã³÷áÕ³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ ¨ µ³½ÇëÁ

³) ÙÇÝã¨ n-ñ¹ Ï³ñ·Ç µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ,
µ) ½áõÛ· Ï³ñ·Ç µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÁ, áñáÝó Ï³ñ·Á ãÇ ·»ñ³½³ÝóáõÙ n-Á,
·) Ï»Ýï Ï³ñ·Ç µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÁ, áñáÝó Ï³ñ·Á ãÇ ·»ñ³½³ÝóáõÙ n-Á,
¹) ÙÇÝã¨ n-ñ¹ Ï³ñ·Ç »é³ÝÏÛáõÝ³ã³÷³Ï³Ý µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ µ³½-

ÙáõÃÛáõÝÁ,
») ½áõÛ· Ï³ñ·Ç »é³ÝÏÛáõÝ³ã³÷³Ï³Ý µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÁ, áñáÝó Ï³ñ-

·Á ãÇ ·»ñ³½³ÝóáõÙ n-Á,
½) Ï»Ýï Ï³ñ·Ç »é³ÝÏÛáõÝ³ã³÷³Ï³Ý µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÁ, áñáÝó Ï³ñ-

·Á ãÇ ·»ñ³½³ÝóáõÙ n-Á,
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¾) ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ, áñáÝù Ý»ñÏ³Û³óíáõÙ »Ý

f(x) = eax(ao + a1 cos t+ b1 sin t+ ¢ ¢ ¢+ an cos nt+ bn sin nt)

ï»ëùáí, áñï»Õ a-Ý ·³Ùí³Í Çñ³Ï³Ý ÃÇí ¾:
195. ²å³óáõó»É, áñ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ Ñ»ï¨Û³É µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ»ñÁ ³Ýí»ñç
ã³÷³ÝÇ ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñ »Ý

³) µáÉáñ µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ,
µ) µáÉáñ »é³ÝÏÛáõÝ³ã³÷³Ï³Ý µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ,
·) Ñ³ïí³ÍÇ íñ³ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ:

196. ²å³óáõó»É, áñ Ñ»ï¨Û³É µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ»ñÁ »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñ »Ý
Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñáõÙ: ¶ïÝ»É ¹ñ³Ýó µ³½ÇëÁ ¨
ã³÷áÕ³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ

³) n ã³÷³ÝÇ ³ÛÝ í»ÏïáñÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ, áñáÝó ³é³çÇÝ ¨ í»ñ-
çÇÝ Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÁ Ñ³í³ë³ñ »Ý,

µ) n ã³÷³ÝÇ ³ÛÝ í»ÏïáñÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ, áñáÝó ½áõÛ· Ï³ñ·³Ñ³-
Ù³ñáí Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÁ Ñ³í³ë³ñ »Ý 0-Ç,

·) n ã³÷³ÝÇ ³ÛÝ í»ÏïáñÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ, áñáÝó ½áõÛ· Ï³ñ·³Ñ³-
Ù³ñáí Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÁ Ñ³í³ë³ñ »Ý,

¹) n ã³÷³ÝÇ ³ÛÝ í»ÏïáñÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ, áñáÝù áõÝ»Ý (®; ¯;
®; ¯:::) ï»ëùÁ:
197. ä³ñ½»É Ã» Ñ»ï¨Û³É åÝ¹áõÙÝ»ñÇó á±ñÝ ¾ ×ßÙ³ñÇï: ä³ï³ëË³ÝÁ
ÑÇÙÝ³íáñ»É

³) ºÃ» dimV = n, ³å³ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ n¡1ï³ññ»ñÇó µ³ÕÏ³ó³Í
³ÛÝåÇëÇ Ñ³Ù³ËáõÙµ, áñÇ ï³ññ»ñÇ íñ³ Ó·³Í ·Í³ÛÇÝ Ã³Õ³ÝÃÁ Ñ³ÙÁÝÏ-
ÝáõÙ ¾ V -Ç Ñ»ï,

µ) »Ã» dimV = n, ³å³ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ n+1 ï³ññ»ñÇó µ³ÕÏ³ó³Í
³ÛÝåÇëÇ Ñ³Ù³ËáõÙµ, áñÇ ï³ññ»ñÇ íñ³ Ó·³Í ·Í³ÛÇÝ Ã³Õ³ÝÃÁ Ñ³ÙÁÝÏ-
ÝáõÙ ¾ V -Ç Ñ»ï,

·) »Ã» dimV = n, ³å³ n+1ï³ññ áõÝ»óáÕ ó³ÝÏ³ó³Í Ñ³Ù³ËáõÙµ
·Íáñ»Ý Ï³ËÛ³É ¾,

¹) »Ã» dimV = n, ³å³ n¡1ï³ññ áõÝ»óáÕ ó³ÝÏ³ó³Í Ñ³Ù³ËáõÙµ
·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë ¾,

») »Ã» dimV = n ¨ fe1; ¢ ¢ ¢ ; emg-Á µ³½Çë ¾ V -áõÙ, ³å³ m > n:
198. òáõÛó ï³É, áñ »Ã» S = fe1; ¢ ¢ ¢ ; eng Ñ³Ù³ËáõÙµÁ V ·Í³ÛÇÝ ï³-
ñ³ÍáõÃÛ³Ý µ³½Çë ¾ ¨ c 6= 0-Ý Çñ³Ï³Ý ÃÇí ¾, ³å³ S0 = fce1; ¢ ¢ ¢ ; ceng
Ñ³Ù³ËáõÙµÁ ÝáõÛÝå»ë V -Ç µ³½Çë ¾:
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199. îñí³Í ¾ x ï³ññÇ Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÁ S µ³½ÇëáõÙ: ¶ïÝ»É ³Û¹ ï³ññÇ
Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÁ ïÇå³ÛÇÝ µ³½ÇëáõÙ

³) S = f
µ

2
¡1

¶
;

µ
0
1

¶
g; x =

µ
4
1

¶
,

µ) S = f

0
@

1
0
1

1
A ;

0
@

1
1
0

1
A ;

0
@

0
1
1

1
Ag; x =

0
@

2
3
1

1
A,

·) S = f

0
B@

0
0
0
1

1
CA ;

0
B@

0
0
1
1

1
CA ;

0
B@

0
1
1
1

1
CA ;

0
B@

1
1
1
1

1
CAg; x =

0
B@

1
¡2
3
¡1

1
CA:

200. ÆÝãå»±ë Ï÷áËíÇ ÙÇ µ³½ÇëÇó ÙÛáõëÇÝ ³ÝóÙ³Ý Ù³ïñÇóÁ, »Ã»
³) ï»Õ»ñáí ÷áË»Ýù ³é³çÇÝ µ³½ÇëÇ »ñÏáõ ï³ññ»ñÁ,
µ) ï»Õ»ñáí ÷áË»Ýù »ñÏñáñ¹ µ³½ÇëÇ »ñÏáõ ï³ññ»ñÁ,
·) µ³½ÇëÝ»ñÁ ·ñ»Ýù Ñ³Ï³é³Ï Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ùµ:

201. òáõÛó ï³É, áñ fe1; e2; :::; eng Ñ³Ù³ËáõÙµÁ µ³½Çë ¾ ¨ ·ïÝ»É x í»Ï-
ïáñÇ Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÁ ³Û¹ µ³½ÇëáõÙ, »Ã»

³) e1 =

0
@

1
1
1

1
A, e2 =

0
@

1
1
2

1
A, e3 =

0
@

1
2
3

1
A, x =

0
@

6
9
14

1
A:

µ) e1 =

0
@

2
1
¡3

1
A, e2 =

0
@

3
2
¡5

1
A, e3 =

0
@

1
¡1
1

1
A, x =

0
@

6
2
¡7

1
A:

·) e1 =

0
B@

1
2
¡1
¡2

1
CA, e2 =

0
B@

2
3
0
¡1

1
CA, e3 =

0
B@

1
2
1
4

1
CA, e4 =

0
B@

1
3
¡1
0

1
CA, x =

0
B@

7
14
¡1
2

1
CA:

202. ²å³óáõó»É, áñ Ñ»ï¨Û³É Ñ³Ù³ËÙµ»ñÁ µ³½ÇëÝ»ñ »Ý ¨ ·ïÝ»É ÙÇ¨ÝáõÛÝ
í»ÏïáñÇ Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÇ Ï³åÁ »ñÏáõ µ³½ÇëÝ»ñáõÙ

³) v1 =

0
@

1
2
1

1
A ; v2 =

0
@

2
3
3

1
A ; v3 =

0
@

3
7
1

1
A ;
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u1 =

0
@

3
1
4

1
A ; u2 =

0
@

5
2
1

1
A ; u3 =

0
@

1
1
¡6

1
A ;

µ) v1 =

0
B@

1
1
1
1

1
CA ; v2 =

0
B@

1
2
1
1

1
CA ; v3 =

0
B@

1
1
2
1

1
CA ; v4 =

0
B@

1
3
2
3

1
CA ;

u1 =

0
B@

1
0
3
3

1
CA ; u2 =

0
B@

¡2
¡3
¡5
¡4

1
CA ; u3 =

0
B@

2
2
5
4

1
CA ; u4 =

0
B@

¡2
¡3
¡4
¡4

1
CA:

203. ¸Çóáõù x = (0; 3; 2)T : ¶ïÝ»É x ï³ññÇ Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÁ M3;1-Ç
ïÇå³ÛÇÝ µ³½ÇëáõÙ:
204. ¸Çóáõù p = x2 + 11x + 4: ¶ïÝ»É p ï³ññÇ Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÁ P2-Ç
ïÇå³ÛÇÝ µ³½ÇëáõÙ:
205. ¸Çóáõù P -Ý B00 µ³½ÇëÇó B0 µ³½ÇëÇÝ ³ÝóÙ³Ý Ù³ïñÇóÝ ¾, ÇëÏ Q-
Ý B0 µ³½ÇëÇó B µ³½ÇëÇÝ ³ÝóÙ³Ý Ù³ïñÇóÁ: ¶ñ»É B00 µ³½ÇëÇó B-ÇÝ
³ÝóÙ³Ý Ù³ïñÇóÁ:

11. Ø²îðÆòÆ è²Ü¶À: ¶Ì²ÚÆÜ Ð²ì²ê²ðàôØÜºðÆ

Ð²Ø²Î²ð¶ºð

ê³ÑÙ³ÝáõÙ 17. A Ù³ïñÇóÇ ½ñáÛÇó ï³ñµ»ñ ÙÇÝáñÝ»ñÇ ³Ù»Ý³-
µ³ñÓñ Ï³ñ·Ý ³Ýí³ÝáõÙ »Ý A Ù³ïñÇóÇ é³Ý· ¨ Ýß³Ý³ÏáõÙ »Ý` rangA:
ºÃ» Ù³ïñÇóÇ µáÉáñ ï³ññ»ñÁ ½ñá »Ý, ³å³ Ñ³Ù³ñáõÙ »Ý, áñ rangA = 0:
¼ñáÛÇó ï³ñµ»ñ ³Ù»Ý³µ³ñÓñ Ï³ñ·Ç ÙÇÝáñÝ»ñÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý µ³½Çë³ÛÇÝ
ÙÇÝáñÝ»ñ: ²ÛÝ ïáÕ»ñÁ ¨ ëÛáõÝ»ñÁ, áñáÝó Ñ³ïáõÙÇó ³é³ç³ÝáõÙ ¾ µ³½Ç-
ë³ÛÇÝ ÙÇÝáñÁ` ³Ýí³ÝáõÙ »Ý µ³½Çë³ÛÇÝ ïáÕ»ñ ¨ µ³½Çë³ÛÇÝ ëÛáõÝ»ñ:

Â»áñ»Ù 27. (´³½Çë³ÛÇÝ ÙÇÝáñÇ Ù³ëÇÝ) ´³½Çë³ÛÇÝ ïáÕ»ñÁ (ëÛáõÝ»ñÁ)
·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë »Ý: Ø³ïñÇóÇ ó³ÝÏ³ó³Í ïáÕ (ëÛáõÝ) Ï³ñ»ÉÇ ¾ Ý»ñÏ³-
Û³óÝ»É µ³½Çë³ÛÇÝ ïáÕ»ñÇ (ëÛáõÝ»ñÇ) ·Í³ÛÇÝ ÏáÙµÇÝ³óÇ³Ûáí:

Â»áñ»Ù 28. Ø³ïñÇóÇ é³Ý·Á Ñ³í³ë³ñ ¾ Ù³ùëÇÙ³É Ãíáí ·Íáñ»Ý
³ÝÏ³Ë ïáÕ»ñÇ (ëÛáõÝ»ñÇ) ù³Ý³ÏÇÝ:

Â»áñ»Ù 29. àñå»ë½Ç ù³é³ÏáõëÇ Ù³ïñÇóÁ ÉÇÝÇ Ñ³Ï³¹³ñÓ»ÉÇ, ³Ý-
Ññ³Å»ßï ¾ ¨ µ³í³ñ³ñ, áñ Ýñ³ ïáÕ»ñÁ (ëÛáõÝ»ñÁ) ÉÇÝ»Ý ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë:
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úñÇÝ³Ï 86. Ð³ßí»É Ù³ïñÇóÇ é³Ý·Á »ñÇ½áÕ ÙÇÝáñÝ»ñÇ »Õ³Ý³Ïáí:

¶ïÝ»É µ³½Çë³ÛÇÝ ÙÇÝáñÝ»ñÇó áñ¨¾ Ù»ÏÁ

A =

0
B@

1 ¡1 3 1
2 1 0 1
3 3 ¡3 1
1 2 ¡3 4

1
CA :

ø³ÝÇ áñ Ù³ïñÇóÝ áõÝÇ ½ñáÛÇó ï³ñµ»ñ ï³ññ»ñ, áõñ»ÙÝ` rangA ¸
1: ¶ïÝ»Ýù ½ñáÛÇó ï³ñµ»ñ áñ¨¾ »ñÏñáñ¹ Ï³ñ·Ç ÙÇÝáñ (»Ã» ³Û¹åÇëÇÝ
ãÏ³, áõñ»ÙÝ` rangA = 1): Ø»ñ ûñÇÝ³ÏáõÙ ³Û¹åÇëÇÝ ¾ í»ñÇÝ Ó³Ë ³ÝÏ-
ÛáõÝáõÙ ·ïÝíáÕ

M2 =

¯̄
¯̄ 1 ¡1
2 1

¯̄
¯̄ = 3 6= 0

ÙÇÝáñÁ: ø³ÝÇ áñ M2 6= 0, áõñ»ÙÝ` rangA ¸ 2: M2 ÙÇÝáñÝ áõÝÇ ãáñë
»ññáñ¹ Ï³ñ·Ç »ñÇ½áÕ ÙÇÝáñÝ»ñ

M
0

3 =

¯̄
¯̄
¯̄
1 ¡1 3
2 1 0
3 3 ¡3

¯̄
¯̄
¯̄ = 0; M

00

3 =

¯̄
¯̄
¯̄
1 ¡1 3
2 1 0
1 2 ¡3

¯̄
¯̄
¯̄ = 0;

M¤
3 =

¯̄
¯̄
¯̄
1 ¡1 1
2 1 1
3 3 1

¯̄
¯̄
¯̄ = 0;M¤¤

3 =

¯̄
¯̄
¯̄
1 ¡1 1
2 1 1
1 2 4

¯̄
¯̄
¯̄ = 12 :

Ð»ï¨³µ³ñ` rangA ¸ 3: M¤¤
3 ÙÇÝáñÝ áõÝÇ ÙÇ³ÛÝ Ù»Ï ãáññáñ¹ Ï³ñ·Ç

å³ñáõñáÕ ÙÇÝáñ

M4 =

¯̄
¯̄
¯̄
¯

1 ¡1 3 1
2 1 0 1
3 3 ¡3 1
1 2 ¡3 4

¯̄
¯̄
¯̄
¯
= 0 :

Ð»ï¨³µ³ñ` rangA = 3, ÇëÏM¤¤
3 ÙÇÝáñÁ µ³½Çë³ÛÇÝ ÙÇÝáñ ¾: ´³½Çë³-

ÛÇÝ »Ý ³é³çÇÝ, »ñÏñáñ¹, ãáññáñ¹ ïáÕ»ñÁ ¨ ëÛáõÝ»ñÁ: ²
Â»áñ»Ù 30. Ø³ïñÇóÇ é³Ý·Á ãÇ ÷áËíÇ »Ã» Çñ³Ï³Ý³óÝ»Ýù ï³ñ-

ñ³Ï³Ý ïáÕ³ÛÇÝ Ï³Ù ëÛáõÝ³ÛÇÝ Ó¨³÷áËáõÃÛáõÝÝ»ñ:
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úñÇÝ³Ï 87. Ð³ßí»É Ù³ïñÇóÇ é³Ý·Á: ¶ïÝ»É µ³½Çë³ÛÇÝ ïáÕ»ñÝ áõ
ëÛáõÝ»ñÁ

A =

0
@

2 ¡1 3 ¡2 4
4 ¡2 5 1 7
2 ¡1 1 8 2

1
A :

²é³çÇÝ ëÛáõÝÁ µ³½Ù³å³ïÏ»Ýù 1=2-áí, »ñÏñáñ¹ ëÛ³ÝÁ ·áõÙ³ñ»Ýù
ëï³óí³Í ëÛáõÝÁ, ³ÛÝáõÑ»ï¨ ëï³óí³Í »ñÏñáñ¹ ¨ Ù³ïñÇóÇ ÑÇÝ·»ñáñ¹
ëÛáõÝ»ñÁ ï»Õ³÷áË»Ýù

A »

0
@

1 4 3 ¡2 0
2 7 5 1 0
1 2 1 8 0

1
A :

²é³Ýó ÷áË»Éáõ Ù³ïñÇóÇ é³Ý·Á í»ñçÇÝ ëÛáõÝÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ ã·ñ»É (ÇÝãáõ±):
ºñÏñáñ¹ ïáÕÇó Ñ³Ý»Ýù ÏñÏÝ³å³ïÇÏ ³é³çÇÝÁ ¨ »ññáñ¹ ïáÕÇó Ñ³Ý»Ýù
³é³çÇÝÁ

A »

0
@

1 4 3 ¡2
0 ¡1 ¡1 5
0 ¡2 ¡2 10

1
A :

ø³ÝÇ áñ »ññáñ¹ ïáÕÁ Ñ³í³ë³ñ ¾ »ñÏñáñ¹Ç ÏñÏÝ³å³ïÇÏÇÝ, áõñ»ÙÝ
»ñÏñáñ¹ ¨ »ññáñ¹ ïáÕ»ñÁ ·Íáñ»Ý Ï³ËÛ³É »Ý ¨, ûñÇÝ³Ï, »ññáñ¹ ïáÕÁ
Ï³ñ»ÉÇ ¾ ã·ñ»É` ³é³Ýó ÷áË»Éáõ Ù³ïñÇóÇ é³Ý·Á

A »
µ
1 4 3 ¡2
0 ¡1 ¡1 5

¶
:

²Ûëï»ÕÇó` rangA = 2: ¶ïÝ»Ýù µ³½Çë³ÛÇÝ ÙÇÝáñÁ: ²ÙµáÕç ·áñÍÁÝ-
Ã³óÁ ÏñÏÇÝ å³ïÏ»ñ»Ýù ¨ í»ñçÇÝ Ù³ïñÇóáõÙ ßñç³Ý³·Í»ñáí Ýß»Ýù µ³-
½Çë³ÛÇÝ ïáÕ»ñÝ áõ ëÛáõÝ»ñÁ: ²ÛÝáõÑ»ï¨, í»ñÑÇß»Éáí µáÉáñ ï»Õ³÷áËáõÃ-
ÛáõÝÝ»ñÁ` í»ñçÇó ß³ñÅí»Ýù ëÏÇ½µ

0
@

°2 ¡1 3 ¡2 4
4 ¡2 5 1 °7
2 ¡1 1 8 2

1
A »

0
@

°1 4 3 ¡2 0
2 °7 5 1 0
1 2 1 8 0

1
A »

0
@

°1 4 3 ¡2
0 °¡ 1 ¡1 5
0 ¡2 ¡2 10

1
A »

µ
°1 4 3 ¡2
0 °¡ 1 ¡1 5

¶
:
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²ÛëåÇëáí` µ³½Çë³ÛÇÝ »Ý, ûñÇÝ³Ï, ³é³çÇÝ ¨ »ñÏñáñ¹ ïáÕ»ñÁ, ³é³çÇÝ
¨ ÑÇÝ·»ñáñ¹ ëÛáõÝ»ñÁ: ´³½Çë³ÛÇÝ ÙÇÝáñ ¾, ûñÇÝ³Ï,

M2 =

¯̄
¯̄ 2 4
4 7

¯̄
¯̄

ÙÇÝáñÁ: ²
¸Çï³ñÏ»Ýù n ³ÝÑ³Ûïáím ·Í³ÛÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇ Ñ³Ù³ë»é Ñ³-

Ù³Ï³ñ·
Ax = o; (19)

áñï»Õ x = (x1; ¢ ¢ ¢ ; xn)
T ; o = (0; ¢ ¢ ¢ ; 0)T :

(19) Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ÉáõÍáõÙÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ Ýß³Ý³Ï»Ýù L-áí:
Â»áñ»Ù 31. L µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ Rn ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý »ÝÃ³ï³ñ³-

ÍáõÃÛáõÝÝ ¾ ¨ dimL = n¡ r, áñï»Õ r-Á A Ù³ïñÇóÇ é³Ý·Ý ¾:
L ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ó³ÝÏ³ó³Í µ³½Çë ³Ýí³ÝáõÙ »Ý ÉáõÍáõÙÝ»ñÇ

ýáõÝ¹³Ù»Ýï³É Ñ³Ù³ËáõÙµ:

ê³ÑÙ³ÝáõÙ 18. ¸Çóáõù fe1; ¢ ¢ ¢ ; en¡rg-Á Ñ³Ù³ë»é Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç Éáõ-
ÍáõÙÝ»ñÇ ýáõÝ¹³Ù»Ýï³É Ñ³Ù³ËáõÙµÝ ¾, ÇëÏ c1; ¢ ¢ ¢ ; cn¡r-Á Ï³Ù³Û³Ï³Ý
Ñ³ëï³ïáõÝÝ»ñ »Ý:

x =

n¡rX

k=1

ckek (20)

³ñï³Ñ³ÛïáõÃÛáõÝÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý Ñ³Ù³ë»é Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ Éáõ-

ÍáõÙ:

²ÛëåÇëáí.
³) ck Ñ³ëï³ïáõÝÝ»ñÇ Ï³Ù³Û³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÇ ¹»åùáõÙ (20)-áí

áñáßíáõÙ ¾ (19) Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç áñ¨¾ ÉáõÍáõÙ,
µ) (19) Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç Ï³Ù³Û³Ï³Ý x ÉáõÍÙ³Ý Ñ³Ù³ñ Ï·ïÝí»Ý ³ÛÝåÇëÇ

fckgn¡r
k=1 Ãí»ñ, áñ x-Á Ý»ñÏ³Û³óíáõÙ ¾ (20) ï»ëùáí:
Â»áñ»Ù 32. àñå»ë½Ç (19) Ñ³Ù³ë»é Ñ³Ù³Ï³ñ·Ý áõÝ»Ý³ áã ½ñáÛ³-

Ï³Ý ÉáõÍáõÙ ³ÝÑñ³Å»ßï ¾ ¨ µ³í³ñ³ñ, áñ rangA < n:
¸Çï³ñÏ»Ýù n ³ÝÑ³Ûïáí m ·Í³ÛÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇ ³ÝÑ³Ù³ë»é

Ñ³Ù³Ï³ñ·Á
Ax = b; (22)

áñï»Õ b = (b1; ¢ ¢ ¢ ; bm)T :
ê³ÑÙ³ÝáõÙ 19. Ð³Ù³Ï³ñ·Ý ³Ýí³ÝáõÙ »Ý Ñ³Ù³ï»Õ»ÉÇ, »Ã» ³ÛÝ áõÝÇ

·áÝ» Ù»Ï ÉáõÍáõÙ:
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Â»áñ»Ù 33. (ÎñáÝ»Ï»ñ-Î³å»ÉÉÇ) (22) Ñ³Ù³Ï³ñ·Ý Ñ³Ù³ï»Õ»ÉÇ ¾ ³ÛÝ
¨ ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »Ã»

rang(A) = rang(Ajb) :

Â»áñ»Ù 34. (22) Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ÉáõÍáõÙÝ áõÝÇ Ñ»ï¨Û³É ï»ë-
ùÁ

x = x0 +
n¡rX

k=1

ckxk; (23)

áñï»Õ x0-Ý (22)-Ç áñ¨¾ Ù³ëÝ³ÏÇ ÉáõÍáõÙ ¾, ÇëÏ fxkgn¡r
k=1 Ñ³Ù³ËáõÙµÁ

(22) Ñ³Ù³Ï³ñ·ÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ Ñ³Ù³ë»é Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ÉáõÍáõÙ-
Ý»ñÇ ýáõÝ¹³Ù»Ýï³É Ñ³Ù³ËáõÙµÝ ¾:

úñÇÝ³Ï 88. ¶ïÝ»É Ñ»ï¨Û³É Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ÉáõÍáõÙÁ

2x1 ¡ x2 + 3x3 ¡ 2x4 + 4x5 = 1;

4x1 ¡ 2x2 + 5x3 + x4 + 7x5 = 1;

2x1 ¡ x2 + x3 + 8x4 + 2x5 = ¡1 :

Ð»ßï ¾ ëïáõ·»É, áñ ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñÇ ¨ ÁÝ¹É³ÛÝí³Í Ù³ïñÇóÝ»ñÇ é³Ý·»ñÝ
Çñ³ñ Ñ³í³ë³ñ »Ý, ù³ÝÇ áñ ÁÝ¹É³ÛÝí³Í Ù³ïñÇóÇ í»ñçÇÝ ëÛáõÝÁ µ³½Ù³-
å³ïÏ³Í 6-áí Ñ³í³ë³ñ ¾ ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñÇ Ù³ïñÇóÇ ãáññáñ¹ ¨ ÑÇÝ·»ñáñ¹
ëÛáõÝ»ñÇ ï³ñµ»ñáõÃÛ³ÝÁ: Ð»ï¨³µ³ñ Ñ³Ù³Ï³ñ·Á Ñ³Ù³ï»Õ»ÉÇ ¾: ¸Ç-
ï³ñÏ»Ýù Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý Ñ³Ù³ë»é Ñ³Ù³Ï³ñ·Á

2x1 ¡ x2 + 3x3 ¡ 2x4 + 4x5 = 0;

4x1 ¡ 2x2 + 5x3 + x4 + 7x5 = 0;

2x1 ¡ x2 + x3 + 8x4 + 2x5 = 0

¨ Ï³éáõó»Ýù ÉáõÍáõÙÝ»ñÇ ýáõÝ¹³Ù»Ýï³É Ñ³Ù³ËáõÙµÁ:
Ð³Ù³Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇóÝ ¾

A =

0
@

2 ¡1 3 ¡2 4
4 ¡2 5 1 7
2 ¡1 1 8 2

1
A ;
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áñÇ é³Ý·Á Ñ³í³ë³ñ ¾ 2-Ç (r = 2): ÈáõÍáõÙÝ»ñÇ ýáõÝ¹³Ù»Ýï³É Ñ³Ù³-
ËáõÙµÁ µ³ÕÏ³ó³Í ¾ 3 í»ÏïáñÝ»ñÇó` n ¡ r = 3: ¶ïÝ»Ýù A Ù³ïñÇóÇ
áñ¨¾ µ³½Çë³ÛÇÝ ÙÇÝáñ, ³ë»Ýù` Ñ»ï¨Û³É »ñÏñáñ¹ Ï³ñ·Ç ÙÇÝáñÁ¯̄

¯̄¡1 3
¡2 5

¯̄
¯̄ :

Ð»ï¨³µ³ñ í»ñçÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÙÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ ã¹Çï³ñÏ»É, ÇëÏ x1; x4; x5

³ÝÑ³ÛïÝ»ñÁ Ñ³Ù³ñ»É ³½³ï ¨ ¹ñ³Ýó å³ñáõÝ³ÏáÕ ³Ý¹³ÙÝ»ñÁ ï»Õ³-
÷áË»É ³ç ÏáÕÙ

¡ x2 + 3x3 = ¡2x1 + 2x4 ¡ 4x5;

¡ 2x2 + 5x3 = ¡4x1 ¡ x4 ¡ 7x5 :
(21)

ÈáõÍáõÙÝ»ñÇ ýáõÝ¹³Ù»Ýï³É Ñ³Ù³ËÙµÇ ï³ññ»ñÁ Ýß³Ý³Ï»Ýù e1; e2; e3-
áí: e1-Á ·ÁïÝ»Éáõ Ñ³Ù³ñ (21)-áõÙ ï»Õ³¹ñ»Ýù x1 = 1; x4 = x5 = 0,
Ïëï³Ý³Ýù

¡ x2 + 3x3 = ¡2;

¡ 2x2 + 5x3 = ¡4;

áñÝ áõÝÇ ÙÇ³Ï ÉáõÍáõÙ (ÇÝãáõ±)` x2 = 2, x3 = 0: ²ÛëåÇëáí

e1 = (1; 2; 0; 0; 0)T :

(21) Ñ³Ù³Ï³ñ·áõÙ ï»Õ³¹ñ»Éáí x1 = x5 = 0, x4 = 1 Ïëï³Ý³Ýù`
x2 = 13, x3 = 5, ³ÛëÇÝùÝ

e2 = (0; 13; 5; 1; 0)T :

î»Õ³¹ñ»Éáí x1 = x4 = 0; x5 = 1, Ïëï³Ý³Ýù` x2 = 1; x3 = ¡1,
³ÛëÇÝùÝ

e3 = (0; 1;¡1; 0; 1)T :

²Ûë »Õ³Ý³Ïáí Ï³éáõóí³Í ÉáõÍáõÙÝ»ñÇ ýáõÝ¹³Ù»Ýï³É Ñ³Ù³ËáõÙµÝ ³Ý-
í³ÝáõÙ »Ý ÝáñÙ³É ýáõÝ¹³Ù»Ýï³É Ñ³Ù³ËáõÙµ: Ð³Ù³Ï³ñ·Ç ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ Éáõ-
ÍáõÙÝ ¾` X = c1e1 + c2e2 + c3e3; Ï³Ù áñ ÝáõÛÝÝ ¾

x1 = c1;

x2 = 2c1 + 13c2 + c3;

x3 = 5c2 ¡ c3;

x4 = c2;

x5 = c3 :
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²ÛÅÙ ·ïÝ»Ýù ³ÝÑ³Ù³ë»é Ñ³í³ë³ñÙ³Ý áñ¨¾ Ù³ëÝ³ÏÇ ÉáõÍáõÙ:
àõÝ»Ýù

¡ x2 + 3x3 = 1¡ 2x1 + 2x4 ¡ 4x5;

¡ 2x2 + 5x3 = 1¡ 4x1 ¡ x4 ¡ 7x5 :

î»Õ³¹ñ»Ýù` x1 = x4 = x5 = 0

¡ x2 + 3x3 = 1;

¡ 2x2 + 5x3 = 1 :

²Ûëï»ÕÇó Ï·ïÝ»Ýù` x2 = 2; x3 = 1: Ø³ëÝ³ÏÇ ÉáõÍáõÙÝ ¾

x0 = (0; 2; 1; 0; 0)T :

êÏ½µÝ³Ï³Ý Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ÉáõÍáõÙÝ ¾

x = x0 + c1e1 + c2e2 + c3e3 : ²

Â»áñ»Ù 35. ¸Çóáõù A-Ý (n£n) Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇó ¾: Ð»ï¨Û³É åÝ¹áõÙ-
Ý»ñÁ Ñ³Ù³ñÅ»ù »Ý. ³) A-Ý Ñ³Ï³¹³ñÓ»ÉÇ Ù³ïñÇó ¾, µ) Ax = b-Ý áõÝÇ
ÙÇ³Ï ÉáõÍáõÙ ó³Ý³Ï³ó³Í (n£ 1) Ï³ñ·Ç b ëÛ³Ý Ñ³Ù³ñ,

·) Ax = o-Ý áõÝÇ ÙÇ³ÛÝ ½ñáÛ³Ï³Ý ÉáõÍáõÙ,
¹) detA 6= 0,
») rangA = n,
½) A Ù³ïñÇóÇ ïáÕ»ñÁ ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë »Ý,
¾) A Ù³ïñÇóÇ ëÛáõÝ»ñÁ ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë »Ý:

206. Ð»ï¨Û³É Ù³ïñÇóÝ»ñÇ é³Ý·»ñÁ Ñ³ßí»É å³ñáõñáÕ ÙÇÝáñÝ»ñÇ »Õ³-
Ý³Ïáí: ¶ïÝ»É µ³½Çë³ÛÇÝ ÙÇÝáñÝ»ñÇó áñ¨¾ Ù»ÏÁ

³)

0
B@

1 3 5 ¡1
2 ¡1 ¡3 4
5 1 ¡1 7
7 7 9 1

1
CA, µ)

0
B@

3 ¡1 3 2 5
5 ¡3 2 3 4
1 ¡3 ¡5 0 ¡7
7 ¡5 1 4 1

1
CA,
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·)

0
BBB@

4 3 ¡5 2 3
8 6 ¡7 4 2
4 3 ¡8 2 7
4 3 1 2 ¡5
8 6 ¡1 4 ¡6

1
CCCA, ¹)

0
@

2 ¡4 3 ¡3 5
1 ¡2 1 5 3
1 ¡2 4 ¡34 0

1
A,

»)

0
B@

2 3 1 ¡1
3 1 4 2
1 2 3 ¡1
1 ¡4 ¡7 5

1
CA, ½)

0
B@

1 2 3 ¡2
2 ¡3 1 ¡4
1 9 8 ¡2
1 ¡12 ¡7 ¡2

1
CA:

207. Ð»ï¨Û³É Ù³ïñÇóÝ»ñÇ é³Ý·»ñÁ Ñ³ßí»É ï³ññ³Ï³Ý ïáÕ³ÛÇÝ Ï³Ù
ëÛáõÝ³ÛÇÝ Ó¨³÷áËáõÃÛáõÝÝ»ñáí: ¶ïÝ»É µ³½Çë³ÛÇÝ ÙÇÝáñÝ»ñÇó áñ¨¾ Ù»ÏÁ

³)

0
B@

25 31 17 43
75 94 53 132
75 94 54 134
25 32 20 48

1
CA, µ)

0
@

47 ¡67 35 201 155
26 98 23 ¡294 86
165 ¡428 1 1284 52

1
A,

·)

0
B@

24 19 36 72 ¡38
49 40 73 147 ¡80
73 59 98 219 ¡118
47 36 71 141 ¡72

1
CA, ¹)

0
BBB@

17 ¡28 45 11 39
24 ¡37 61 13 50
25 ¡7 32 ¡18 ¡11
31 12 19 ¡43 ¡55
42 13 29 ¡55 ¡68

1
CCCA,

»)

0
B@

17 51 27 31
93 25 14 121
94 27 15 120
18 53 28 30

1
CA, ½)

0
B@

12 ¡51 23 48 94
25 31 48 73 ¡103
11 ¡186 21 71 385
19 203 27 39 111

1
CA:

208. Ð³ßí»É é³Ý·Á` Ï³Ëí³Í ¸ å³ñ³Ù»ïñÇ ³ñÅ»ùÝ»ñÇó

³)

0
B@

1 2 ¡1 1
5 1 2 1
4 ¡1 ¸ 0
3 ¸ 4 ¡1

1
CA, µ)

0
B@

¸ 1 1 1
1 ¸ 1 1
1 1 ¸ 1
1 1 1 ¸

1
CA, ·)

0
B@

¸ 1 3 4 1
1 ¸ ¡1 1 5
¸ ¸ 4 3 ¡4
1 1 7 7 ¡3

1
CA:

209. ²å³óáõó»É
³) rang(A+B) · rang(A) + rang(B),
µ) rang(AB) · rang(A) ¨ rang(AB) · rang(B):
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210. Î³éáõó»É ÉáõÍáõÙÝ»ñÇ ÝáñÙ³É ýáõÝ¹³Ù»Ýï³É Ñ³Ù³ËáõÙµÁ ¨ ·ïÝ»É
ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ÉáõÍáõÙÁ

³) x1 + 2x2 + 4x3 ¡ 3x4 = 0; µ) 2x1 ¡ 4x2 + 5x3 + 3x4 = 0;
3x1 + 5x2 + 6x3 ¡ 4x4 = 0; 3x1 ¡ 6x2 + 4x3 + 2x4 = 0;
4x1 + 5x2 ¡ 2x3 + 3x4 = 0; 4x1 ¡ 8x2 + 17x3 + 11x4 = 0
3x1 + 8x2 + 24x3 ¡ 19x4 = 0 :

·) 3x1 + 2x2 + x3 + 3x4 + 5x5 = 0; ¹) 3x1 + 5x2 + 2x3 = 0;
6x1 + 4x2 + 3x3 + 5x4 + 7x5 = 0; 4x1 + 7x2 + 5x3 = 0;
9x1 + 6x2 + 5x3 + 7x4 + 9x5 = 0; x1 + x2 ¡ 4x3 = 0;
3x1 + 2x2 + 4x4 + 8x5 = 0 : 2x1 + 9x2 + 6x3 = 0 :

») 6x1 ¡ 2x2 + 2x3 + 5x4 + 7x5 = 0;
9x1 ¡ 3x2 + 4x3 + 8x4 + 9x5 = 0;
6x1 ¡ 2x2 + 6x3 + 7x4 + x5 = 0;
3x1 ¡ x2 + 4x3 + 4x4 ¡ x5 = 0 :

½) 5x1 + 6x2 ¡ 2x3 + 7x4 + 4x5 = 0;
2x1 + 3x2 ¡ x3 + 4x4 + 2x5 = 0;
7x1 + 9x2 ¡ 3x3 + 5x4 + 6x5 = 0;
5x1 + 9x2 ¡ 3x3 + x4 + 6x5 = 0 :

211. àõëáõÙÝ³ëÇñ»É Ñ³Ù³ï»Õ»ÉÇáõÃÛáõÝÁ, ·ïÝ»É áñ¨¾ Ù³ëÝ³ÏÇ ÉáõÍáõÙ ¨
ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ÉáõÍáõÙÁ
³) 2x1 + 7x2 + 3x3 + x4 = 6; µ) 2x1 ¡ 3x2 + 5x3 + 7x4 = 1;

3x1 + 5x2 + 2x3 + 2x4 = 4; 4x1 ¡ 6x2 + 2x3 + 3x4 = 2;
9x1 + 4x2 + x3 + 7x4 = 2 : 2x1 ¡ 3x2 ¡ 11x3 ¡ 15x4 = 1

·) 3x1 + 4x2 + x3 + 2x4 = 3; ¹) 3x1 ¡ 5x2 + 2x3 + 4x4 = 2;
6x1 + 8x2 + 2x3 + 5x4 = 7; 7x1 ¡ 4x2 + x3 + 3x4 = 5;
9x1 + 12x2 + 3x3 + 10x4 = 13 : 5x1 + 7x2 ¡ 4x3 ¡ 6x4 = 3 :

») 2x1 + 5x2 ¡ 8x3 = 8; ½) 3x1 ¡ 2x2 + 5x3 + 4x4 = 2;
4x1 + 3x2 ¡ 9x3 = 9; 6x1 ¡ 4x2 + 4x3 + 3x4 = 3;
2x1 + 3x2 ¡ 5x3 = 7; 9x1 ¡ 6x2 + 3x3 + 2x4 = 4 :
x1 + 8x2 ¡ 7x3 = 12 :

¾) 2x1 ¡ x2 + 3x3 ¡ 7x4 = 5; Á) 9x1 ¡ 3x2 + 5x3 + 6x4 = 4;
6x1 ¡ 3x2 + x3 ¡ 4x4 = 7; 6x1 ¡ 2x2 + 3x3 + x4 = 5;
4x1 ¡ 2x2 + 14x3 ¡ 31x4 = 18 : 3x1 ¡ x2 + 3x3 + 14x4 = ¡8
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Ã) 3x1 + 2x2 + 2x3 + 2x4 = 2;
2x1 + 3x2 + 2x3 + 5x4 = 3;
9x1 + x2 + 4x3 ¡ 5x4 = 1;
2x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 5;
7x1 + x2 + 6x3 ¡ x4 = 7 :

Å) x1 + x2 + 3x3 ¡ 2x4 + 3x5 = 1;
2x1 + 2x2 + 4x3 ¡ x4 + 3x5 = 2;
3x1 + 3x2 + 5x3 ¡ 2x4 + 3x5 = 1;
3x1 ¡ x2 + 3x3 + 14x4 = ¡8;
2x1 + 2x2 + 8x3 ¡ 3x4 + 9x5 = 2 :

Ç) 2x1 ¡ x2 + x3 + 2x4 + 3x5 = 2;
6x1 ¡ 3x2 + 2x3 + 4x4 + 5x5 = 3;
6x1 ¡ 3x2 + 4x3 + 8x4 + 13x5 = 9;
4x1 ¡ 2x2 + x3 + x4 + 2x5 = 1 :

É) 6x1 + 4x2 + 5x3 + 2x4 + 3x5 = 1;
3x1 + 2x2 + 4x3 + x4 + 2x5 = 3;
3x1 + 2x2 ¡ 2x3 + x4 = ¡7;
9x1 + 6x2 + x3 + 3x4 + 2x5 = 2 :

212. ¶ïÝ»É ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ÉáõÍáõÙÁ` Ï³Ëí³Í ¸ å³ñ³Ù»ïñÇ ³ñÅ»ùÝ»ñÇó

³) 5x1 ¡ 3x2 + 2x3 + 4x4 = 3; µ) 3x1 + 2x2 + 5x3 + 4x4 = 3;
4x1 ¡ 2x2 + 3x3 + 7x4 = 1; 2x1 + 3x2 + 6x3 + 8x4 = 5;
8x1 ¡ 6x2 ¡ x3 ¡ 5x4 = 9; x1 ¡ 6x2 ¡ 9x3 ¡ 20x4 = ¡11
7x1 ¡ 3x2 + 74x3 + 17x4 = ¸ : 4x1 + x2 + 4x3 + ¸x4 = 2 :

·) 2x1 + 5x2 + x3 + 3x4 = 2; ¹) 2x1 ¡ x2 + 3x3 + 4x4 = 5;
4x1 + 6x2 + 3x3 + 5x4 = 4; 4x1 ¡ 2x2 + 5x3 + 6x4 = 7;
4x1 + 14x2 + x3 + 7x4 = 4; 6x1 ¡ 3x2 + 7x3 + 8x4 = 9;
2x1 ¡ 3x2 + 3x3 + ¸x4 = 7 : ¸x1 ¡ 4x2 + 9x3 + 10x4 = 11

») 2x1 + 3x2 + x3 + 2x4 = 3; ½) ¸x1 + x2 + x3 = 1;
4x1 + 6x2 + 3x3 + 4x4 = 5; x1 + ¸x2 + x3 = 1;
6x1 + 9x2 + 5x3 + 6x4 = 7; x1 + x2 + ¸x3 = 1 :
8x1 + 12x2 + 7x3 + ¸x4 = 9 :
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¾) ¸x1 + x2 + x3 + x4 = 1; Á) (1 + ¸)x1 + x2 + x3 = 1;
x1 + ¸x2 + x3 + x4 = 1; x1 + (1 + ¸x2) + x3 = ¸;
x1 + x2 + ¸x3 + x4 = 1; x1 + x2 + (1 + ¸)x3 = ¸2 :
x1 + x2 + x3 + ¸x4 = 1 :

MATHEMATICA-Æ ¶ð²¸²ð²Ü

A Ù³ïñÇóÇ é³Ý·Á Ï³ñ»ÉÇ ¾ Ñ³ßí»É MatrixRank[A] Ññ³Ù³Ýáí:
¸Çï³ñÏ»Ýù Ñ»ï¨Û³É A Ù³ïñÇóÁ

In[1]:= A = 881, 2, 3, 4<, 8−1, 0, 3, 2<, 83, 5, 12, −6<<;
% êê MatrixForm

Out[2]//MatrixForm=

i
k
jjjj
1 2 3 4

−1 0 3 2

3 5 12 −6

y
{
zzzz

Ð³ßí»Ýù A Ù³ïñÇóÇ é³Ý·Á

In[3]:= MatrixRank@AD
Out[3]= 3

¸Çï³ñÏ»Ýù Ñ»ï¨Û³É A Ù³ïñÇóÁ

In[4]:= A = {{1, 2}, {1, 2}}

Out[4]= 881, 2<, 81, 2<<
Ax = o Ñ³Ù³ë»é Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ÉáõÍáõÙÝ»ñÇ ýáõÝ¹³Ù»Ýï³É Ñ³Ù³-

ËáõÙµÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ ëï³Ý³É NullSpace[A] Ññ³Ù³Ýáí

In[5]:= NullSpace[ A ]

Out[5]= 88−2, 1<<
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üáõÝ¹³Ù»Ýï³É Ñ³Ù³ËáõÙµÁ µ³ÕÏ³ó³Í ¾ ÙÇ³ÛÝ Ù»Ï í»ÏïáñÇó, ù³-
ÝÇ áñ

In[7]:= MatrixRank[ A ]

Out[7]= 1

ºÃ» µ³½Çë³ÛÇÝ í»ÏïáñÁ µ³½Ù³å³ïÏ»Ýù A Ù³ïñÇóáí, Ïëï³-
Ý³Ýù ½ñáÛ³Ï³Ý í»Ïïáñ

In[6]:= A . %[[1]]

Out[6]= 80, 0<

Ü»ñÙáõÍ»Ýù Ñ»ï¨Û³É A Ù³ïñÇóÁ

In[8]:= A = {{a, b, c}, {2 a, 2 b, 2 c}, {3 a, 3 b, 3 c}}

Out[8]= 88a, b, c<, 82 a, 2 b, 2 c<, 83 a, 3 b, 3 c<<

¨ ·ïÝ»Ýù Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý Ñ³Ù³ë»é Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ÉáõÍáõÙÝ»ñÇ
ýáõÝ¹³Ù»Ýï³É Ñ³Ù³ËáõÙµÁ

In[9]:= NullSpace[A]

Out[9]= 99−
c

a
, 0, 1=, 9−

b

a
, 1, 0==

ºÃ» A Ù³ïñÇóÁ µ³½Ù³å³ïÏ»Ýù ýáõÝ¹³Ù»Ýï³É Ñ³Ù³ËÙµÇ í»Ï-
ïáñÝ»ñÇ ·Í³ÛÇÝ ÏáÙµÇÝ³óÇ³Ûáí, ³å³ Ïëï³óíÇ ½ñáÛ³Ï³Ý í»ÏïáñÁ

In[10]:= Simplify[A . (x %[[1]] + y %[[2]])]

Out[10]= 80, 0, 0<
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12. ºÜÂ²î²ð²ÌàôÂÚàôÜÜºðÆ ¶àôØ²ð, Ð²îàôØ

ºì àôÔÆÔ ¶àôØ²ð

ê³ÑÙ³ÝáõÙ 20. R ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý R1;R2½R »ÝÃ³ï³ñ³-
ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ·áõÙ³ñ, Ñ³ïáõÙ, áõÕÇÕ ·áõÙ³ñ ³ë»Éáí Ñ³ëÏ³ÝáõÙ »Ý Ñ³Ù³-
å³ï³ëË³Ý³µ³ñ Ñ»ï¨Û³É µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ»ñÁ

R1 +R2 = fz 2 R; z = y + x; y 2 R1; x 2 R2g,
R1 \R2 = fz 2 R; z 2 R1; ¨ z 2 R2g,
R1 ©R2 = fz 2 R, áñÁ ÙÇ³Ï Ó¨áí ¾ Ý»ñÏ³Û³óíáõÙ z = y+x; y 2

R1; x 2 R2 ï»ëùáí g:
Â»áñ»Ù 36. ì»ñç³íáñ ã³÷³ÝÇR ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ó³ÝÏ³ó³Í

R1; R2 ½ R »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñ ×Çßï ¾ Ñ»ï¨Û³É Ñ³í³ë³-
ñáõÃÛáõÝÁª

dimR1 + dimR2 = dim(R1 [R2) + dim(R1 \R2) :

Â»áñ»Ù 37. àñå»ë½Ç R ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ Ý»ñÏ³Û³óíÇ Çñ
R1; R2 ½ R »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ áõÕÇÕ ·áõÙ³ñÇï»ëùáí ³ÝÑñ³Å»ßï
¾ ¨ µ³í³ñ³ñ, áñ

³) R1 \R2 = o,
µ) dimR = dimR1 + dimR2 :
úñÇÝ³Ï 89. ¸Çóáõù L-Á µáÉáñ ³½³ï »é³ã³÷ í»ÏïáñÝ»ñÇ ·Í³ÛÇÝ

ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ ¾, L1; L2-Á ³ÛÝ ³½³ï í»ÏïáñÝ»ñÇ ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃ-
ÛáõÝÝ»ñÝ »Ý, áñáÝù Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ ½áõ·³Ñ»é »Ý Oxy ¨ Oxz
Ñ³ñÃáõÃÛáõÝÝ»ñÇÝ: ä³ñ½ ¾, áñ L = L1 + L2, ÇëÏ L1 \ L2-Á ³ÛÝ ³½³ï
í»ÏïáñÝ»ñÇ ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ ¾, áñáÝù ½áõ·³Ñ»é »ÝOx³é³ÝóùÇÝ:
òáõÛó ï³Ýù, áñL 6= L1©L2: Æñáù, ó³ÝÏ³ó³Í x 2 R í»Ïïáñ í»ñÉáõÍ»Ýù
Áëï fe1; e2; e3g ïÇå³ÛÇÝ µ³½ÇëÇ

x = x1e1 + x2e2 + x3e3 :

ì»ñçÇÝ ³ñï³Ñ³ÛïáõÃÛáõÝÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ Ý»ñÏ³Û³óÝ»É Ñ»ï¨Û³É ï»ëù»ñáí

x = u1 + u2; u1 = x1e1 + x2e2 2 L1; u2 = x3e3 2 L2

¨
x = v1 + v2; v1 = x2e2 2 L1; v2 = x1e1 + x3e3 2 L2 :
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²ÛëÇÝùÝ` x = y + z, y 2 L1, z 2 L2 Ý»ñÏ³Û³óáõÙÁ ÙÇ³ÏÁ ã¾:²
úñÇÝ³Ï 90. ¸Çóáõù L-Á µáÉáñ ³½³ï »é³ã³÷ í»ÏïáñÝ»ñÇ ·Í³ÛÇÝ

ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ ¾, L1; L2-Á µáÉáñ ³ÛÝ ³½³ï í»ÏïáñÝ»ñÇ ï³ñ³ÍáõÃ-
ÛáõÝÝ»ñÝ »Ý, áñáÝù Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ ½áõ·³Ñ»é »Ý Oxy Ñ³ñÃáõÃ-
Û³ÝÁ ¨ Oz ³é³ÝóùÇÝ: ä³ñ½ ¾, áñ dimL1 = 2; dimL2 = 1, L1 \L2 = o
¨ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ Ã»áñ»Ù 37-Ç` L = L1 © L2: ²

úñÇÝ³Ï 91. Ð³ßí»É L1 = linfa1; a2; a3g ¨ L2 = linfb1; b2; b3g
»ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ Ñ³ïÙ³Ý ¨ ·áõÙ³ñÇ ã³÷áÕ³Ï³ÝáõÃÛáõÝÝ»ñÁ,
»Ã»

a1 =

0
@

1
0
0

1
A ; a2 =

0
@

1
1
1

1
A ; a3 =

0
@

0
0
1

1
A ;

b1 =

0
@

1
1
0

1
A ; b2 =

0
@

0
2
2

1
A ; b3 =

0
@

¡1
0
1

1
A :

Î³½Ù»Ýù Ñ»ï¨Û³É »ñ»ù Ù³ïñÇóÝ»ñÁ

A =

0
@

1 0 0
1 1 1
0 0 1

1
A ; B =

0
@

1 1 0
0 2 2
¡1 0 1

1
A ; C =

0
@

1 1 0 1 0 ¡1
0 1 0 1 2 0
0 1 1 0 2 1

1
A:

àõÝ»Ýù`
rangA = dimL1 = 3; rangB = dimL2 = 2;

rangC = dim(L1 + L2) = 3;

áñï»ÕÇó

dim(L1 \ L2) = dimL1 + dimL2 ¡ dim(L1 + L2) = 3 + 2¡ 3 = 2 : ²
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213. òáõÛó ï³É, áñ ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ·áõ-
Ù³ñÁ ¨ Ñ³ïáõÙÁ »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñ »Ý:
214. Æ±Ýã ¾ Çñ»ÝÇó Ý»ñÏ³Û³óÝáõÙ ù³é³ÏáõëÇ Ù³ïñÇóÝ»ñÇ ·Í³ÛÇÝ ï³-
ñ³ÍáõÃÛ³Ý P ¨ Q »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ·áõÙ³ñÁ ¨ Ñ³ïáõÙÁ, »Ã»

³) P -Ý ëÇÙ»ïñÇÏ Ù³ïñÇóÝ»ñÇ »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ ¾, Q-Ý í»ñÇÝ
»é³ÝÏÛáõÝ³Ó¨ Ù³ïñÇóÝ»ñÇ »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ ¾,

µ) P -Ý ëÇÙ»ïñÇÏ Ù³ïñÇóÝ»ñÇ »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ ¾, Q-Ý ß»ÕëÇ-
Ù»ïñÇÏ Ù³ïñÇóÝ»ñÇ »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ ¾,

·) P -Ý Ñ»ï¨Û³É ï»ëùÇ Ù³ïñÇóÝ»ñÇ »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ ¾
0
B@

a1 a2 ¢ ¢ ¢ an
an a1 ¢ ¢ ¢ an¡1

¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
a2 a3 ¢ ¢ ¢ a1

1
CA ;

Q-Ý í»ñÇÝ »é³ÝÏÛáõÝ³Ó¨ Ù³ïñÇóÝ»ñÇ »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ ¾:
215. ¶ïÝ»É L1 = linfa1; ¢ ¢ ¢ ; akg, L2 = linfb1; ¢ ¢ ¢ ; bsg »ÝÃ³ï³ñ³-
ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ·áõÙ³ñÇ ¨ Ñ³ïÙ³Ý ã³÷áÕ³Ï³ÝáõÃÛáõÝÝ»ñÁ, »Ã»

³) a1 =

0
B@

1
2
0
1

1
CA ; a2 =

0
B@

1
1
1
0

1
CA ; b1 =

0
B@

1
0
1
0

1
CA ; b2 =

0
B@

1
3
0
1

1
CA,

µ) a1 =

0
B@

1
1
1
1

1
CA ; a2 =

0
B@

1
¡1
1
¡1

1
CA ; a3 =

0
B@

1
3
1
3

1
CA ;

b1 =

0
B@

1
2
0
2

1
CA ; b2 =

0
B@

1
2
1
2

1
CA ; b3 =

0
B@

3
1
3
1

1
CA:

216. ¶ïÝ»É L1 = linfa1; ¢ ¢ ¢ ; akg, L2 = linfb1; ¢ ¢ ¢ ; bsg »ÝÃ³ï³ñ³-
ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ·áõÙ³ñÇ ¨ Ñ³ïÙ³Ý µ³½ÇëÝ»ñÁ

³) a1 =

0
@

1
2
1

1
A ; a2 =

0
@

1
1
¡1

1
A ; a3 =

0
@

1
3
3

1
A ;

b1 =

0
@

2
3
¡1

1
A ; b2 =

0
@

1
2
2

1
A ; b3 =

0
@

1
1
¡3

1
A,
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µ) a1 =

0
B@

1
2
1
¡2

1
CA ; a2 =

0
B@

2
3
1
0

1
CA ; a3 =

0
B@

1
2
2
¡3

1
CA ;

b1 =

0
B@

1
1
1
1

1
CA ; b2 =

0
B@

1
0
1
¡1

1
CA ; b3 =

0
B@

1
3
0
¡4

1
CA,

·) a1 =

0
B@

1
1
0
0

1
CA ; a2 =

0
B@

0
1
1
0

1
CA ; a3 =

0
B@

0
0
1
1

1
CA ;

b1 =

0
B@

1
0
1
0

1
CA ; b2 =

0
B@

0
2
1
1

1
CA ; b3 =

0
B@

1
2
1
2

1
CA:

217. ¸Çóáõù L1-Á ¨ L2-ÁR ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñ
»Ý: ²å³óáõó»É

³) »Ã» L1 µ L2, ³å³ dimL1 · dimL2, ÁÝ¹ áñáõÙ Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝ
ï»ÕÇ áõÝÇ ³ÛÝ ¨ ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ »ñµ L1 = L2,

µ) »Ã» dim(L1 +L2) = 1+ dim(L1 \L2), ³å³ L1 + L2 ·áõÙ³ñÁ
Ñ³í³ë³ñ ¾ »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇó áñ¨¾ Ù»ÏÇÝ, ÇëÏ L1\L2 Ñ³ïáõÙÁ`
ÙÛáõëÇÝ,

·) »Ã» dimL1 + dimL2 > dimR, ³å³ L1 \ L2 6= o:
218. ²å³óáõó»É, áñ R2 = R1 ©R1:
219. ¸Çóáõù L;L1; L2-Á R-Ç »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñ »Ý: ²å³óáõó»É, áñ
L-Á ³ÛÝ ¨ ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ ÏÝ»ñÏ³Û³óíÇ áñå»ë L1 ¨ L2-Ç áõÕÇÕ ·áõ-
Ù³ñ, »Ã» ï»ÕÇ áõÝ»Ý Ñ»ï¨Û³É å³ÛÙ³ÝÝ»ñÁ

³) L1 ½ L ¨ L2 ½ L,
µ) ó³ÝÏ³ó³Í x 2 L ï³ññ ÙÇ³ñÅ»ùáñ»Ý Ý»ñÏ³Û³óíáõÙ ¾ x = x1 +

x2 ï»ëùáí, áñï»Õ x1 2 L1, x2 2 L2:
220. ²å³óáõó»É, áñ L = L1+L2 ·áõÙ³ñÁ ³ÛÝ ¨ ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ ÏÉÇÝÇ
áõÕÇÕ ·áõÙ³ñ, »Ã» ·áÝ» Ù»Ï ï³ññ` x 2 L, ÙÇ³ñÅ»ùáñ»Ý Ý»ñÏ³Û³óíáõÙ
¾ x = x1 + x2, x1 2 L1, x2 2 L2 ï»ëùáí:
221. ¸Çóáõù L = L1 © L2: ²å³óáõó»É, áñ dimL = dimL1 + dimL2,
ÁÝ¹ áñáõÙ, L1 ¨ L2 ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ Ï³Ù³Û³Ï³Ý µ³½ÇëÝ»ñ ÙÇ³ëÇÝ
Ï³½ÙáõÙ »Ý L-Ç µ³½Çë:
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222. ²å³óáõó»É, áñ ó³ÝÏ³ó³Í L1 ½ L »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý Ñ³Ù³ñ
Ï·ïÝíÇ ³ÛÝåÇëÇ L2 ½ L »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ, áñ L = L1 © L2:

13. Ø²îðÆòÆ êºö²Î²Ü ²ðÄºø ºì êºö²Î²Ü ìºÎîàð:
ÎºÈÆ-Ð²ØÆÈîàÜÆ ÂºàðºØÀ

úñÇÝ³Ï 92. êÇë ù³Õ³ùáõÙ ÉáõÛë ¾ ï»ëÝáõÙ »ñÏáõ Ã»ñÃ` ”Èáõñ»ñ” ¨
”²½¹”: ”Èáõñ»ñ” Ï³ñ¹áõÙ »Ý ù³Õ³ùÇ µÝ³ÏãáõÃÛ³Ý 38%-Á, ÇëÏ ÙÝ³ó³Í
Ù³ëÁ Ï³ñ¹áõÙ »Ý ”²½¹”: ºÝÃ³¹ñ»Ýù, áñ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñÁ Ï³ñ¹áõÙ ¾ ÙÇ³ÛÝ
Ù»Ï Ã»ñÃ: ²Ù»Ý ï³ñÇ ”Èáõñ»ñ” Ï³ñ¹³óáÕÝ»ñÇ 10%-Á ëÏëáõÙ ¾ Ï³ñ¹³É
”²½¹”, ÇëÏ ”²½¹” Ï³ñ¹³óáÕÝ»ñÇ ÙÇ³ÛÝ 7%-Ý ¾ ëÏëáõÙ Ï³ñ¹³É ”Èáõñ»ñ”:
ÆÝãåÇëÇ±Ý ÏÉÇÝÇ ”²½¹” ¨ ”Èáõñ»ñ” Ï³ñ¹³óáÕÝ»ñÇ ÃÇíÁ ï³ñÇÝ»ñ ³Ýó:

Úáõñ³ù³ÝãÛáõñ 100 Ñá·áõó 38-Á Ï³ñ¹áõÙ »Ý ”Èáõñ»ñ”, 62-Á` ”²½¹”: Ø»Ï
ï³ñÇ ³Ýó Çñ³íÇ×³ÏÝ ³ÛëåÇëÇÝ ¾

0:9 ¢ 38 + 0:07 ¢ 62 = 38:54 ”Èáõñ»ñ” Ï³ñ¹³óáÕÝ»ñÁ
0:1 ¢ 38 + 0:93 ¢ 62 = 61:46 ”²½¹” Ï³ñ¹³óáÕÝ»ñÁ:

ÜáõÛÝÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ ·ñ»É Ù³ïñÇó³ÛÇÝ ï»ëùáí

P

µ
38
62

¶
=

µ
0:9 0:07
0:1 0:93

¶µ
38
62

¶
=

µ
38:54
61:46

¶
:

vn í»Ïïáñáí Ýß³Ý³Ï»Ýù n-ñ¹ ï³ñáõÙ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ 100 µÝ³ÏãÇó
”Èáõñ»ñ” (³é³çÇÝ Ïááñ¹ÇÝ³ï) ¨ ”²½¹” (»ñÏñáñ¹ Ïááñ¹ÇÝ³ï) Ï³ñ¹³-
óáÕÝ»ñÇ ÃÇíÁ: Ü³Ëáñ¹ Ñ³ßí³ñÏÁ ÑÝ³ñ³íáñáõÃÛáõÝ ïí»ó ·ïÝ»É v1 =
(38:54; 61:46)T : Ð³ëÏ³Ý³ÉÇ ¾, áñ vn = Pvn¡1; áñÇ û·ÝáõÃÛ³Ùµ Ï³ñ»ÉÇ ¾
ëï³Ý³É Ï³ñ¹³óáÕÝ»ñÇ ù³Ý³ÏáõÃÛáõÝÁ, ³ë»Ýù, 5-ñ¹ ¨ 7-ñ¹ ï³ñÇÝ»ñÇÝ

v5 =

µ
39:67
60:33

¶
; v7 =

µ
40:14
59:86

¶
:

²ÛëåÇëáí, ”Èáõñ»ñ” Ï³ñ¹³óáÕÝ»ñÇ ÃÇíÁ ·Ý³Éáí ³×áõÙ ¾, ãÝ³Û³Í áñ, ï³-
ñ»óï³ñÇ ³×Ç ï»Ùå»ñÁ ¹³Ý¹³ÕáõÙ »Ý:

²ÛÅÙ »ÝÃ³¹ñ»Ýù, áñ ÙÇ áñáß Å³Ù³Ý³Ï ³Ýó Ï³ñ¹³óáÕÝ»ñÇ ù³Ý³ÏÁ
Ï³ÛáõÝ³ÝáõÙ ¾ ¨ ï³ñÇÝ»ñÇ ÁÝÃ³óùáõÙ ãÇ ÷áËíáõÙ: ¸³ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¾, áñ
Ã»ñÃ Ï³ñ¹³óáÕÝ»ñÇ ù³Ý³ÏÁ ÝÏ³ñ³·ñíáõÙ ¾ ÙÇ ³ÛÝåÇëÇ v í»Ïïáñáí,
áñÇ Ñ³Ù³ñ

Pv = v :
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¸Çóáõù v =

µ
®
¯

¶
, ÁÝ¹ áñáõÙ ®+ ¯ = 100: àõÝ»Ýù

P

µ
®
¯

¶
=

µ
®
¯

¶
;

áñÁ Ñ³Ù³ñÅ»ù ¾ Ñ»ï¨Û³É Ñ³Ù³Ï³ñ·ÇÝ

0:9®+ 0:07¯ = ®

0:1®+ 0:93¯ = ¯ :

²Ûëï»ÕÇó ® ¼ 41:18 ¨ ¯ ¼ 58:82: ö³ëïáñ»Ý, áñáß Å³Ù³Ý³Ï ³Ýó,
”Èáõñ»ñ” ÏÏ³ñ¹³Ý 100 Ñá·áõó Ùáï³íáñ³å»ë 41.18-Á, ÇëÏ ”²½¹”` 58.82-Á,
áñÇó Ñ»ïá Çñ³íÇ×³ÏÝ ³ÛÉ¨ë ãÇ ÷á÷áËíÇ:

ÜáõÛÝ å³ï³ëË³ÝÇÝ Ñ³Ý·»Ýù ³ÛÉ ¹³ïáÕáõÃÛáõÝÝ»ñáí: Üß³Ý³Ï»Ýù
u = v1 ¡ v: àôÝ»Ýù

u =

µ
38
62

¶
¡
µ
41:18
58:82

¶
=

µ
¡3:18
3:18

¶
:

Ð»ßï ¾ ëïáõ·»É, áñ

Pu =

µ
0:9 0:07
0:1 0:93

¶µ
¡3:18
3:18

¶
= 0:83u;

v2 = Pv1 = P (v + u) = v + 0:83u;

v3 = Pv2 = Pv + 0:83Pu = v + (0:83)2u;

vn = v + (0:83)n¡1u; (24)

áñï»ÕÇó
lim

n!1
vn = v :

ÜÏ³ï»Ýù, áñ (24) µ³Ý³Ó¨Á ÑÝ³ñ³íáñáõÃÛáõÝ ¾ ï³ÉÇë Ñ³ßí»É vn-Á`
³é³Ýó Ï³ï³ñ»Éáõ Ù³ïñÇó³ÛÇÝ µ³½Ù³å³ïÏáõÙÝ»ñ: ²ÝÑñ³Å»ßï ¾
·ïÝ»É ÙÇ³ÛÝ v ¨ u í»ÏïáñÝ»ñÁ:²
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ê³ÑÙ³ÝáõÙ 21. ¸Çóáõù A-Ý (n £ n) Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇó ¾: ¸ ÃÇíÝ
³Ýí³ÝáõÙ »Ý A Ù³ïñÇóÇ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ù, »Ã»

Ax = ¸x

Ñ³í³ë³ñáõÙÝ áõÝÇ áã ½ñáÛ³Ï³Ý ÉáõÍáõÙ: ²Û¹ ÉáõÍáõÙÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý ¸
ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ ë»÷³Ï³Ý í»Ïïáñ:

úñÇÝ³Ï 93. Ð³ßí»É A10b ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ, »Ã»

A =

µ
3 1
1 3

¶
; b =

µ
1
2

¶
:

¶ïÝ»Ýù A Ù³ïñÇóÇ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÝ áõ ë»÷³Ï³Ý í»ÏïáñÝ»ñÁ:
¸Çóáõù x = (x1; x2)

T ¨ Ax = ¸x: ÜáõÛÝÁ ·ñ»Ýù Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ï»ëùáí

3x1 + x2 = ¸x1

x1 + 3x2 = ¸x2;

Ï³Ù áñ ÝáõÛÝÝ ¾
(3¡ ¸)x1 + x2 = 0

x1 + (3¡ ¸)x2 = 0 :

ä³Ñ³Ýç»Ýù, áñ Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñÇ Ù³ïñÇóÁ ÉÇÝÇ áã Ñ³Ï³¹³ñ-
Ó»ÉÇ, Ñ³Ï³é³Ï ¹»åùáõÙ` Ñ³Ù³Ï³ñ·Á ÏáõÝ»Ý³ ÙÇ³ÛÝ ½ñáÛ³Ï³Ý ÉáõÍáõÙ

¯̄
¯̄ 3¡ ¸ 1

1 3¡ ¸

¯̄
¯̄ = (¸¡ 2)(¸¡ 4) = 0 :

²Ûëï»ÕÇó` ¸ = 2 Ï³Ù ¸ = 4-Á Ù³ïñÇóÇ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÝ »Ý:
¶ïÝ»Ýù ë»÷³Ï³Ý í»ÏïáñÝ»ñÁ: ºÃ» ¸ = 2, ³å³

x1 + x2 = 0

x1 + x2 = 0;

áñÇ ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ÉáõÍáõÙÝ ¾

µ
x1

x2

¶
= c

µ
¡1
1

¶
:
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Ø³ëÝ³íáñ³å»ë, »Ã» c = 1 ³å³ ¸ = 2 ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇÝ ÏÑ³Ù³å³-
ï³ëË³ÝÇ x = (¡1; 1)T ë»÷³Ï³Ý í»ÏïáñÁ, ³ÛëÇÝùÝ` Ax = 2x: ºÃ»
¸ = 4, ³å³

¡ x1 + x2 = 0

¡ x1 + x2 = 0;

áñÇ ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ÉáõÍáõÙÝ ¾

µ
x1

x2

¶
= c

µ
1
1

¶

ºÃ» c = 1, ³å³ y =

µ
1
1

¶
-Á ÏÉÇÝÇ ¸ = 4 ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇÝ Ñ³Ù³å³-

ï³ëË³ÝáÕ ë»÷³Ï³Ý í»ÏïáñÁ, ³ÛëÇÝùÝ` Ay = 4y : b-Ý Ý»ñÏ³Û³óÝ»Ýù
x ¨ y ë»÷³Ï³Ý í»ÏïáñÝ»ñÇ ·Í³ÛÇÝ ÏáÙµÇÝ³óÇ³ÛÇ ï»ëùáí

b =

µ
1
2

¶
= ¡1

2

µ
1
¡1

¶
+

3

2

µ
1
1

¶
= ¡1

2
x+

3

2
y :

àñï»ÕÇó

Ab = ¡1

2
Ax+

3

2
Ay = ¡1

2
(2x) +

3

2
(4y) :

A2b = ¡1

2
(22x) +

3

2
(42Y ) :

ä³ñ½ ¾, áñ

A10b = ¡1

2
(210x) +

3

2
(410y) =

µ
1572352
1573376

¶
:

ÜÏ³ï»Ýù, áñ

Anb = ¡1

2
(2nx) +

3

2
(4ny)

µ³Ý³Ó¨Ç û·ÝáõÃÛ³Ùµ Ï³ñ»ÉÇ ¾ Ñ³ßí»ÉAnb³ñï³¹ñÛ³ÉÁ ó³ÝÏ³ó³Í µÝ³-
Ï³Ý n-Ç Ñ³Ù³ñ:²

ê³ÑÙ³ÝáõÙ 22. p(¸) = det(A ¡ ¸E) µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý
A Ù³ïñÇóÇ µÝáõÃ³·ñÇã µ³½Ù³Ý¹³Ù, ÇëÏ p(¸) = 0 Ñ³í³ë³ñáõÙÁ` A
Ù³ïñÇóÇ µÝáõÃ³·ñÇã Ñ³í³ë³ñáõÙ:
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Â»áñ»Ù 38. àñå»ë½Ç ¸ ÃÇíÁ ÉÇÝÇ A Ù³ïñÇóÇ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ù,
³ÝÑñ³Å»ßï ¾ ¨ µ³í³ñ³ñ, áñ ³ÛÝ Ñ³Ý¹Çë³Ý³ µÝáõÃ³·ñÇã Ñ³í³ë³ñÙ³Ý
³ñÙ³ï:

ÜÏ³ï»Ýù, áñ »Ã» A Ù³ïñÇóÁ (n£n) Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇó ¾, ³å³ p(¸)-
Ý n-ñ¹ Ï³ñ·Ç µ³½Ù³Ý¹³Ù ¾: ºÝÃ³¹ñ»Ýù, áñ ¸1 ÃÇíÁ p(¸) µÝáõÃ³·ñÇã
Ñ³í³ë³ñÙ³Ý ³ñÙ³ï ¾: Ð³Ù³Ó³ÛÝ ´»½áõÇ Ã»áñ»ÙÇ p(¸) µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ
³é³Ýó ÙÝ³óáñ¹Ç µ³Å³ÝíáõÙ ¾ (¸¡¸1)³ñï³Ñ³ÛïáõÃÛ³Ý íñ³, ³ÛëÇÝùÝ`
p(¸) = (¸¡¸1)q(¸), áñï»Õ q(¸)-Ý (n¡1)-ñ¹ Ï³ñ·Ç µ³½Ù³Ý¹³Ù ¾: ºÃ»
¸1 ÃÇíÁ Ý³¨ q(¸) µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ ³ñÙ³ï ¾, ³å³ ÝáõÛÝ »Õ³Ý³Ïáí` p(¸) =
(¸¡¸1)

2r(¸): ²Ûëå»ë ß³ñáõÝ³Ï»Éáí ÏÑ³Ý·»Ýù Ñ»ï¨Û³É í»ñÉáõÍáõÃÛ³ÝÁ

p(¸) = (¸¡ ¸1)
k1s(¸);

áñï»Õ s(¸)-Ý (n ¡ k1)-ñ¹ Ï³ñ·Ç µ³½Ù³Ý¹³Ù ¾ ¨ s(¸1) 6= 0: Ø³ëÝ³-
íáñ³å»ë, »Ã» k1 = n, ³å³ ¨ s(¸) = 1: k1 ÃÇíÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý ¸1

ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇ Ñ³Ýñ³Ñ³ßí³Ï³Ý å³ïÇÏáõÃÛáõÝ: Ü³Ëáñ¹ ûñÇÝ³ÏáõÙ
¸ = 2; ¸ = 4 ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÝ áõÝ»ÇÝ Ù»Ï³Ï³Ý å³ïÇÏáõÃÛáõÝ:
²ÛëåÇëÇ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý å³ñ½ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñ:

¸ÇóáõùA-Ý (n£n) Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇó ¾, ¸ ÃÇíÁ Ýñ³ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÁ,
ÇëÏ x ¨ y-Á ¸ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ ë»÷³Ï³Ý í»Ï-
ïáñÝ»ñÁ: ²Û¹ ¹»åùáõÙ ax+ by í»ÏïáñÁ, ó³ÝÏ³ó³Í a ¨ b (a2 + b2 6= 0)
Ñ³ëï³ïáõÝÝ»ñÇ ¹»åùáõÙ, ÝáõÛÝå»ë ÏÉÇÝÇ ¸ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇÝ Ñ³Ù³-
å³ï³ëË³ÝáÕ ë»÷³Ï³Ý í»Ïïáñ , ù³ÝÇ áñ

A(ax+ by) = a¸x+ b¸y = ¸(ax+ by) :

¸ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ ë»÷³Ï³Ý í»ÏïáñÝ»ñÇ
µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ½ñáÛ³Ï³Ý í»ÏïáñÇ Ñ»ï Rn-Ç ·Í³ÛÇÝ »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ
¾, áñÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý ¸ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ ë»÷³Ï³Ý
»ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ: ê»÷³Ï³Ý »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ã³÷áÕ³Ï³ÝáõÃÛáõÝÝ
³Ýí³ÝáõÙ »Ý ¸ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇ »ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý å³ïÇÏáõÃÛáõÝ: ºñÏñ³-
ã³÷³Ï³Ý å³ïÇÏáõÃÛáõÝÁ óáõÛó ¾ ï³ÉÇë, Ã» ¸ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ ³Ù»-
Ý³ß³ïÁ ù³ÝÇ ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë ë»÷³Ï³Ý í»Ïïáñ Ï³ñáÕ ¾ áõÝ»Ý³É: ¸
ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇ »ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý å³ïÇÏáõÃÛáõÝÁ Ñ³í³ë³ñ ¾
rang(A¡ ¸E):

Â»áñ»Ù 39. ¸ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇ »ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý å³ïÇÏáõÃÛáõÝÁ
÷áùñ ¾ Ï³Ù Ñ³í³ë³ñ Ñ³Ýñ³Ñ³ßí³Ï³Ý å³ïÇÏáõÃÛáõÝÇó:
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úñÇÝ³Ï 94. ¶ïÝ»É Ñ»ï¨Û³É Ù³ïñÇóÇ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÁ ¨ ë»-
÷³Ï³Ý í»ÏïáñÝ»ñÁ

A =

0
@

3 1 0
0 1 0
4 2 1

1
A :

êï³óí³Í å³ï³ëË³ÝÝ û·ï³·áñÍ»É A100b ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ Ñ³ßí»Éáõ Ñ³-
Ù³ñ, »Ã» b = (2; 2; 8)T :

Î³½Ù»Ýù µÝáõÃ³·ñÇã Ñ³í³ë³ñáõÙÁ ¨ ·ïÝ»Ýù Ýñ³ ³ñÙ³ïÝ»ñÁ

det(A¡ ¸E) = ¡(¸¡ 1)2(¸¡ 3) = 0;

áñï»ÕÇó` ¸ = 1 ¨ ¸ = 3: ¸ = 1 ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇ Ñ³Ýñ³Ñ³ßí³Ï³Ý
å³ïÇÏáõÃÛáõÝÁ »ñÏáõë ¾, ÇëÏ ¸ = 3-ÇÝÁ` Ù»Ï:

¸Çóáõù ¸ = 1: ÈáõÍ»Ýù (A¡ E)x = o Ñ³Ù³Ï³ñ·Á

0
@

2 1 0
0 0 0
4 2 0

1
A

0
@

x1

x2

x3

1
A =

0
@

0
0
0

1
A :

ø³ÝÇ áñ rang(A ¡ E) = 1, ³å³ ÉáõÍáõÙÝ»ñÇ ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ
»ñÏáõ ã³÷³ÝÇ ¾, Ñ»ï¨³µ³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý »ñÏáõ ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë ë»-
÷³Ï³Ý í»ÏïáñÝ»ñ, áñáÝù Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáõÙ »Ý ¸ = 1 ë»÷³Ï³Ý
³ñÅ»ùÇÝ: ²ÛëÇÝùÝ` ¸ = 1 ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ áõÝÇ »ñÏáõ »ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý
å³ïÇÏáõÃÛáõÝ: ÐÇß»óÝ»Ýù, áñ ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë ë»÷³Ï³Ý í»ÏïáñÝ»ñÁ
Ï³½ÙáõÙ »Ý ÉáõÍáõÙÝ»ñÇ ýáõÝ¹³Ù»Ýï³É Ñ³Ù³ËáõÙµ: àñå»ë ·Íáñ»Ý ³Ý-
Ï³Ë ë»÷³Ï³Ý í»ÏïáñÝ»ñ Ï³ñ»ÉÇ ¾ í»ñóÝ»É

e1 =

0
@

¡1=2
1
0

1
A ; e2 =

0
@

0
0
1

1
A :

¸ = 3 ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇ ë»÷³Ï³Ý »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ Ù»Ï ã³÷³ÝÇ ¾`
Ýñ³ »ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý å³ïÇÏáõÃÛáõÝÁ Ñ³í³ë³ñ ¾ Ù»ÏÇ: Üñ³ ë»÷³Ï³Ý
»ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý µ³½ÇëÝ ¾

e3 =

0
@

1
0
2

1
A :
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²é³ç³ñÏáõÙ »Ýù ëïáõ·»É, áñ fe1; e2; e3g Ñ³Ù³ËáõÙµÁ ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë ¾,
Ñ»ï¨³µ³ñ ³ÛÝ R3 ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý µ³½Çë ¾, áñÇÝ å³ïÏ³ÝáõÙ ¾
b-Ý

b = e1 + 2e2 + 3e3 :

²ÛëåÇëáí`

A100b = A100e1 + 2A100e2 + 3A100e3 = e1 + 2e2 + 31003e3 =

=

0
@

¡1 + 3101

2
2 ¢ 3101 + 2

1
A : ²

Â»áñ»Ù 40. î³ñµ»ñ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ
ë»÷³Ï³Ý í»ÏïáñÝ»ñÁ ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë »Ý:

Ü³Ëáñ¹ ûñÇÝ³ÏáõÙ ÝÏ³ñ³·ñí³Í »Õ³Ý³ÏÁ áã ÙÇßï ¾ ÑÝ³ñ³íáñ
Çñ³Ï³Ý³óÝ»É:

úñÇÝ³Ï 95. Ð³ßí»É A100b ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ, »Ã»

A =

0
@

3 1 1
0 3 1
0 0 5

1
A ; b =

0
@

1
1
1

1
A :

A Ù³ïñÇóÇ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÝ »Ý ¸ = 1 ¨ ¸ = 3: ¸ = 3
ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÁ áõÝÇ »ñÏáõ Ñ³Ýñ³Ñ³ßí³Ï³Ý å³ïÇÏáõÃÛáõÝ, ë³Ï³ÛÝ
Ýñ³ ë»÷³Ï³Ý »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ Ù»Ï ã³÷³ÝÇ ¾: Ð»ï¨³µ³ñ ³Ûë ¹»å-
ùáõÙ ë»÷³Ï³Ý í»ÏïáñÝ»ñÇó Ï³½Ùí³Í µ³½ÇëR3 ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ ÑÝ³-
ñ³íáñ ã¾ Ï³éáõó»É, áñÇ ³ñ¹ÛáõÝùáõÙ b 2 R3 í»ÏïáñÁ ãÇ Ý»ñÏ³Û³óíáõÙ
ë»÷³Ï³Ý í»ÏïáñÝ»ñÇ ·Í³ÛÇÝ ÏáÙµÇÝ³óÇ³Ûáí ¨, áõñ»ÙÝ, Ý³Ëáñ¹ ûñÇ-
Ý³ÏáõÙ ÝÏ³ñ³·ñí³Í »Õ³Ý³ÏÁ ÏÇñ³é»É ÑÝ³ñ³íáñ ã¾: ²ÛëåÇëáí, ÝÏ³-
ñ³·ñí³Í »Õ³Ý³ÏÁ ÑÝ³ñ³íáñ ¾ ÏÇñ³é»É ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñµ µáÉáñ
ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÇ Ñ³Ýñ³Ñ³ßí³Ï³Ý ¨ »ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý å³ïÇÏáõÃ-
ÛáõÝÝ»ñÁ Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ »Ý:²

àñáß Ù³ïñÇóÝ»ñÇ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÁ ³é³ÝÓÝ³å»ë Ñ»ßï ¾ Ñ³ß-
í»É` ³ÝÏ³Ë Ù³ïñÇóÇ Ï³ñ·Çó:

Â»áñ»Ù 41. ºÃ» A-Ý (n£ n) Ï³ñ·Ç »é³ÝÏÛáõÝ³Ó¨ Ù³ïñÇó ¾, ³å³
·ÉË³íáñ ³ÝÏÛáõÝ³·ÍÇ ï³ññ»ñÁ Ýñ³ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÝ »Ý:
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úñÇÝ³Ï 96. ¶ïÝ»É Ñ»ï¨Û³É Ù³ïñÇóÇ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÁ

A =

0
BBB@

¡1 0 0 0 0
0 2 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 ¡4 0
0 0 0 0 3

1
CCCA :

A Ù³ïñÇóÇ µÝáõÃ³·ñÇã Ñ³í³ë³ñáõÙÝ ¾

p(¸) = (¡1¡ ¸)(2¡ ¸)¸(¡4¡ ¸)(3¡ ¸);

áñï»ÕÇó` ¸ = ¡1; 2; 0;¡4; 3 : ²
úñÇÝ³Ï 97. ¶ïÝ»É Ñ»ï¨Û³É Ù³ïñÇóÇ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÁ

A =

0
@

2 0 0
¡1 1 0
5 3 ¡3

1
A :

¸ = 2; 1;¡3 :²
Â»áñ»Ù 42. (Î»ÉÇ-Ð³ÙÇÉïáÝ) ¸Çóáõù A-Ý (n£ n) Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇó ¾ ¨

p(¸) = 0 Ñ³í³ë³ñáõÙÁ Ýñ³ µÝáõÃ³·ñÇã Ñ³í³ë³ñáõÙÝ ¾: ²Û¹ ¹»åùáõÙ
p(A) = O:

úñÇÝ³Ï 98. ¸Çóáõù

A =

µ
3 6
1 2

¶
:

A Ù³ïñÇóÇ µÝáõÃ³·ñÇã Ñ³í³ë³ñáõÙÝ ¾

det(A¡ ¸E) = ¸2 ¡ 5¸ = 0 :

Ð³ßí»Ýù

A2 ¡ 5A =

µ
3 6
1 2

¶2

¡ 5

µ
3 6
1 2

¶
=

µ
0 0
0 0

¶
: ²
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Î»ÉÇ-Ð³ÙÇÉïáÝÇ Ã»áñ»ÙÁ ÑÝ³ñ³íáñáõÃÛáõÝ ¾ ï³ÉÇëA Ù³ïñÇóÇ Ak

³ëï×³ÝÝ»ñÝ ³ñï³Ñ³Ûï»É ³í»ÉÇ ó³Íñ Ï³ñ·Ç ³ëïÇ×³ÝÝ»ñáí, áñï»Õ
k > n,:

úñÇÝ³Ï 99. ¸Çóáõù A-Ý (2£ 2) Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇó ¾ ¨

c0 + c1¸+ ¸2 = 0

Ýñ³ µÝáõÃ³·ñÇã Ñ³í³ë³ñáõÙÝ ¾: Ð³Ù³Ó³ÛÝ Î»ÉÇ-Ð³ÙÇÉïáÝÇ Ã»áñ»ÙÇ

c0E + c1A+A2 = 0;

áñï»ÕÇó
A2 = ¡c1A¡ c0E :

²Ûë Ñ³í³ë³ñÙ³Ý »ñÏáõ ÏáÕÙÁ µ³½Ù³å³ïÏ»Ýù A-áí

A3 = ¡c1A
2 ¡ c0A :

Þ³ñáõÝ³Ï»Éáí`
A4 = ¡c1A

3 ¡ c0A
2

¨ ³ÛÉÝ:
¸Çóáõù

A =

µ
3 6
1 2

¶
:

A Ù³ïñÇóÇ µÝáõÃ³·ñÇã Ñ³í³ë³ñáõÙÝ ¾ ¸2 ¡ 5¸ = 0: Ð»ï¨³µ³ñ A2 ¡
5A = 0 ¨ A3 = 5A2: ²ÛëåÇëáí

A2 =

µ
15 30
5 10

¶
; A3 =

µ
75 150
25 50

¶
:

Î³ñ»ÉÇ ¾ ³Ûëå»ë ß³ñáõÝ³Ï»É ¨ Ñ³ßí»É ³í»ÉÇ µ³ñÓñ Ï³ñ·Ç ³ëïÇ×³Ý-
Ý»ñÁ: ²

ê³ÑÙ³ÝáõÙ 23. A Ù³ïñÇóÇ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ
³Ýí³ÝáõÙ »Ý A Ù³ïñÇóÇ ëå»Ïïáñ ¨ Ýß³Ý³ÏáõÙ »Ý ¸(A)-áí:

½(A) = maxfj¸j : ¸ 2 ¸(A)g
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ÃÇíÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý A Ù³ïñÇóÇ ëå»Ïïáñ³ÛÇÝ ß³é³íÇÕ:

223. ¶ïÝ»É Ñ»ï¨Û³É Ù³ïñÇóÝ»ñÇ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÁ ¨ ë»÷³Ï³Ý
»ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ µ³½ÇëÝ»ñÁ

³)

µ
3 0
8 ¡1

¶
, µ)

µ
10 ¡9
4 ¡2

¶
, ·)

µ
0 3
4 0

¶
,

¹)

µ
¡2 ¡7
1 2

¶
, »)

µ
0 0
0 0

¶
, ½)

µ
1 0
0 1

¶
:

224. ¶ïÝ»É Ñ»ï¨Û³É Ù³ïñÇóÝ»ñÇ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÁ ¨ ë»÷³Ï³Ý
»ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ µ³½ÇëÝ»ñÁ

³)

0
@

4 0 1
¡2 1 0
¡2 0 1

1
A, µ)

0
@

3 0 ¡5
1
5 ¡1 0
1 1 ¡2

1
A, ·)

0
@

¡2 0 1
¡6 ¡2 0
19 5 ¡4

1
A,

¹)

0
@

¡1 0 1
¡1 3 0
¡4 13 ¡1

1
A, »)

0
@

5 0 1
1 1 0
¡7 1 0

1
A, ½)

0
@

5 6 2
0 ¡1 ¡8
1 0 ¡2

1
A:

225. ¶ïÝ»É Ñ»ï¨Û³É Ù³ïñÇóÝ»ñÇ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÁ ¨ ë»÷³Ï³Ý
»ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ µ³½ÇëÝ»ñÁ

³)

0
B@

0 0 2 0
1 0 1 0
0 1 ¡2 0
0 0 0 1

1
CA, µ)

0
B@

10 ¡9 0 0
4 ¡2 0 0
0 0 ¡2 ¡7
0 0 1 2

1
CA:

226. òáõÛó ï³É, áñ ¸ = 0-Ý A-Ç ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ù ¾, ³ÛÝ ¨ ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ
¹»åùáõÙ, »ñµ A-Ý Ñ³Ï³¹³ñÓ»ÉÇ ã¾:
227. òáõÛó ï³É, áñ (2 £ 2) Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇóÇ µÝáõÃ³·ñÇã Ñ³í³ë³ñáõÙÝ
áõÝÇ Ñ»ï¨Û³É ï»ëùÁ

¸2 ¡ Tr(A)¸+ det(A) = 0 :

228. òáõÛó ï³É, áñ »é³ÝÏÛáõÝ³Ó¨ Ù³ïñÇóÇ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÁ ·ÉË³-
íáñ ³ÝÏÛáõÝ³·ÍÇ íñ³ ·ïÝíáÕ ï³ññ»ñÝ »Ý:
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229. òáõÛó ï³É, áñ »Ã» ¸-Ý A-Ç ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ ¾, ³å³ ¸2-Ý A2

Ù³ïñÇóÇ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ ¾: ºí ÁÝ¹Ñ³Ýñ³å»ë` ¸n-Á An-Ç ë»÷³Ï³Ý
³ñÅ»ùÝ ¾ ó³ÝÏ³ó³Í µÝ³Ï³Ý n-Ç Ñ³Ù³ñ:
230. Ð³ßí»É A10b ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ, »Ã»

³) A =

0
@

0 3 ¡3
2 2 ¡2
¡4 ¡1 1

1
A ; b =

0
@

1
1
2

1
A,

µ) A =

0
@

4 ¡1 1
2 1 1
2 ¡1 3

1
A ; b =

0
@

1
1
1

1
A:

231. Ð³ßí»É Anb ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ ó³ÝÏ³ó³Í µÝ³Ï³Ý n-Ç Ñ³Ù³ñ, »Ã»

³) A =

0
@

1 1 1
1 1 1
1 1 1

1
A ; b =

0
@

3
1
1

1
A,

µ) A =

0
@

2 1 ¡1
1 2 1
1 1 0

1
A ; b =

0
@

3
1
1

1
A:

232. êïáõ·»É Î»ÉÇ-Ð³ÙÇÉïáÝÇ Ã»áñ»ÙÁ

A =

0
@

0 1 0
0 0 1
1 ¡3 ¡3

1
A

Ù³ïñÇóÇ Ñ³Ù³ñ:
233. ú·ïí»Éáí Î»ÉÇ-Ð³ÙÇÉïáÝÇ Ã»áñ»ÙÇó Ñ³ßí»É

A =

µ
3 6
1 2

¶

Ù³ïñÇóÇ A2; A3; A4; A5 ³ëïÇ×³ÝÝ»ñÁ:
234. ú·ïí»Éáí Î»ÉÇ-Ð³ÙÇÉïáÝÇ Ã»áñ»ÙÇó Ñ³ßí»É

A =

0
@

0 1 0
0 0 1
1 ¡3 3

1
A
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Ù³ïñÇóÇ A3; A4 ³ëïÇ×³ÝÝ»ñÁ:
235. ¸Çóáõù ¸1; ¢ ¢ ¢ ; ¸n Ãí»ñÁ (n£ n) Ï³ñ·Ç A Ù³ïñÇóÇ Çñ³ñÇó ï³ñ-
µ»ñ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÝ »Ý: ²å³óáõó»É, áñ

det(A) = ¸1¸2 ¢ ¢ ¢¸n;

T r(A) = ¸1 + ¢ ¢ ¢+ ¸n :

236.àñá±Ýù »Ý ÇÝùÝ³ÝÙ³Ý Ù³ïñÇóÝ»ñÇ ÑÝ³ñ³íáñ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»-
ñÁ:
237. àñá±Ýù »Ý ÇÝùÝ³ã»½áù³óÝáÕ Ù³ïñÇóÝ»ñÇ ÑÝ³ñ³íáñ ë»÷³Ï³Ý
³ñÅ»ùÝ»ñÁ:
238. ¸Çóáõù A 2 Mn;n, det(A) 6= 0 ¨ ¸i Ãí»ñÁ A Ù³ïñÇóÇ ë»÷³Ï³Ý
³ñÅ»ùÝ»ñÝ »Ý: ²å³óáõó»É, áñ ¸¡1

i -Á A
¡1 Ù³ïñÇóÇ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ù-

Ý»ñÝ »Ý: Æ±Ýã Ï³ñ»ÉÇ ¾ ³ë»É ë»÷³Ï³Ý í»ÏïáñÝ»ñÇ Ù³ëÇÝ: 239. ¸Çóáõù
¸i Ãí»ñÁ A 2 Mn;n Ù³ïñÇóÇ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÝ »Ý: ²å³óáõó»É, áñ
¸k
i Ãí»ñÁ A

k Ù³ïñÇóÇ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÝ »Ý:
240. òáõÛó ï³É, áñ A ¨ AT Ù³ïñÇóÝ»ñÝ áõÝ»Ý ÝáõÛÝ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ù-
Ý»ñÁ: Æ±Ýã Ï³ñ»ÉÇ ¾ ³ë»É ë»÷³Ï³Ý í»ÏïáñÝ»ñÇ Ù³ëÇÝ:

MATHEMATICA-Æ ¶ð²¸²ð²Ü

¸Çï³ñÏ»Ýù Ñ»ï¨Û³É Ù³ïñÇóÁ

In[1]:= A = J2 1
3 −1N

Out[1]= 882, 1<, 83, −1<<
Î³½Ù»Ýù Ýñ³ µÝáõÃ³·ñÇã µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ, áñï»Õ ¸-Ý ³ÝÏ³Ë ÷á÷á-

Ë³Ï³Ý ¾

In[2]:= p@λ_D = CharacteristicPolynomial@A, λD

Out[2]= −5 − λ + λ
2
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¶ïÝ»Ýù µÝáõÃ³·ñÇã µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ ³ñÙ³ïÝ»ñÁ, áñáÝù ¾É ÏÉÇÝ»Ý A
Ù³ïñÇóÇ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÁ

In[3]:= Roots@p@λD � 0, λD

Out[3]= λ �
1

2
I1−

è!!!!!!!
21 M »» λ �

1

2
I1 +

è!!!!!!!
21 M

Ø³ïñÇóÇ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÁ Ñ³ßí»Ýù ÙÇ³Ý·³ÙÇó

In[4]:= 8λ1, λ2< = Eigenvalues@AD

Out[4]= 9 1

2
I1+

è!!!!!!!
21 M, 1

2
I1 −

è!!!!!!!
21 M=

¶ïÝ»Ýù Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ ë»-
÷³Ï³Ý í»ÏïáñÝ»ñÁ

In[5]:= 8u, v< = Eigenvectors@AD

Out[5]= 99 1
3

+
1

6
I1+

è!!!!!!!
21 M, 1=, 9 1

3
+
1

6
I1−

è!!!!!!!
21 M, 1==

ê»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÁ ¨ ë»÷³Ï³Ý í»ÏïáñÝ»ñÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ ·ïÝ»É
ÙÇ³Ý·³ÙÇó` Ù»Ï Ññ³Ù³ÝÇ û·ÝáõÃÛ³Ùµ

In[6]:= Eigensystem@AD

Out[6]= 99 1
2

I1+
è!!!!!!!
21 M, 1

2
I1 −

è!!!!!!!
21 M=,

99 1
3

+
1

6
I1+

è!!!!!!!
21 M, 1=, 9 1

3
+
1

6
I1−

è!!!!!!!
21 M, 1===

êÏ½µáõÙ ·ñí³Í »Ý ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÁ, ³ÛÝáõÑ»ï¨, Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ
ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ ë»÷³Ï³Ý í»ÏïáñÝ»ñÁ: êïáõ-
·»Ýù, áñ Au = ¸1u ¨ Av = ¸2v
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In[7]:= Expand@8A.u− λ1 u, A.v − λ2 v<D
Out[7]= 880, 0<, 80, 0<<

¸Çï³ñÏ»Ýù Ñ»ï¨Û³É Ù³ïñÇóÁ

In[8]:= F = {{0.4, 0.6}, {0.525, 0.475}}

Out[8]= 880.4, 0.6<, 80.525 , 0.475 <<

¨ Ñ³ßí»Ýù Ýñ³ »ññáñ¹ ³ëïÇ×³ÝÁ

In[9]:= MatrixPower[F, 3]

Out[9]= 880.465625 , 0.534375 <, 80.467578 , 0.532422 <<

ÜáõÛÝÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ ëï³Ý³É ³ÛÉ »Õ³Ý³Ïáí

In[10]:= F . F . F

Out[10]= 880.465625 , 0.534375 <, 80.467578 , 0.532422 <<

MatrixPower[F ] Ññ³Ù³ÝÁ ³í»ÉÇ ³ñ¹ÛáõÝ³í»ï ¾ ³ßË³ïáõÙ
Ñ³ïÏ³å»ë µ³ñÓñ Ï³ñ·Ç ³ëïÇ×³ÝÝ»ñÁ Ñ³ßí»ÉÇë, ù³Ý Ù³ïñÇó³ÛÇÝ
³ñï³¹ñÛ³ÉÝ»ñ Ñ³ßí»Éáõ »Õ³Ý³ÏÁ: Ð³ßí»Ýù, ûñÇÝ³Ï, ïñí³Í Ù³ïñÇóÇ
ÙÇÉÇáÝ»ñáñ¹ ³ëïÇ×³ÝÁ

In[11]:= MatrixPower@F, 106D
Out[11]= 880.466667 , 0.533333 <, 80.466667 , 0.533333 <<
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ÎÆð²èàôÂÚàôÜ

Ø²ðÎàìÚ²Ü äðàòºêÜºð

ì»ñ³¹³éÝ³Ýù ûñÇÝ³Ï 92-ÇÝ ¨ ³ÛÝ áõëáõÙÝ³ëÇñ»Ýù Ñ³í³Ý³Ï³-
Ý³ÛÇÝ ï»ë³ÝÏÛáõÝÇó: Î³ñ»ÉÇ ¾ ³ë»É, áñ êÇë ù³Õ³ùáõÙ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ
Ã»ñÃ Ï³ñ¹³óáÕ Ï³ñáÕ ¾ ·ïÝí»É ÙÇ³ÛÝ »ñÏáõ ï³ñµ»ñ íÇ×³ÏÝ»ñáõÙ`
1 íÇ×³ÏáõÙ, »Ã» Ý³ Ï³ñ¹áõÙ ¾ ”Èáõñ»ñ” ¨ 2 íÇ×³ÏáõÙ, »Ã» Ï³ñ¹áõÙ ¾
”²½¹”: ²ë»Éáí, áñ ”Èáõñ»ñ” Ï³ñ¹³óáÕÝ»ñÇ 10%-Á Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ï³ñÇ
ëÏëáõÙ ¾ Ï³ñ¹³É ”²½¹” Ýß³Ý³ÏáõÙ ¾, áñ 1 íÇ×³ÏÇó 2 íÇ×³ÏÇÝ ³ÝóÝ»Éáõ
Ñ³í³Ý³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ 0.1 ¾, áñÁ P Ù³ïñÇóáõÙ p21 ï³ññÝ ¾: ÀÝ¹Ñ³Ýñ³-
å»ë, pij ï³ññÁ óáõÛó ¾ ï³ÉÇë j íÇ×³ÏÇó i íÇ×³ÏÇÝ ³ÝóÝ»Éáõ Ñ³í³Ý³-
Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ: ÆÝãå»ë ·Çï»Ýù, P Ù³ïñÇóÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý Ñ³í³Ý³Ï³Ý³ÛÇÝ
Ï³Ù ëïáË³ëïÇÏ Ù³ïñÇó: ²ÛÝ åñáó»ëÝ»ñÁ, áñáÝó Ñ³í³Ý³Ï³Ý³ÛÇÝ
Ù³ïñÇóÇ ï³ññ»ñÁ Å³Ù³Ý³ÏÇ ÁÝÃ³óùáõÙ ã»Ý ÷á÷áËíáõÙ, ³Ýí³ÝáõÙ
»Ý Ø³ñÏáíÛ³Ý åñáó»ëÝ»ñ:

Ø³ñÏáíÛ³Ý åñáó»ëÝ»ñáõÙ Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç íÇ×³ÏÁ ÝÏ³ñ³·ñíáõÙ ¾ n
ã³÷³ÝÇ í»Ïïáñáí, áñÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý Ñ³í³Ý³Ï³Ý³ÛÇÝ í»Ïïáñ: ºÃ» Ñ³-
í³Ý³Ï³Ý³ÛÇÝ í»ÏïáñÁ Ýß³Ý³Ï»Ýù vn-áí, ³å³

v1 = Pv0; v2 = Pv1 = P 2v0; ¢ ¢ ¢ ; vn = Pnv0 :

v0; v1; ¢ ¢ ¢ ; vn Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý Ø³ñÏáíÛ³Ý ßÕÃ³:
Â»áñ»Ù 43. ºÃ» pij > 0; ³å³ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ÙÇ³Ï x Ñ³í³Ý³Ï³-

Ý³ÛÇÝ í»Ïïáñ, áñÇ Ñ³Ù³ñ Pv = v: ºÃ» v0-Ý ó³ÝÏ³ó³Í Ñ³í³Ý³Ï³Ý³-
ÛÇÝ í»Ïïáñ ¾, ³å³

lim
n!1

Pnv0 = v :

v-Ý ³Ýí³ÝáõÙ »Ý Ñ³í³ë³ñ³ÏßéáõÃÛ³Ý í»Ïïáñ:
úñÇÝ³Ï 100. ì³ñÓáí Ù»ù»Ý³Ý»ñ ïñ³Ù³¹ñáÕ ýÇñÙ³Ý áõÝÇ »ñ»ù

·ñ³ë»ÝÛ³ÏÝ»ñ A; B; C ù³Õ³ùÝ»ñáõÙ: ²ÕÛáõë³ÏáõÙ Ý»ñÏ³Û³óí³Í »Ý
ïíÛ³ÉÝ»ñ, Ã» ÇÝãåÇëÇ Ñ³í³Ý³Ï³ÝáõÃÛ³Ùµ ÙÇ ù³Õ³ùáõÙ í³ñÓí³Í ³í-
ïáÙ»ù»Ý³Ý ÏÑ³ÛïÝíÇ ÙÛáõë »ñÏáõ ù³Õ³ùÝ»ñáõÙ Ï³Ù ÏÙÝ³ ÝáõÛÝ ù³Õ³-
ùáõÙ: ºÝÃ³¹ñíáõÙ ¾, áñ ýÇñÙ³Ý Ù»ù»Ý³Ý»ñÇ ï»Õ³÷áËÙ³Ùµ ãÇ ½µ³Õ-
íáõÙ ¨ ûñí³ í»ñçáõÙ Ù»ù»Ý³Ý»ñÁ Ñ³Ý·ñí³ÝáõÙ »Ý A;B;C ù³Õ³ùÝ»ñÇó
áñ¨¾ Ù»ÏáõÙ:
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í»ñ³¹³ñÓ»É »Ý

í³ñÓí³Í »Ý A B C
A 0:7 0:1 0:2
B 0:2 0:6 0:2
C 0:5 0:3 0:2

ä³Ñ³ÝçíáõÙ ¾ å³ñ½»É Ù»ù»Ý³Ý»ñÇ ï»Õ³µ³ßËáõÙÝ ûñ»ñ ³Ýó: Ð³í³-
Ý³Ï³Ý³ÛÇÝ í»ÏïáñÁ Ýß³Ý³Ï»Ýù vn-áí, áñÁ óáõÛó ¾ ï³ÉÇë, Ã» n ûñ ³Ýó
ÇÝãåÇëÇÝ ¾ Ù»ù»Ý³Ý»ñÇ ï»Õ³µ³ßËáõÙÁ: ºÝÃ³¹ñ»Ýù ëÏ½µáõÙ A;B;C
ù³Õ³ùÝ»ñáõÙ Ù»ù»Ý³Ý»ñÇ ù³Ý³ÏÁ »Õ»É ¾ Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ
a0; b0; c0, ÇëÏ n ûñ ³Ýó` an; bn; cn: ²ÛëÇÝùÝ

vn =

0
@

an
bn
cn

1
A :

²é³çÇÝ ûñí³ í»ñçáõÙ

a1 = 0:7a0 + 0:2b0 + 0:5c0;

b1 = 0:1a0 + 0:6b0 + 0:3c0;

c1 = 0:2a0 + 0:2b0 + 0:2c0 :

Ð³í³Ý³Ï³Ý³ÛÇÝ Ù³ïñÇóÝ ¾

P =

0
@

0:7 0:2 0:5
0:1 0:6 0:3
0:2 0:2 0:2

1
A :

ÀÝ¹Ñ³Ýñ³å»ë vn = Pvn¡1 : ²

²Ü¸ð²¸²ðÒ ´²Ü²Òºìºð

k-ñ¹ Ï³ñ·Ç ó³ÝÏ³ó³Í ·Í³ÛÇÝ ³Ý¹ñ³¹³ñÓ ³éÝãáõÃÛáõÝ áõÝÇ Ñ»ï¨-
Û³É ï»ëùÁ

f(n+ 1) = anf(n) + an¡1f(n¡ 1) + ¢ ¢ ¢+ an¡kf(n¡ k) + b : (25)
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ºÃ» b = 0, ³å³

f(n+ 1) = anf(n) + an¡1f(n¡ 1) + ¢ ¢ ¢+ an¡kf(n¡ k); (26)

³Ý¹ñ³¹³ñÓ ³éÝãáõÃÛáõÝÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý Ñ³Ù³ë»é:
úñÇÝ³Ï 101. ¸Çï³ñÏ»Ýù üÇµáÝ³ãÇÇ ³Ý¹ñ³¹³ñÓ ³éÝãáõÃÛáõÝÁ

f(n+ 1) = f(n) + f(n¡ 1); f(0) = 1; f(1) = 1;

áñÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ ·ñ»É Ý³¨ Ù³ïñÇó³ÛÇÝ ï»ëùáí

µ
f(n+ 1)
f(n)

¶
=

µ
1 1
1 0

¶µ
f(n)

f(n¡ 1)

¶
=

µ
1 1
1 0

¶2 µ
f(n¡ 1)
f(n¡ 2)

¶
=

=

µ
1 1
1 0

¶n µ
f(1)
f(0)

¶
=

=

µ
1+

p
5

2
1¡

p
5

2
1 1

¶Ã
1+

p
5

2
0

0 1¡
p
5

2

!n Ã 1p
5

¡1¡
p
5

2

¡ 1p
5

1+
p
5

2

!µ
f(1)
f(0)

¶
:

ºñÏñáñ¹ ïáÕÇó Ïëï³Ý³Ýù

f(n) =
1p
5

"Ã
1 +

p
5

2

!n

¡
Ã
1¡

p
5

2

!n#
: ²

V -áí Ýß³Ý³Ï»Ýù ³ÛÝ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ, áñáÝù
µÝ³Ï³Ý Ãí»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ ³ñï³å³ïÏ»ñáõÙ »Ý Çñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ µ³½-
ÙáõÃÛ³ÝÁ: S-áí Ýß³Ý³Ï»Ýù (26) Ñ³Ù³ë»é ³éÝãáõÃÛ³Ý ÉáõÍáõÙÝ»ñÇ µ³½-
ÙáõÃÛáõÝÁ: ä³ñ½ ¾, áñ S ½ V ¨ S-Á ¹³ï³ñÏ ã¾, ù³ÝÇ áñ f ´ 0 ýáõÝÏ-
óÇ³Ý (26)-Ç ÉáõÍáõÙ ¾: ¸Çóáõù f 2 S: ¸Çï³ñÏ»Ýù

f 7¡!
T

0
BB@

f(0)
f(1)
...

f(k)

1
CCA

·Í³ÛÇÝ ³ñï³å³ïÏ»ñáõÙÁ: ø³ÝÇ áñ (26) ³éÝãáõÃÛ³Ý ÉáõÍáõÙÁ ÙÇ³ñ-
Å»ùáñ»Ý áñáßíáõÙ ¾ f(0); ¢ ¢ ¢ ; f(k) ³ñÅ»ùÝ»ñáí, ³å³ T ûå»ñ³ïáñÝ
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Çñ³Ï³Ý³óÝáõÙ ¾ ÷áËÙÇ³ñÅ»ù ³ñï³å³ïÏ»ñáõÙ` T : S ! Rk+1 ¨
áõñ»ÙÝ` dimS = k+ 1: ê³ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¾, áñ (26)-Ç ÉáõÍáõÙÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃ-
ÛáõÝÁ ÝÏ³ñ³·ñ»Éáõ Ñ³Ù³ñ å»ïù ¾ ·ïÝ»É S ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý µ³½ÇëÁ: ²Û¹
Ýå³ï³Ïáí (26)-Á ·ñ»Ýù Ù³ïñÇó³ÛÇÝ ï»ëùáí

0
BBBBBB@

an an¡1 an¡2 ¢ ¢ ¢ an¡k+1 an¡k

1 0 0 ¢ ¢ ¢ 0 0
0 1 0
0 0 1
...

...
. . .

...
0 0 0 ¢ ¢ ¢ 1 0

1
CCCCCCA

0
BB@

f(n)
f(n¡ 1)

...
f(n¡ k)

1
CCA =

=

0
BB@

f(n+ 1)
f(n)
...

f(n¡ k + 1)

1
CCA :

êï³óí³Í Ù³ïñÇóÇ µÝáõÃ³·ñÇã Ñ³í³ë³ñáõÙÝ ¾

¸k+1 + an¸
k + an¡1¸

k¡1 + ¢ ¢ ¢+ an¡k = 0 :

ê³ÑÙ³Ý³÷³Ïí»Ýù ³ÛÝ ¹»åùÇ ùÝÝ³ñÏÙ³Ùµ, »ñµ µÝáõÃ³·ñÇã µ³½-
Ù³Ý¹³ÙÝ áõÝÇ ÙÇ³ÛÝ å³ñ½ Çñ³Ï³Ý ³ñÙ³ïÝ»ñ` ¸1; ¢ ¢ ¢ ; ¸k+1: ¸Çï³ñ-
Ï»Ýù ¸n

j ; j = 1; ¢ ¢ ¢ ; k + 1 ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ: Î³ñ»ÉÇ ¾ óáõÛó ï³É, áñ ¸n
j

ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ (26)-Ç ÉáõÍáõÙ »Ý: ²í»ÉÇÝ` f¸n
1 ; ¢ ¢ ¢ ; ¸n

k+1g Ñ³Ù³ËáõÙµÁ
·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë ¾: àõñ»ÙÝ, (26) Ñ³í³ë³ñÙ³Ý ó³ÝÏ³ó³Í ÉáõÍáõÙ Ï³ñ»ÉÇ
¾ Ý»Ï³Û³óÝ»É Ñ»ï¨Û³É ï»ëùáí

f(n) = c1¸
n
1 + c2¸

n
2 + ¢ ¢ ¢+ ck+1¸

n
k+1 :

c1; ¢ ¢ ¢ ; ck+1 Ñ³ëï³ïáõÝÝ»ñÁ Ï·ïÝí»Ý f(0); ¢ ¢ ¢ ; f(k) ïíÛ³ÉÝ»ñÇó:
úñÇÝ³Ï 102. ÎñÏÇÝ ¹Çï³ñÏ»Ýù üÇµáÝ³ãÇÇ ³Ý¹ñ³¹³ñÓ ³éÝãáõÃ-

ÛáõÝÁ
f(n+ 1) = f(n) + f(n¡ 1); f(0) = 1; f(1) = 1;

áñÁ ·ñ»Ýù Ù³ïñÇó³ÛÇÝ ï»ëùáí
µ
f(n+ 1)
f(n)

¶
=

µ
1 1
1 0

¶µ
f(n)

f(n¡ 1)

¶
:
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êï³óí³Í Ù³ïñÇóÇ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÝ »Ý

¸1 =
1 +

p
5

2
; ¸2 =

1¡
p
5

2
:

²Ûëï»ÕÇó

f(n) = c1

Ã
1 +

p
5

2

!n

+ c2

Ã
1¡

p
5

2

!n

:

c1; c2 Ñ³ëï³ïáõÝÝ»ñÁ ·ïÝ»Éáõ Ñ³Ù³ñ û·ïí»Ýù f(0) = f(1) = 1
å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇó, áñï»ÕÇó

c1 =
1p
5
; c2 = ¡ 1p

5
: ²

¸Çï³ñÏ»Ýù ³ÝÑ³Ù³ë»é ³éÝãáõÃÛáõÝ
úñÇÝ³Ï 103.

f(n+ 1) = 2f(n) + 1; f(1) = 1 :

Ü³Ë áõëáõÙÝ³ëÇñ»Ýù Ñ³Ù³ë»éÁ

0 = ¡f(n) + 2f(n¡ 1) :

ì³ñí»Éáí ÇÝãå»ë Ý³Ëáñ¹ ûñÇÝ³ÏáõÙ

f(n) = c12
n :

¶ïÝ»Ýù ³ÝÑ³Ù³ë»é ³éÝãáõÃÛ³Ý áñ¨¾ Ù³ëÝ³ÏÇ ÉáõÍáõÙ

f(n) = ¡1;

áñï»ÕÇó Ñ³Ù³ë»éÇ ó³ÝÏ³ó³Í ÉáõÍáõÙ áõÝÇ Ñ»ï¨Û³É ï»ëùÁ

f(n) = c12
n ¡ 1 :

ú·ïí»Éáí f(1) = 1 å³ÛÙ³ÝÇó, Ïëï³Ý³Ýù c1 = 1 ¨ f(n) = 2n¡1 :
²
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241. Ð»ï¨Û³É í³ñÅáõÃÛáõÝÝ»ñÁ í»ñ³µ»ñáõÙ »Ý ûñÇÝ³Ï 100-ÇÝ
³) ºÝÃ³¹ñ»Ýù »ñÏáõß³µÃÇ ³é³íáïÛ³Ý A;B;C ù³Õ³ùÝ»ñáõÙ »Õ»É

»Ý Ñ³í³ë³ñ ù³Ý³ÏáõÃÛ³Ùµ ³íïáÙ»ù»Ý³Ý»ñ: ÆÝãåÇëÇ±Ý ÏÉÇÝÇ Ù»ù»Ý³-
Ý»ñÇ ï»Õ³µ³ßËáõÙÁ »ñ»ùß³µÃÇ, ãáñ»ùß³µÃÇ:

µ) ¶ïÝ»É P Ñ³í³Ý³Ï³Ý³ÛÇÝ Ù³ïñÇóÇ ë»÷³Ï³Ý í»ÏïáñÝ»ñÁ ¨
å³ï³ëË³ÝÁ û·ï³·áñÍ»É ·ïÝ»Éáõ Ñ³Ù³ñ Ù»ù»Ý³Ý»ñÇ ï»Õ³µ³ßËáõÙÁ
»ñÏáõ ß³µ³Ã ³Ýó:

·) ÆÝãåÇëÇ±Ý ¾ Ù»ù»Ý³Ý»ñÇ ï»Õ³µ³ßËáõÙÁ Ñ³í³ë³ñ³ÏßéáõÃÛ³Ý
íÇ×³ÏáõÙ:

¹) ²é³Ýó û·ïí»Éáõ Ã»áñ»Ù 43-Çó óáõÛó ï³É, áñ Ñ³Ù³Ï³ñ·Á ÙÇßï
Ï·³ ÝáõÛÝ Ñ³í³ë³ñ³ÏßéáõÃÛ³Ý íÇ×³ÏÇÝ` ³ÝÏ³Ë ëÏ½µÝ³Ï³Ý íÇ×³ÏÇó:
242. ¶ïÝ»É Ñ»ï¨Û³É Ù³ïñÇóÝ»ñÇ Ñ³í³ë³ñ³ÏßéáõÃÛ³Ý í»ÏïáñÝ»ñÁ `

³)

µ
0:3 0:5
0:7 0:5

¶
, µ)

µ
0:6 0:1
0:4 0:9

¶
,

·)

0
@

0:1 0:3 0:2
0:4 0:7 0:1
0:5 0 0:7

1
A, ¹)

0
@

0:2 0:8 0:2
0:4 0:1 0:2
0:4 0:1 0:6

1
A:

243. òáõÛó ï³É, áñ ó³ÝÏ³ó³Í (2£ 2) Ï³ñ·Ç P Ñ³í³Ý³Ï³Ý³ÛÇÝ Ù³ï-
ñÇóÇ Ñ³Ù³ñ x = (1;¡1)T -Ý ë»÷³Ï³Ý í»Ïïáñ ¾: ²å³óáõó»É Ã»áñ»Ù
43-Á 2£ 2 Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇóÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñ:
244. ¸Çóáõù Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç Ñ³í³Ý³Ï³Ý³ÛÇÝ Ù³ïñÇóÝ ¾

P =

µ
0:3 0:5
0:7 0:5

¶

¨ v0 = (1; 0)T : Ð³ßí»É Pnv0 í»ÏïáñÝ»ñÁ ÙÇÝã¨ ¹ñ³Ýù Ñ³ÙÁÝÏÝ»Ý Ñ³-
í³ë³ñ³ÏßéáõÃÛ³Ý í»ÏïáñÇ Ñ»ï` ëïáñ³Ï»ïÇó Ñ»ïá »ñÏáõ ÝÇßÇ ×ßïáõÃ-
Û³Ùµ:
245. ÈáõÍ»É Ý³Ëáñ¹ ËÝ¹ÇñÁ, »Ã»

P =

µ
0:6 0:1
0:4 0:9

¶
:

246. Ü³Ëáñ¹ »ñÏáõ ËÝ¹ÇñÝ»ñáõÙ ³å³óáõó»É, áñ (1;¡1)T -Á ë»÷³Ï³Ý
í»Ïïáñ ¾: ¶ïÝ»É Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÁ: ÆÝãå»ë ûñÇÝ³Ï
92-áõÙ, óáõÛó ï³É, áñ ³Û¹ »ñÏáõ ¹»åù»ñáõÙ Ã»áñ»Ù 43-Á ×Çßï ¾:
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247. ºÃ» »ë ³Ûëûñ áõÝ»Ù É³í ïñ³Ù³¹ñáõÃÛáõÝ, ³å³ 80% Ñ³í³Ý³-
Ï³ÝáõÃÛ³Ùµ »ë í³ÕÝ ¾É ÏáõÝ»Ý³Ù É³í ïñ³Ù³¹ñáõÃÛáõÝ: ºÃ» »ë ³Ûëûñ
Ùé³ÛÉ »Ù, ³å³ 60% Ñ³í³Ý³Ï³ÝáõÃÛ³Ùµ »ë í³ÕÁ ÏáõÝ»Ý³Ù É³í ïñ³-
Ù³¹ñáõÃÛáõÝ:

³) ¶ñ»É Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç Ñ³í³Ý³Ï³Ý³ÛÇÝ Ù³ïñÇóÁ:
µ) ºÃ» »ë ³Ûëûñ áõÝ»Ù É³í ïñ³Ù³¹ñáõÃÛáõÝ, ³å³ ÇÝãåÇëÇ± Ñ³í³-

Ý³Ï³ÝáõÃÛ³Ùµ »ñ»ù ûñ Ñ»ïá ÇÙ ïñ³Ù³¹ñáõÃÛáõÝÁ É³í ÏÉÇÝÇ:
·) ÀÝ¹Ñ³Ýñ³å»ë, ÇÝãåÇëÇ± ïáÏáë³ÛÇÝ Ñ³ñ³µ»ñáõÃÛ³Ùµ »ë áõÝ»Ù

É³í ïñ³Ù³¹ñáõÃÛáõÝ:
248. ÞáõÏ³ÛáõÙ Ï³Ý Ñ³ó³Ñ³ïÇÏ í³×³éáÕ »ñ»ù ýÇñÙ³Ý»ñ` X;Y;Z:
²Ù»Ý ³ÙÇë X-Çó ·ÝáõÙÝ»ñ Ï³ï³ñáÕÝ»ñÇ 40%-Á ëÏëáõÙ »Ý ·ÝáõÙÝ»ñ Ï³-
ï³ñ»É Ï³Ù Y -Çó Ï³Ù Z-Çó (Ñ³í³ë³ñ ù³Ý³ÏáõÃÛ³Ùµ): ÜÙ³Ý³å»ë` Y -Ç
30%-Á ¨ Z-Ç 20%-Á ëÏëáõÙ »Ý ·ÝáõÙÝ»ñ Ï³ï³ñ»É ÙÛáõëÝ»ñÇó (Ñ³í³ë³ñ
ù³Ý³ÏáõÃÛ³Ùµ):

³) ¶ñ»É Ñ³í³Ý³Ï³Ý³ÛÇÝ Ù³ïñÇóÁ:
µ) Æ í»ñçá ßáõÏ³Ý ÇÝãåÇëÇ± Ñ³ñ³µ»ñ³ÏóáõÃÛ³Ùµ Ïµ³ßËíÇ:

249. òáõÛó ï³É, áñ ó³ÝÏ³ó³Í ÙÇ³íáñ Ù³ïñÇó Ñ³í³Ý³Ï³Ý³ÛÇÝ Ù³ï-
ñÇó ¾: Â»áñ»Ù 43-Ç åÝ¹áõÙÝ»ñÇó á±ñÁ ×Çßï ã¾ ÙÇ³íáñ Ù³ïñÇóÇ Ñ³Ù³ñ:
250. òáõÛó ï³É, áñ Ñ³í³Ý³Ï³Ý³ÛÇÝ Ù³ïñÇóÝ»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ Ñ³í³-
Ý³Ï³Ý³ÛÇÝ Ù³ïñÇó ¾:
251. ¸Çóáõù

P =

0
@

0:1 0:5 0:2
0:3 0 0:4
0:6 0:5 0:4

1
A :

³) ´³í³ñ³ñáõ±Ù ¾ P Ù³ïñÇóÁ Ã»áñ»Ù 43-Ç å³Ñ³ÝçÝ»ñÇÝ:
µ) òáõÛó ï³É, áñ P 2 Ù³ïñÇóÁ µ³í³ñ³ñáõÙ ¾ Ã»áñ»Ù 43-Ç å³Ñ³Ýç-

Ý»ñÇÝ: ú·ï³·áñÍ»Éáí ³Ûë ³ñ¹ÛáõÝùÁ` óáõÛó ï³É, áñ µáÉáñ v Ñ³í³Ý³Ï³-
Ý³ÛÇÝ í»ÏïáñÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñ

lim
n!1

Pnv = x;

áñï»Õ x-Á ÙÇ³Ï Ñ³í³Ý³Ï³Ý³ÛÇÝ í»ÏïáñÝ ¾, áñÇ Ñ³Ù³ñ P 2x = x ¨
Px = x:
252. ÈáõÍ»É Ñ»ï¨Û³É ³Ý¹ñ³¹³ñÓ ³éÝãáõÃÛáõÝÝ»ñÁ

³) f(n+ 1) = 5f(n)¡ 6f(n¡ 1); f(0) = 1; f(1) = 1;
µ) f(n+ 1) = 4f(n¡ 1); f(0) = 0; f(1) = 1;
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·) f(n + 1) = 6f(n) + 7f(n¡ 1) + 6f(n ¡ 2); f(0) = 1; f(1) =
1; f(2) = 3 :

MATHEMATICA-Æ ¶ð²¸²ð²Ü

MATHEMATICA Íñ³·ñáõÙ ³Ý¹ñ³¹³ñÓ³éÝãáõÃÛáõÝÝ»ñÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ Éáõ-
Í»É RSolve[eqns; f [n]; n] Ññ³Ù³Ýáí: ÈáõÍ»Ýù

a(n) = 3a(n¡ 1) + 1; a(1) = 1

³Ý¹ñ³¹³ñÓ ³éÝãáõÃÛáõÝÁ:
àõÝ»Ýù

In[1]:= RSolve[{a[n] == 3 a[n-1]+1, a[1]==1}, a[n], n]

Out[1]= 99a@nD →
1

2
H−1 +3nL==

ÈáõÍ»Ýù Ù»Ï ³ÛÉ ³éÝãáõÃÛáõÝ

In[2]:= RSolve@8f@nD+f@n −1D � f@n+ 1D, f@0D � 0, f@1D == 1<,
f@nD, nD

Out[2]= 99f@nD → −

i
k
jjjj 12 −

"####5
2

y
{
zzzz
n

−

i
k
jjjj 12 +

"####5
2

y
{
zzzz
n

è!!!!!
5

==

14. Ø²îðÆòÆ Òºì²öàÊàôØÀ ²ÜÎÚàôÜ²¶Ì²ÚÆÜ îºêøÆ

ºñÏáõ n-ñ¹ Ï³ñ·ÇA ¨B ù³é³ÏáõëÇ Ù³ïñÇóÝ»ñ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý ÝÙ³Ý,
»Ã» Ï·ïÝíÇ P Ñ³Ï³¹³ñÓ»ÉÇ Ù³ïñÇó ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ

B = PAP¡1 :
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ºñÏáõ ÝÙ³Ý Ù³ïñÇóÝ»ñ áõÝ»Ý ÝáõÛÝ µÝáõÃ³·ñÇã Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÁ:
¸Çóáõù A-Ý ù³é³ÏáõëÇ Ù³ïñÇó ¾: ºÃ» Ï·ïÝíÇ ³ÛÝåÇëÇ P Ñ³Ï³-

¹³ñÓ»ÉÇ Ù³ïñÇó, áñ P¡1AP Ù³ïñÇóÝ ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ ¾, ³å³ ³ëáõÙ
»Ý, áñ A-Ý Ï³ñ»ÉÇ ¾ µ»ñ»É ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ ï»ëùÇ:

¸ÇóáõùA Ù³ïñÇóÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ µ»ñ»É ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ ï»ëùÇ, ³ÛëÇÝùÝ`

P¡1AP = D;

áñï»Õ D-Ý ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ Ù³ïñÇó ¾: ²Ûëï»ÕÇó A Ù³ïñÇóÇ Ñ³Ù³ñ
Ïëï³Ý³Ýù Ñ»ï¨Û³É í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ

A = PDP¡1 :

Â»áñ»Ù 44. ºÃ» A-Ý (n £ n) Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇó ¾, ³å³ Ñ»ï¨Û³É
åÝ¹áõÙÝ»ñÁ Ñ³Ù³ñÅ»ù »Ý.

² A-Ý Ï³ñ»ÉÇ ¾ µ»ñ»É ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ ï»ëùÇ,
² A-Ý áõÝÇ n Ñ³ï ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë ë»÷³Ï³Ý í»ÏïáñÝ»ñ:
Â»áñ»Ù 45. ºÃ» A-Ý Ï³ñ»ÉÇ ¾ µ»ñ»É ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ ï»ëùÇ, ³å³

P Ù³ïñÇóÇ ëÛáõÝ»ñÁ`A Ù³ïñÇóÇ ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë ë»÷³Ï³Ý í»ÏïáñÝ»ñÝ
»Ý, ÇëÏ P¡1AP ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ Ù³ïñÇóÇ ·ÉË³íáñ ³ÝÏÛáõÝ³·ÍÇ ï³ñ-
ñ»ñÁ A-Ç ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÝ »Ý:

úñÇÝ³Ï 104. ¸Çï³ñÏ»Ýù

A =

0
@

3 ¡2 0
¡2 3 0
0 0 5

1
A

Ù³ïñÇóÁ:
A-Ç ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÝ »Ý ¸ = 1; 5: ¸ = 1 ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇ

ë»÷³Ï³Ý »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý µ³½ÇëÝ ¾ p1 = (1; 1; 0)T , ÇëÏ ¸ = 5
ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ ë»÷³Ï³Ý »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý
µ³½ÇëÝ ¾ p2 = (¡1; 1; 0)T , p3 = (0; 0; 1)T ï³ññ»ñÇ Ñ³Ù³ËáõÙµÁ:
ÆÝãå»ë Ñ³ÛïÝÇ ¾, p1; p2; p3 Ñ³Ù³ËáõÙµÁ ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë ¾: Ð»ï¨³µ³ñ

P =

0
@

¡1 0 1
1 0 1
0 1 0

1
A
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¨

P¡1AP =

0
@

5 0 0
0 5 0
0 0 1

1
A :

ÜÏ³ï»Ýù, áñ P Ù³ïñÇóÇ ëÛáõÝ»ñÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ ï»Õ³÷áË»É: ²
²ÛëåÇëáí, A Ù³ïñÇóÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ µ»ñ»É ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ ï»ëùÇ, »Ã»

Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇ Ñ³Ýñ³Ñ³ßí³Ï³Ý ¨ »ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý
å³ïÇÏáõÃÛáõÝÝ»ñÁ Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ »Ý: ´³óÇ ³Û¹, ù³ÝÇ áñ ï³ñµ»ñ ë»÷³-
Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ ë»÷³Ï³Ý í»ÏïáñÝ»ñÁ ·Íáñ»Ý
³ÝÏ³Ë »Ý, ³å³ ×Çßï ¾ Ñ»ï¨Û³ÉÁ.

Â»áñ»Ù 46. ºÃ» A (n£n) Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇóÝ áõÝÇ n Çñ³ñÇó ï³ñµ»ñ
ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñ, ³å³ ³ÛÝ Ï³ñ»ÉÇ ¾ µ»ñ»É ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ ï»ëùÇ:

úñÇÝ³Ï 105. ¸Çóáõù

A =

0
@

0 1 0
0 0 1
4 ¡17 8

1
A :

A Ù³ïñÇóÝ áõÝÇ »ñ»ù Çñ³ñÇó ï³ñµ»ñ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñ` ¸ = 4; 2+p
3; 2¡

p
3 ¨ áõñ»ÙÝ ³ÛÝ Ï³ñ»ÉÇ ¾ µ»ñ»É ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ ï»ëùÇ: Ð³ßí»É

³ÛÝ P Ù³ïñÇóÁ, áñÁ A-Ý µ»ñáõÙ ¾ ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ ï»ëùÇ:²
Â»áñ»Ù 46-Ç Ñ³Ï³é³ÏÁ åÝ¹áõÙÁ ×Çßï ã¾.
úñÇÝ³Ï 106. ¸Çóáõù

A =

µ
3 0
0 3

¶
:

âÝ³Û³Í A-Ç ¸ = 3 ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÁ ÏñÏÝ³å³ïÇÏ ¾, ë³Ï³ÛÝ ³ÛÝ Ï³-
ñ»ÉÇ ¾ µ»ñ»É ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ ï»ëùÇ (³ÛÝ ³ñ¹»Ý ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ ¾):²

úñÇÝ³Ï 107. ¸Çóáõù

A =

µ
¡3 2
¡2 1

¶
:

A Ù³ïñÇóÝ áõÝÇ »ñÏáõ å³ïÇÏáõÃÛ³Ùµ ¸ = ¡2 ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ù: ê³-
Ï³ÛÝ ³Ûë ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇ ë»÷³Ï³Ý »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ Ù»Ï ã³÷³ÝÇ
¾, Ñ»ï¨³µ³ñ »ñÏáõ ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë ë»÷³Ï³Ý ýáõÝÏóÇ³ ÑÝ³ñ³íáñ ã¾
·ïÝ»É: Ø³ïñÇóÁ ÑÝ³ñ³íáñ ã¾ µ»ñ»É ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ ï»ëùÇ:²
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úñÇÝ³Ï 108. ¸Çóáõù

A =

0
@

3 1 0
0 1 0
4 2 1

1
A :

A Ù³ïñÇóÇ Ñ³Ù³ñ Çñ³Ï³Ý³óÝ»É A = PDP¡1 í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝ, áñï»Õ
D-Ý ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ Ù³ïñÇó ¾: êï³óí³Í í»ñÉáõÍáõÃÛ³Ý û·ÝáõÃÛ³Ùµ
Ñ³ßí»É A100-Á: A Ù³ïñÇóÇ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÝ »Ý ¸ = 1; 3: ¸ = 1
ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáõÙ »Ý »ñÏáõ ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë ë»-
÷³Ï³Ý í»ÏïáñÝ»ñ` x1 = (¡1; 2; 0)T ; x2 = (0; 0; 1)T , ÇëÏ ¸ = 3
ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇÝ ÙÇ³ÛÝ Ù»Ï` y = (1; 0; 2)T : ²ÛëåÇëáí

P =

0
@

¡1 0 1
2 0 0
0 1 2

1
A ; D =

0
@

1 0 0
0 1 0
0 0 3

1
A :

²ÛëÇÝùÝ A = PDP¡1: ²Ûëï»ÕÇó A2 = PD2P¡1 ¨, ÁÝ¹Ñ³Ýñ³å»ë,
An = PDnP¡1: Ð»ï¨³µ³ñ`

A100 = PD100P¡1 =

0
@

3100 1
2 (3

100 ¡ 1) 0
0 1 0

2(3100 ¡ 1) 3100 ¡ 1 1

1
A : ²

ê³ÑÙ³ÝáõÙ 24. A = (aij) Ù³ïñÇóÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý áã µ³ó³ë³Ï³Ý

Ù³ïñÇó (A ¸ 0), »Ã» aij ¸ 0 ¨ ¹ñ³Ï³Ý Ù³ïñÇó (A > 0), »Ã» aij > 0 :
Â»áñ»Ù 47. (ä»ññáÝ) ºÃ» A-Ý (n £ n) Ï³ñ·Ç ¹ñ³Ï³Ý Ù³ïñÇó ¾,

³å³
² ½(A) > 0,
² ½(A)-Ý A Ù³ïñÇóÇ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ù ¾,
² ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ³ÛÝåÇëÇ x > 0; x = (x1; ¢ ¢ ¢ ; xn)

T ; xi > 0, áñÇ
Ñ³Ù³ñ Ax = ½(A)x :

²Ûë Ã»áñ»ÙÁ ÁÝ¹Ñ³Ýñ³óíáõÙ ¾ Ý³¨ áã µ³ó³ë³Ï³Ý Ù³ïñÇóÝ»ñÇ
Ñ³Ù³ñ` Éñ³óáõóÇã »ÝÃ³¹ñáõÃÛ³Ùµ.

Â»áñ»Ù 48. (üñáµ»ÝÇáõë-ä»ññáÝ) ºÃ» A-Ý (n £ n) Ï³ñ·Ç áã µ³ó³-
ë³Ï³Ý Ù³ïñÇó ¾ ¨ ÇÝã-áñ µÝ³Ï³Ý m ÃíÇ Ñ³Ù³ñ Am > 0, ³å³ ×Çßï
»Ý Ý³Ëáñ¹ Ã»áñ»ÙÇ åÝ¹áõÙÝ»ñÁ:
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¸Çï³ñÏ»Ýù ³Ûë Ã»áñ»ÙÝ»ñÇ ÏÇñ³éáõÃÛáõÝÝ»ñÇó.
úñÇÝ³Ï 109. ìÇ×³Ï³·ñ³Ï³Ý ýÇ½ÇÏ³ÛáõÙ ³ÝÑñ³Å»ßïáõÃÛáõÝ ¾

³é³ç³ÝáõÙ ·ÁÝ³Ñ³ï»É Ñ»ï¨Û³É Ù»ÍáõÃÛáõÝÁ

Z = Tr(AGNB)

Ù»Í N -»ñÇ ¹»åùáõÙ: Z-Ý ³Ýí³ÝáõÙ »Ý íÇ×³Ï³·ñ³Ï³Ý ·áõÙ³ñ: ºÝ-
Ã³¹ñíáõÙ ¾, áñ G-Ý (n £ n) Ï³ñ·Ç ¹ñ³Ï³Ý Ù³ïñÇó ¾, ÇëÏ A;B-Ý Ñ³-
Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ (1£n) ¨ (n£ 1) Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇóÝ»ñ: ä³ñ½áõÃÛ³Ý
Ñ³Ù³ñ »ÝÃ³¹ñ»Ýù, áñ G Ù³ïñÇóÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ µ»ñ»É ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ ï»ë-
ùÇ` G = PLP¡1: àõÝ»Ýù

Z = Tr(APLNP¡1B) = Tr(LNP¡1BAP ) = Tr(LND);

áñï»Õ D ´ P¡1BAP : D Ù³ïñÇóÇ ï³ññ»ñÁ Ýß³Ý³Ï»Ýù dij -áí:
½(G); ¸1; ¢ ¢ ¢ ; ¸n¡1-áí Ýß³Ý³Ï»Ýù G Ù³ïñÇóÇ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÁ

Z = ½(G)Nd11 + ¸N
1 d22 + ¢ ¢ ¢+ ¸N

n¡1dnn =

½(G)N

Ã
d11 +

µ
¸1

½(G)

¶N

d22 +

µ
¸n¡1

½(G)

¶N

dnn

!
:

ø³ÝÇ áñ ¯̄
¯̄ ¸i

½(G)

¯̄
¯̄ < 1;

³å³
Z » ½(G)Nd11; N ! 1 :

ÀÝÃ»ñóáÕÇÝ ³é³ç³ñÏáõÙ »Ýù ÝáõÛÝ »Õ³Ý³Ïáí áõëáõÙÝ³ëÇñ»É

µ
1 ¾ s
1 s

¶
;

0
@

v v v
1 0 0
0 1 q

1
A

Ù³ïñÇóÝ»ñÁ, áñï»Õ ¾; s; v; q > 0 : ²
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253. ¶ïÝ»É ³ÛÝ P Ù³ïñÇóÁ, áñÁ ïñí³Í A Ù³ïñÇóÁ µ»ñáõÙ ¾ ³ÝÏÛáõ-
Ý³·Í³ÛÇÝ ï»ëùÇ: Ð³ßí»É P¡1AP ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ

³) A =

µ
¡14 12
¡20 17

¶
, µ) A =

µ
1 0
6 ¡1

¶
,

·) A =

0
@

1 0 0
0 1 1
0 1 1

1
A, ¹) A =

0
@

2 0 ¡2
0 3 0
0 0 3

1
A:

254. ä³ñ½»É, Ã» Ñ»ï¨Û³É A Ù³ïñÇóÝ»ñÇó áñÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ µ»ñ»É ³ÝÏÛáõ-
Ý³·Í³ÛÇÝ ï»ëùÇ: ¸ñ³Ï³Ý å³ï³ëË³ÝÇ ¹»åùáõÙ Ñ³ßí»É P¡1AP ³ñ-
ï³¹ñÛ³ÉÁ

³) A =

0
@

19 ¡9 ¡6
25 ¡11 ¡9
17 ¡9 ¡4

1
A, µ) A =

0
@

¡1 4 ¡2
¡3 4 0
¡3 1 3

1
A,

·) A =

0
@

5 0 0
1 5 0
0 1 5

1
A, ¹) A =

0
@

0 0 0
0 0 0
3 0 1

1
A,

») A =

0
B@

¡2 0 0 0
0 ¡2 0 0
0 0 3 0
0 0 1 3

1
CA, ½) A =

0
B@

¡2 0 0 0
0 ¡2 5 ¡5
0 0 3 0
0 0 0 3

1
CA:

255. ¸Çóáõù A-Ý (n£ n) Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇó ¾ ¨ P -Ý Ñ³Ï³¹³ñÓ»ÉÇ ¾: ²å³-
óáõó»É Ñ»ï¨Û³É ÝáõÛÝáõÃÛáõÝÝ»ñÁ

³) (P¡1AP )2 = P¡1A2P ,
µ) (P¡1AP )k = P¡1AkP ó³ÝÏ³ó³Í µÝ³Ï³Ý k-Ç Ñ³Ù³ñ:

256. ú·ïí»Éáí Ý³Ëáñ¹ ËÝ¹ñÇó Ñ³ßí»É

³) A10-Á »Ã» A =

µ
1 0
¡1 2

¶
,

µ) A6-Á »Ã» A =

µ
10 18
¡6 ¡11

¶
,

·) A8-Á »Ã» A =

0
@

3 2 ¡3
¡3 ¡4 9
¡1 ¡2 5

1
A:
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257. ¸Çóáõù

A =

µ
a b
c d

¶
:

òáõÛó ï³É, áñ
³) A-Ý Ï³ñ»ÉÇ ¾ µ»ñ»É ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ ï»ëùÇ, »Ã» (a¡ d)2 + 4bc > 0,
µ) A-Ý ãÇ Ï³ñ»ÉÇ ¾ µ»ñ»É ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ ï»ëùÇ, »Ã» (a¡d)2+4bc < 0:
258. ¸Çóáõù A Ù³ïñÇóÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ µ»ñ»É ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ ï»ëùÇ ¨ ³ÛÝ
áõÝÇ ÙÇ³ÛÝ §1 ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñ: òáõÛó ï³É, áñ A2 = E:
259. ¸Çóáõù A Ù³ïñÇóÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ µ»ñ»É ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ ï»ëùÇ ¨ ³ÛÝ
áõÝÇ ÙÇ³ÛÝ ¸ = 0; 1 ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñ: òáõÛó ï³É, áñ A2 = A:
260. ¸Çóáõù A-Ý Ï³ñ»ÉÇ ¾ µ»ñ»É ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ ï»ëùÇ: òáõÛó ï³É, áñ
»Ã» A-Ý áõÝÇ ÙÇ³ÛÝ ¸ = §1 ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñ, ³å³ A = A¡1:
261. òáõÛó ï³É, áñ áã ½ñáÛ³Ï³Ý ÝÇÉåáï»Ý»ï Ù³ïñÇóÝ»ñÁ ã»Ý µ»ñíáõÙ
³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ ï»ëùÇ:
262. òáõÛó ï³É, áñ »Ã» A-Ý Ï³ñ»ÉÇ ¾ µ»ñ»É ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ ï»ëùÇ ¨
·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇA¡1-Á, ³å³ ³ÛÝ ÝáõÛÝå»ë Ï³ñ»ÉÇ ¾ µ»ñ»É ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ
ï»ëùÇ:

MATHEMATICA-Æ ¶ð²¸²ð²Ü

A Ù³ïñÇóÁ µ»ñ»Ýù ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ ï»ëùÇ: ²ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ Ù³ï-
ñÇóÇ ·ÉË³íáñ ³ÝÏÛáõÝ³·ÇÍÁ Ï³½Ùí³Í ¾ Ù³ïñÇóÇ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ù-
Ý»ñÇó

In[12]:= A =

i

k
jjjjjj
1 2 3 2
5 3 1 8
6 2 8 9
4 2 1 7

y

{
zzzzzz êê N;

8values, vectors< = Eigensystem@AD;
diag = DiagonalMatrix@valuesD;
% êê MatrixForm

Out[15]//MatrixForm=

i
k
jjjjjj
14.9901 0 0 0

0 4.72699 0 0

0 0 −1.27955 0

0 0 0 0.562502

y
{
zzzzzz
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²ÛÝ Ù³ïñÇóÁ, áñÁ A-Ý µ»ñáõÙ ¾ ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ ï»ëùÇ Ï³½Ùí³Í ¾
A Ù³ïñÇóÇ ë»÷³Ï³Ý í»ÏïáñÝ»ñÇó

In[16]:= ch = Transpose@vectorsD;
% êê MatrixForm

Out[17]//MatrixForm=

i
k
jjjjjj
0.278736 −0.217944 −0.847457 −0.713683

0.411127 0.454619 0.407251 −0.406348

0.797578 −0.796445 0.179532 −0.00537884

0.342272 0.333911 0.289363 0.570534

y
{
zzzzzz

êïáõ·»Ýù

In[18]:= Chop@ch.diag.Inverse@chDD êê MatrixForm
Out[18]//MatrixForm=

i
k
jjjjjj
1. 2. 3. 2.

5. 3. 1. 8.

6. 2. 8. 9.

4. 2. 1. 7.

y
{
zzzzzz

îñí³Í Ù³ïñÇóÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ ÙÇ³Ý·³ÙÇó µ»ñ»É ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ ï»ë-
ùÇ` û·ïí»Éáí JordanDecomposition[A] Ññ³Ù³ÝÇó, áñÇ å³ï³ëË³ÝÁ
»ñÏáõ Ù³ïñÇóÝ»ñ »Ý` j ¨ s: îñí³Í A Ù³ïñÇóÁ Ý»ñÏ³Û³óíáõÙ ¾ A =
jsj¡1 ï»ëùáí: ºÃ» A-Ý Ï³ñ»ÉÇ ¾ µ»ñ»É ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ ï»ëùÇ, ³å³
s-Á ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ Ù³ïñÇó ¾

In[19]:= A = 884,2, 2<, 82, 4,2<, 82,2, 4<<;
8j,s< = JordanDecomposition@AD;
8j êê MatrixForm,s êê MatrixForm<

Out[21]= 9ik
jjjj

−1 −1 1

0 1 1

1 0 1

y
{
zzzz, i

k
jjjj
2 0 0

0 2 0

0 0 8

y
{
zzzz=

êïáõ·»Ýù

In[22]:= Hj.s.Inverse@jD êê ChopL � A

Out[22]= True
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¶ È àô Ê º ð ð à ð ¸

¾ìÎÈÆ¸ºêÚ²Ü î²ð²ÌàôÂÚàôÜÜºð

15. êÎ²ÈÚ²ð ²ðî²¸ðÚ²È: ÎàÞÆ-Þì²ðòÆ
²ÜÐ²ì²ê²ðàôÂÚàôÜÀ: ÜàðØ: ºè²ÜÎÚ²Ü
²ÜÐ²ì²ê²ðàôÂÚàôÜÀ

ê³ÑÙ³ÝáõÙ 25. X ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý ¾íÏÉÇ¹»ëÛ³Ý

ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ, »Ã»
³) ó³ÝÏ³ó³Í x; y 2 X ï³ññ»ñÇ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáõÃÛ³Ý Ù»ç ¾

¹ñíáõÙ Çñ³Ï³Ý ÃÇí, áñÁ Ýß³Ý³ÏáõÙ »Ý (x; y)-áí ¨ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý x; y
ï³ññ»ñÇ ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³É,

µ) í»ñÁ Ýßí³Í Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáõÃÛáõÝÝ ûÅïí³Í ¾ Ñ»ï¨Û³É Ñ³ï-
ÏáõÃÛáõÝÝ»ñáí ó³ÝÏ³ó³Í x; y 2 X ï³ññ»ñÇ ¨ ¸ 2 R1 ÃíÇ Ñ³Ù³ñ

1.(x; y) = (y; x);
2.(x+ y; z) = (x; z) + (y; z);
3.(¸x; y) = ¸(x; y);
4.(x; x) > 0, »Ã» x 6= o, ¨ (o; o) = 0:
úñÇÝ³Ï 110. Rn ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ x = (x1; ¢ ¢ ¢ ; xn)

T ¨
y = (y1; ¢ ¢ ¢ ; yn)T ï³ññ»ñÇ ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ ë³ÑÙ³Ý»Ýù Ñ»ï¨Û³É
Ï»ñå

(x; y) = x1y1 + ¢ ¢ ¢+ xnyn;

áñÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý ¾íÏÉÇ¹»ëÛ³Ý Ï³Ù ïÇå³ÛÇÝ ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³É: òáõÛó
ï³Ýù, áñ ³ÛÝ ûÅïí³Í ¾ í»ñ¨áõÙ ë³ÑÙ³Ýí³Í µáÉáñ Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñáí

1. (x; y) = x1y1 + ¢ ¢ ¢+ xnyn = y1x1 + ¢ ¢ ¢+ ynxn = (y; x) :
2. ºÃ» z = (z1; ¢ ¢ ¢ ; zn), ³å³

(x+ y; z) = (x1 + y1)z1 + ¢ ¢ ¢+ (xn + yn)zn =

= (x1z1 + ¢ ¢ ¢+ xnzn) + (y1z1 + ¢ ¢ ¢+ ynzn) =
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= (x; z) + (y; z) :

3. (¸x; y) = (¸x1)y1 + ¢ ¢ ¢ + (¸xn)yn = ¸(x1y1 + ¢ ¢ ¢ + xnyn) =
¸(x; y) :

4. (x; x) = x2
1 + ¢ ¢ ¢+ x2

n;
áñï»ÕÇó Ñ»ï¨áõÙ ¾ í»ñçÇÝ Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÁ:
Rn ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ ¾íÏÉÇ¹»ëÛ³Ý ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³Éáí,

ÏÝß³Ý³Ï»Ýù En-áí:²
Rn-áõÙ ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ ë³ÑÙ³Ý»É Ý³¨ ³ÛÉ Ï»ñå:
úñÇÝ³Ï 111. R2 ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ x = (x1; x2) ¨ y =

(y1; y2) ï³ññ»ñÇ ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ ë³ÑÙ³Ý»Ýù Ñ»ï¨Û³É Ï»ñå

(x; y) = x1y1 + 2x2y2 :

òáõÛó ï³Ýù, áñ ³ÛÝ ûÅïí³Í ¾ 1-4 Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñáí:
1. (x; y) = x1y1 + 2x2y2 = y1x1 + 2y2x2 = (y; x) :
2. ºÃ» z = (z1; ¢ ¢ ¢ ; zn)T , ³å³

(x+ y; z) = (x1 + y1)z1 + 2(x2 + y2)z2 =

= (x1z1 + 2x2z2) + (y1z1 + 2y2z2) =

(x; z) + (y; z) :

3. (¸x; y) = (¸x1)y1 + 2(¸x2)y2 = ¸(x1y1 + 2x2y2) = ¸(x; y) :
4. (x; x) = x2

1 + 2x2
2 ¸ 0 : ² Ü³Ëáñ¹ ûñÇÝ³ÏáõÙ ë³ÑÙ³Ýí³Í

ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ ÁÝ¹Ñ³Ýñ³óÝ»É Ñ»ï¨Û³É »Õ³Ý³Ïáí:
úñÇÝ³Ï 112. Rn ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ x = (x1; ¢ ¢ ¢ ; xn) ¨

y = (y1; ¢ ¢ ¢ ; yn) ï³ññ»ñÇ ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ ë³ÑÙ³Ý»Ýù
Ñ»ï¨Û³É Ï»ñå

(x; y) = !1x1y1 + ¢ ¢ ¢+ !nxnyn;

áñï»Õ !i > 0 Ãí»ñÇÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý ÏßÇéÝ»ñ: ²Ûë »Õ³Ý³Ïáí Ï³éáõóí³Í
¾íÏÉÇ¹»ëÛ³Ý ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý Ïßé³ÛÇÝ ¾íÏÉÇ¹»ëÛ³Ý ï³ñ³ÍáõÃ-

ÛáõÝ: ²
ºÃ» Ý³Ëáñ¹ ûñÇÝ³ÏáõÙ !i Ãí»ñÇó áñ¨¾ Ù»ÏÁ ÉÇÝÇ µ³ó³ë³Ï³Ý Ï³Ù

½ñá, ³å³ ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÝ ³Û¹å»ë ë³ÑÙ³Ý»É ãÇ Ï³ñ»ÉÇ (ÇÝãáõ±):
úñÇÝ³Ï 113. R3 ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ x = (x1; x2; x3) ¨ y =

(y1; y2; y3) ï³ññ»ñÇ ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ ë³ÑÙ³Ý»Ýù Ñ»ï¨Û³É Ï»ñå

(x; y) = x1y1 ¡ 2x2y2 + x3y3 :
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òáõÛó ï³Ýù, áñ 4. Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÁ ï»ÕÇ ãáõÝÇ: ºÃ», ûñÇÝ³Ï, x = (1; 2; 1)T ,
³å³

(x; x) = 1 ¢ 1¡ 2 ¢ 2 ¢ 2 + 1 ¢ 1 = ¡6 < 0 :

ê³ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¾, áñ R3 ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ í»ñáÑÇßÛ³É ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñ-
ï³¹ñÛ³Éáí ¾íÏÉÇ¹»ëÛ³Ý ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ã¾: ²

ê³ÑÙ³ÝáõÙ 26. ¸Çóáõù x = (x1; ¢ ¢ ¢ ; xn) 2 Rn ¨ A = (aij); i; j =
1; n ëÇÙ»ïñÇÏ Ù³ïñÇó ¾:

Q(x1; ¢ ¢ ¢ ; xn) =
nX

i;j=1

aijxixj

µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ Ó¨: ø³é³Ïáõë³ÛÇÝ Ó¨Ý ³Ýí³-
ÝáõÙ »Ý ¹ñ³Ï³Ý áñáßí³Í, »Ã»Q(x1; ¢ ¢ ¢ ; xn) ýáõÝÏóÇ³Ý ÁÝ¹áõÝáõÙ ¾ ÙÇ³ÛÝ
¹ñ³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñ µáÉáñ x 6= o ï³ññ»ñÇ Ñ³Ù³ñ:

úñÇÝ³Ï 114. ¸ÇóáõùA-Ý ³ÛÝåÇëÇ (n£n) Ï³ñ·Ç ëÇÙ»ïñÇÏ Ù³ïñÇó
¾, áñÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ Ó¨Á ¹ñ³Ï³Ý áñáßí³Í ¾: Rn

·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ x = (x1; ¢ ¢ ¢ ; xn) ¨ y = (y1; ¢ ¢ ¢ ; yn) ï³ññ»ñÇ
ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ ë³ÑÙ³Ý»Ýù`

(x; y) =
nX

i;j=1

aijxiyj :

êïáõ·»É 1-4 Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñÁ:
ºÃ» A = E, ³å³ ë³ÑÙ³Ýí³Í ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ ¾íÏÉÇ¹»ëÛ³Ý

ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÝ ¾: ºÃ» A-Ý ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ Ù³ïñÇó ¾, áñÇ ·ÉË³-
íáñ ³ÝÏÛáõÝ³·ÍÇ íñ³ ·ïÝíáõÙ »Ý !1; ¢ ¢ ¢ ; !n ¹ñ³Ï³Ý Ãí»ñ, ³å³ ë³Ñ-
Ù³Ýí³Í ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ ¾ ûñÇÝ³Ï 114-áõÙ ë³ÑÙ³Ý-
í³ÍÇ Ñ»ï:²

úñÇÝ³Ï 115. ²å³óáõó»É, áñ P2 ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ ëÏ³ÉÛ³ñ
³ñï³¹ñÛ³ÉÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ ë³ÑÙ³Ý»É Ñ»ï¨Û³É Ï»ñå

(f; g) = f(¡1)g(¡1) + f(0)g(0) + f(1)g(1) :

òáõÛó ï³Ýù 1-4 Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ×ßÙ³ñï³óÇáõÃÛáõÝÁ.
1. (f; g) = (g; f), ù³ÝÇ áñ Ãí»ñÇ µ³½Ù³å³ïÏáõÙÝ ûÅïí³Í ¾

ï»Õ³÷áË»ÉÇáõÃÛ³Ý Ñ³ïÏáõÃÛ³Ùµ:
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2. òáõÛó ï³Ýù, áñ (f + h; g) = (f; g) + (h; g): àõÝ»Ýù

(f + h; g) =

= (f(¡1) + h(¡1))g(¡1) + (f(0) + h(0))g(0) + (f(1) + h(1))g(1) =

(f(¡1)g(¡1) + f(0)g(0) + f(1)g(1))+

+(h(¡1)g(¡1) + h(0)g(0) + h(1)g(1)) =

= (f; g) + (h; g) :

3. òáõÛó ï³Ýù, áñ (¸f; g) = ¸(f; q): àõÝ»Ýù

(¸f; g) = ¸f(¡1)g(¡1) + ¸f(0)g(0) + ¸f(1)g(1) =

¸(f(¡1)g(¡1) + f(0)g(0) + f(1)g(1)) = ¸(f; g) :

4.

(f; f) = f2(¡1) + f2(0) + f2(1) ¸ 0 :

²Ûëï»ÕÇó
f(¡1) = f(0) = f(1) = 0 :

ø³ÝÇ áñ f -Á ãÇ Ï³ñáÕ áõÝ»Ý³É »ñÏáõëÇó ³í»É ³ñÙ³ï (ÇÝãáõ±), ³å³
f ´ 0:²

úñÇÝ³Ï 116. M2;2 ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý

A =

µ
a11 a12
a21 a22

¶
; B =

µ
b11 b12
b21 b22

¶

ï³ññ»ñÇ ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ ë³ÑÙ³Ý»É Ñ»ï¨Û³É Ï»ñå

(A;B) = a11b11 + a21b21 + a12b12 + a22b22 :

êïáõ·»É: ²
úñÇÝ³Ï 117. C[a; b] ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý f; g ï³ññ»ñÇ ëÏ³ÉÛ³ñ

³ñï³¹ñÛ³ÉÁ ë³ÑÙ³Ý»Ýù Ñ»ï¨Û³É Ï»ñå

(f; g) =

Z b

a

f(x)g(x)dx :
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òáõÛó ï³Ýù 1-4 Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ×ßÙ³ñï³óÇáõÃÛáõÝÁ:

1. (f; g) =

Z b

a

f(x)g(x)dx =

Z b

a

g(x)f(x)dx = (g; f) :

2.

(f + g; h) =

Z b

a

(f(x) + g(x))h(x)dx =

=

Z b

a

f(x)h(x)dx+

Z b

a

g(x)h(x)dx =

= (f; h) + (g; h) :

3. (¸f; g) =

Z b

a

(¸f(x))g(x)dx = ¸

Z b

a

f(x)g(x)dx = ¸(f; g) :

4. (f; f) =

Z b

a

f2(x)dx ¸ 0 ¨ (f; f) =
R b

a
f2(x)dx = 0 ³ÛÝ ¨ ÙÇ³ÛÝ

³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »Ã» f ´ 0:²
Â»áñ»Ù 49. ò³ÝÏ³ó³Í ¾íÏÉÇ¹»ëÛ³Ý ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ ×Çßï »Ý Ñ»-

ï¨Û³É Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ (x; y + z) = (x; y) + (x; z);
(x; ¸y) = ¸(x; y);
(x; o) = (o; x) = 0:
Â»áñ»Ù 50. (ÎáßÇ-Þí³ñóÇ ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝ) ¾íÏÉÇ¹»ëÛ³Ý ï³ñ³-

ÍáõÃÛ³Ý ó³ÝÏ³ó³Í x; y ï³ññ»ñÇ Ñ³Ù³ñ ï»ÕÇ áõÝÇ Ñ»ï¨Û³É ³ÝÑ³í³-
ë³ñáõÃÛáõÝÁ

(x; y)2 · (x; x)(y; y) :

úñÇÝ³Ï 118. ¸Çóáõù C[0; 1] ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñ-
ï³¹ñÛ³ÉÁ ë³ÑÙ³Ýí³Í ¾ ÇÝãå»ë ûñÇÝ³Ï 117-áõÙ: f(x) = 1 ¨ g(x) = x
ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ Ñ³Ù³ñ ëïáõ·»É ÎáßÇ-Þí³ñóÇ ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ:

àôÝ»Ýù

(f; g) =

Z 1

0

f(x)g(x)dx =

Z 1

0

xdx =
1

2
;

(f; f) =

Z 1

0

f2(x)dx =

Z 1

0

dx = 1;

(g; g) =

Z 1

0

g2(x)dx =

Z 1

0

x2dx =
1

3
:
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ÆëÏ³å»ë

(f; g)2 =
1

4
· (f; f)(g; g) = 1 ¢ 1

3
=

1

3
: ²

ê³ÑÙ³ÝáõÙ 27. X ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý ÝáñÙ³íáñ-

í³Í ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ, »Ã»
³) ó³ÝÏ³ó³Í x 2 X ï³ññÇ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáõÃÛ³Ý Ù»ç ¾ ¹ñí³Í

áã µ³ó³ë³Ï³Ý ÃÇí, áñÁ Ýß³Ý³ÏáõÙ »Ý jjxjj ¨ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý xï³ññÇ ÝáñÙ,
µ) í»ñÁ Ýßí³Í Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáõÃÛáõÝÝ ûÅïí³Í ¾ Ñ»ï¨Û³É Ñ³ï-

ÏáõÃÛáõÝÝ»ñáí
1. jjxjj > 0, »Ã» x 6= o, ¨ jjojj = 0,
2. jj¸xjj = j¸j jjxjj,
3. jjx+ yjj · jjxjj+ jjyjj (»é³ÝÏÛ³Ý ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝ):

úñÇÝ³Ï 119. àñå»ë A 2 Mn;n Ù³ïñÇóÇ ÝáñÙÁ ë³ÑÙ³Ý»Ýù Ñ»ï¨-
Û³É

jjAjj =
nX

i;j=1

jaij j

áã µ³ó³ë³Ï³Ý ÃÇíÁ: êïáõ·»Ýù 1-3 ³ùëÇáÙÝ»ñÁ
1. jjAjj > 0 ¨ jjAjj = 0 , A = O,

2. jj¸Ajj =
nX

i;j=1

j¸aijj = j¸j
nX

i;j=1

jaijj = j¸j jjAjj;

3. jjA+Bjj =
nX

i;j=1

jaij + bijj ·
nX

i;j=1

(jaij j+ jbij j) = jjAjj+ jjBjj : ²

Â»áñ»Ù 51. ò³ÝÏ³ó³Í ¾íÏÉÇ¹»ëÛ³Ý ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ

jjxjj =
p

(x; x)

ÝáñÙáí ÝáñÙ³íáñí³Í ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¾:
Â»áñ»ÙÇ Ñ³Ï³é³Ï åÝ¹áõÙÁ ×Çßï ã¾ (ï»ë í³ñÅáõÃÛáõÝ 276):
ºÃ» jjxjj = 1, ³å³ x ï³ññÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý ÙÇ³íáñ (ÝáñÙ³íáñí³Í)

ï³ññ: ò³ÝÏ³ó³Í x 6= o ï³ññÇ Ñ³Ù³ñ x
jjxjj ï³ññÁ ÙÇ³íáñ ¾:

ê³ÑÙ³ÝáõÙ 28. ÜáñÙ³íáñí³Í ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý x; y ï³ññ»ñÇ Ñ»é³-
íáñáõÃÛáõÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý

d(x; y) = jjx¡ yjj
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Ù»ÍáõÃÛáõÝÁ:
úñÇÝ³Ï 120. ¸Çóáõù Pn ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý p(x) = p0 + p1x+

¢ ¢ ¢+pnx
n; q(x) = q0+q1x+ ¢ ¢ ¢+qnx

n ï³ññ»ñÇ ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ
ë³ÑÙ³Ýí³Í ¾

(p; q) = p0q0 + ¢ ¢ ¢+ pnqn

ûñ»Ýùáí: p(x) = 1 ¡ 2x2; q(x) = 4 ¡ 2x + x2; r(x) = x + 2x2

µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñ Ñ³ßí»É (p; q); (q; r); jjqjj; d(p; q) Ù»ÍáõÃÛáõÝÝ»-
ñÁ:

àõÝ»Ýù

(p; q) = p0q0 + p1q1 + p2q2 = 1 ¢ 4 + 0 ¢ (¡2) + (¡2) ¢ 1 = 2;

(q; r) = 4 ¢ 0 + (¡2) ¢ 1 + 1 ¢ 2 = 0;

jjqjj =
p
(q; q) =

p
42 + (¡2)2 + 12 =

p
21;

d(p; q) = jjp¡ qjj = jj(1¡2x2)¡ (4¡2x+x2)jj = jj¡3+2x¡3x2jj =
p

(¡3)2 + 22 + (¡3)2 =
p
22 : ²

Â»áñ»Ù 52.(ÎáßÇ-Þí³ñóÇ ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝ) ò³ÝÏ³ó³Í ¾íÏÉÇ¹»ëÛ³Ý
ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý x; y ï³ññ»ñÇ Ñ³Ù³ñ ×Çßï ¾ Ñ»ï¨Û³É ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃ-
ÛáõÝÁ

j(x; y)j · jjxjj jjyjj :

263. Î³ñ»ÉÇ± ¾ R2 ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ x = (x1; x2)
T; y = (y1; y2)

T

ï³ññ»ñÇ ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ ë³ÑÙ³Ý»É Ñ»ï¨Û³É ûñ»Ýùáí
³) (x; y) = x1y1 ¡ 2x2y2,
µ) (x; y) = 2x1y1 + 3x2y2,
·) (x; y) = x1y1 ¡ x1y2 ¡ x2y1 + 3x2y2,
¹) (x; y) = x1y1,
») (x; y) = x1y1 ¡ x2y2,
½) (x; y) = x2

1y
2
1 + x2

2y
2
2 :

264. R2 ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ x = (x1; x2)
T ; y = (y1; y2)

T ï³ññ»ñÇ
ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ ë³ÑÙ³Ýí³Í ¾ (x; y) = 3x1y1 + x2y2 ûñ»Ýùáí:
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x = (¡4; 3)T ; y = (0; 5)T ï³ññ»ñÇ Ñ³Ù³ñ Ñ³ßí»É (x; y); jjxjj; d(x; y)
Ù»ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÁ:
265. R3 ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ x = (x1; x2; x3)

T ; y = (y1; y2; y3)
T

ï³ññ»ñÇ ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ ë³ÑÙ³Ýí³Í ¾

(x; y) = x1y1 + 2x2y2 + x3y3

ûñ»Ýùáí: x = (8;¡3;¡1)T ; y = (¡5; 4; 9)T ï³ññ»ñÇ Ñ³Ù³ñ Ñ³ßí»É
(x; y), jjxjj, d(x; y) Ù»ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÁ:
266. Î³ñ»ÉÇ± ¾M2;2 ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ

A =

µ
a1 b1
c1 d1

¶
; B =

µ
a2 b2
c2 d2

¶

ï³ññ»ñÇ ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ ë³ÑÙ³Ý»É Ñ»ï¨Û³É ûñ»Ýùáí
³) (A;B) = a1a2 ¡ b2b1 + c1c2 ¡ d1d2;
µ) (A;B) = a1a2 + d1d2;

267. M2;2 ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ

A =

µ
a1 b1
c1 d1

¶
; B =

µ
a2 b2
c2 d2

¶

ï³ññ»ñÇ ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ ë³ÑÙ³Ýí³Í ¾ (A;B) = 2a1a2 + b2b1 +
c1c2 + 2d1d2 ûñ»Ýùáí:

A =

µ
¡1 3
4 ¡2

¶
; B =

µ
0 ¡2
1 1

¶

Ù³ïñÇóÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñ Ñ³ßí»É (A;B); jjAjj; d(A;B) Ù»ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÁ:
268. C[¡1; 1] ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ f; g ï³ññ»ñÇ ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹-
ñÛ³ÉÁ ë³ÑÙ³Ýí³Í ¾ Ñ»ï¨Û³É Ï»ñå

(f; g) =

Z 1

¡1

f(x)g(x)dx :

f(x) = x2; g(x) = x2 + 1 ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ Ñ³Ù³ñ Ñ³ßí»É (f; g); jjf jj;
d(f; g) Ù»ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÁ:
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269. P2 ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ p(x) = p0 + p1x+ p2x
2; q(x) = q0 +

q1x+ q2x
2 ï³ññ»ñÇ ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ ë³ÑÙ³Ýí³Í ¾ Ñ»ï¨Û³É Ï»ñå

(p; q) = p0q0 + p1q1 + p2q2 :

p(x) = 1¡ x+ 3x2; q(x) = x¡ x2 ï³ññ»ñÇ Ñ³Ù³ñ Ñ³ßí»É (p; q); jjpjj;
d(p; q) Ù»ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÁ:
270. ¸Çóáõù X ¾íÏÉÇ¹»ëÛ³Ý ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý y ï³ññÁ ¨ a Çñ³Ï³Ý ÃÇíÁ
·³Ùí³Í »Ý: (x; y) = a å³ÛÙ³ÝÇÝ µ³í³ñ³ñáÕ x ï³ññ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ
X-Ç »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¾, Ã»± áã:
271. Î³ñ»ÉÇ± ¾ Mn;n ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ
ë³ÑÙ³Ý»É Ñ»ï¨Û³É Ï»ñå

(A;B) = Tr(BTA) :

272. ²å³óáõó»É ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ ó³ÝÏ³ó³Í f; g 2 C[a; b] ýáõÝÏ-
óÇ³Ý»ñÇ Ñ³Ù³ñ

ÃZ b

a

f(x)g(x)dx

!2

·
Z b

a

f2(x)dx

Z b

a

g2(x)dx :

273. ²å³óáõó»É ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ ó³ÝÏ³ó³Í a1; ¢ ¢ ¢ ; an; b1; ¢ ¢ ¢ ; bn
Çñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ Ñ³Ù³ñ

Ã
nX

k=1

akbk

!2

·
nX

k=1

a2k

nX

k=1

b2k :

274. ²å³óáõó»É ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ ó³ÝÏ³ó³Í x1; ¢ ¢ ¢ ; xn; y1; ¢ ¢ ¢ ; yn;
aik Çñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ Ñ³Ù³ñ

0
@

nX

i;k=1

aikxiyk

1
A

2

·

0
@

nX

i;k=1

aikxixk

1
A

0
@

nX

i;k=1

aikyiyk

1
A ;

áñï»Õ A = (aik) Ù³ïñÇóÁ ëÇÙ»ïñÇÏ ¾ ¨ Ýñ³Ýáí ÍÝí³Í ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ
Ó¨Á ¹ñ³Ï³Ý áñáßí³Í ¾:
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275. ²å³óáõó»É, áñ ó³ÝÏ³ó³Í ¾íÏÉÇ¹»ëÛ³Ý ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ ï»ÕÇ áõÝÇ
Ñ»ï¨Û³É Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ

jjx+ yjj2 + jjx¡ yjj2 = 2jjxjj2 + 2jjyjj2 :

276. ²å³óáõó»É. áñå»ë½ÇR ÝáñÙ³íáñí³Í ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ ÑÝ³ñ³íáñ
ÉÇÝÇ ë³ÑÙ³Ý»É ï³ññ»ñÇ ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³É, ³ÝÑñ³Å»ßï ¾ ¨ µ³í³-
ñ³ñ, áñ ³Û¹ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ó³ÝÏ³ó³Í x; y ï³ññ»ñÇ Ñ³Ù³ñ ï»ÕÇ áõÝ»-
Ý³ Ñ»ï¨Û³É Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ

jjx+ yjj2 + jjx¡ yjj2 = 2(jjxjj2 + jjyjj2) :

¸Çï³ñÏ»É ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÇ Ñ»ï¨Û³É ë³ÑÙ³ÝáõÙÁ

(x; y) =
1

4

¡
jjx+ yjj2 ¡ jjx¡ yjj2

¢
:

277. ²å³óáõó»É ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ (f; g 2 C[a; b])

ÃZ b

a

(f(x) + g(x))2

!1=2

·
ÃZ b

a

f2(x)dx

!1=2

+

ÃZ b

a

g2(x)dx

!1=2

:

278. ò³ÝÏ³ó³Í a1; ¢ ¢ ¢ ; an; b1; ¢ ¢ ¢ ; bn Çñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ Ñ³Ù³ñ ³å³óáõ-
ó»É ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ

Ã
nX

k=1

(ak + bk)
2

!1=2

·
Ã

nX

k=1

a2k

!1=2

+

Ã
nX

k=1

b2k

!1=2

:

279. ò³ÝÏ³ó³Í x1; ¢ ¢ ¢ ; xn; y1; ¢ ¢ ¢ ; yn Çñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ Ñ³Ù³ñ ³å³óáõ-
ó»É ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ

0
@

nX

i;k=1

aik(xi + yi)(xk + yk)

1
A

1=2

·

·

0
@

nX

i;k=1

aikxixk

1
A

1=2

+

0
@

nX

i;k=1

aikyiyk

1
A

1=2

;
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áñï»Õ A = (aik) Ù³ïñÇóÁ ëÇÙ»ïñÇÏ ¾, ÇëÏ ñ³Ýáí ÍÝí³Í ù³é³Ïáõ-
ë³ÛÇÝ Ó¨Á` ¹ñ³Ï³Ý áñáßí³Í:

16. î²ððºðÆ úðÂà¶àÜ²ÈàôÂÚ²Ü ¶²Ô²ö²ðÀ:
úðÂàÜàðØ²ìàðì²Ì ´²¼Æê:

¾íÏÉÇ¹»ëÛ³Ý ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý u; v (u; v 6= o) ï³ññ»ñÇ Ï³½Ù³Í ³ÝÏ-
ÛáõÝ ë³ÑÙ³ÝáõÙ »Ý

cos µ =
(u; v)

jjujj jjvjj
Ù»ÍáõÃÛáõÝÁ (Ñ³Ù³Ó³ÛÝ ÎáßÇ-Þí³ñóÇ ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛ³Ý j cos µj · 1):

¾íÏÉÇ¹»ëÛ³Ý ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý u; v ï³ññ»ñÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý ûñÃá·áÝ³É,

»Ã»
(u; v) = 0 :

Â»áñ»Ù 53. (äÛáõÃ³·áñ³ëÇ Ã»áñ»Ù) u ¨ v ï³ññ»ñÁ ÏÉÇÝ»Ý ûñÃá·áÝ³É
³ÛÝ ¨ ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñµ

jju+ vjj2 = jjujj2 + jjvjj2 :

¸Çóáõù u; v-Ý Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý íñ³ ïñí³Í »ñÏáõ í»ÏïáñÝ»ñ »Ý (u; v 2
R2): ºÃ» v-Ý ½ñáÛ³Ï³Ý ã¾, ³å³ u í»ÏïáñÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ ûñÃá·áÝ³É åñá-
Û»Ïï»É v í»ÏïáñÇ áõÕÕáõÃÛ³Ý íñ³` ï»ë ÝÏ. 14: êï³óí³Í í»ÏïáñÁ
Ýß³Ý³Ï»Ýù projvu: ÜÏ³ñÇó Ñ³ëÏ³Ý³ÉÇ ¾, áñ

projvu =
(u; v)

(v; v)
v;

áñï»Õ (u; v)-áí Ýß³Ý³Ïí³Í ¾ R2-Ç ¾íÏÉÇ¹»ëÛ³Ý ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ:

x

yproj yx=λy, λ>0

θ

x

y
projyx=λy, λ<0

θ

ÝÏ. 14

190



²Ûë ·³Õ³÷³ñÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ ÁÝ¹Ñ³Ýñ³óÝ»É ó³ÝÏ³ó³Í ¾íÏÉÇ¹»ëÛ³Ý
ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý Ñ³Ù³ñ:

ê³ÑÙ³ÝáõÙ 29. ¸Çóáõù u; v-Ý U ¾íÏÉÇ¹»ëÛ³Ý ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ï³ñ-
ñ»ñ »Ý ¨ v 6= o: u ï³ññÇ ûñÃá·áÝ³É åñáÛ»ÏóÇ³ v ï³ññÇ íñ³ Ï³Ýí³Ý»Ýù
projvu = (u;v)

(v;v)
v ï³ññÁ:

ºÃ» jjvjj = 1, ³å³ projvu = (u; v)v:
úñÇÝ³Ï 121. ¸Çï³ñÏ»Ýù R3 ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ ¾íÏÉÇ¹»ëÛ³Ý

ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³Éáí: Ð³ßí»É u = (6; 2; 4) ï³ññÇ ûñÃá·áÝ³É åñáÛ»Ï-
óÇ³Ý v = (1; 2; 0) ï³ññÇ íñ³:

ø³ÝÇ áñ (u; v) = 10 ¨ jjvjj2 = 5, ³å³

projvu =
10

5
(1; 2; 0) = (2; 4; 0) : ²

Ü³Ëáñ¹ ûñÇÝ³ÏáõÙ u¡projvu = (6; 2; 4)¡(2; 4; 0) = (4;¡2; 4)ï³ññÁ
ûñÃá·áÝ³É ¾ v = (1; 2; 0) ï³ññÇÝ: ê³ ï»ÕÇ áõÝÇ ó³ÝÏ³ó³Í ¹»åùáõÙ:

Â»áñ»Ù 54. ¸Çóáõù u; v-Ý U ¾íÏÉÇ¹»ëÛ³Ý ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ï³ññ»ñ »Ý
¨ v 6= o: ²Û¹ ¹»åùáõÙ

(u¡ projvu; v) = 0;

³í»ÉÇÝ

d(u; projvu) < d(u; ¸v); ¸ 6= (u; v)

(v; v)
:

²ÛÉ Ï»ñå ³ë³Í, µáÉáñ ÑÝ³ñ³íáñ ¸v í»ÏïáñÝ»ñÇó u-ÇÝ ³Ù»Ý³ÙáïÁ
projvu í»ÏïáñÝ ¾ (ÝÏ. 15):

x

yprojyx

dHx,projyxL x

yλy

dHx,λyL

ÝÏ. 15

úñÇÝ³Ï 122. ¸Çóáõù C[0; 1] ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý f; g ï³ññ»ñÇ ëÏ³ÉÛ³ñ
³ñï³¹ñÛ³ÉÁ ë³ÑÙ³Ýí³Í ¾

(f; g) =

Z 1

0

f(x)g(x)dx
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ûñ»Ýùáí: ¶ïÝ»É f(x) = 1 ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ûñÃá·áÝ³É åñáÛ»ÏóÇ³Ý g(x) = x
ï³ññÇ íñ³:

àõÝ»Ýù

projgf =
(f; g)

(g; g)
g =

1=2

1=3
x =

3

2
x : ²

ê³ÑÙ³ÝáõÙ 30. ¾íÏÉÇ¹»ëÛ³Ý ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý S Ñ³Ù³ËáõÙµÝ ³Ýí³-
ÝáõÙ »Ý ûñÃá·áÝ³É Ñ³Ù³ËáõÙµ, »Ã» S-Ç µáÉáñ ï³ññ»ñÁ ÷áË³¹³ñÓ ûñ-
Ãá·áÝ³É »Ý: ÆëÏ »Ã» S-Ç µáÉáñ ï³ññ»ñÁ Ý³¨ ÙÇ³íáñ »Ý, ³å³ S-Ý
³Ýí³ÝáõÙ »Ý ûñÃáÝáñÙ³É Ñ³Ù³ËáõÙµ: ºÃ» S-Á µ³½Çë ¾, ³å³ ³ÛÝ ³Ýí³-
ÝáõÙ »Ý Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ` ûñÃá·áÝ³É µ³½Çë ¨ ûñÃáÝáñÙ³É µ³½Çë:

úñÇÝ³Ï 123. ¸Çï³ñÏ»Ýù Rn ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ ¾íÏÉÇ¹»ëÛ³Ý
ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³Éáí: ÀÝÃ»ñóáÕÇÝ ³é³ç³ñÏáõÙ »Ýù ÇÝùÝáõñáõÛÝ ëïáõ-
·»É, áñ Rn-Ç ïÇå³ÛÇÝ µ³½ÇëÁ ûñÃáÝáñÙ³É ¾:²

úñÇÝ³Ï 124. ¸Çï³ñÏ»Ýù R3 ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ ¾íÏÉÇ¹»ëÛ³Ý
ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³Éáí: òáõÛó ï³Ýù, áñ

S = fv1; v2; v3g = f
µ

1p
2
;
1p
2
; 0

¶
;

Ã
¡
p
2

6
;

p
2

6
;

p
2

3

!
;

µ
2

3
;¡2

3
;
1

3

¶
g

Ñ³Ù³ËáõÙµÁ R3-Ç ûñÃáÝáñÙ³É µ³½Çë ¾: ÆëÏ³å»ë,

(v1; v2) = ¡1

6
+

1

6
+ 0 = 0; (v1; v3) =

2

3
p
2
¡ 2

3
p
2
+ 0 = 0;

(v2; v3) = ¡
p
2

9
¡

p
2

9
+

2
p
2

9
= 0 :

²ÛÝáõÑ»ï¨

jjv1jj =
r

1

2
+

1

2
+ 0 = 1; jjv2jj =

r
2

36
+

2

36
+

8

9
= 1;

jjv3jj =
r

4

9
+

4

9
+

1

9
= 1 :

ØÛáõë ÏáÕÙÇó, Ï³ñ»ÉÇ ¾ óáõÛó ï³É, áñ S-Á ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë Ñ³Ù³ËáõÙµ
¾:²
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Ü³Ëáñ¹ ûñÇÝ³ÏáõÙ S Ñ³Ù³ËÙµÇ ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³ËáõÃÛáõÝÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ñ
ãëïáõ·»É, ù³ÝÇ áñ ×Çßï ¾ Ñ»ï¨Û³ÉÁ.

Â»áñ»Ù 55. ºÃ» S = fv1; ¢ ¢ ¢ ; vng-Á V ¾íÏÉÇ¹»ëÛ³Ý ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý
½ñáÛ³Ï³Ý ï³ññÁ ãå³ñáõÝ³ÏáÕ ûñÃá·áÝ³É Ñ³Ù³ËáõÙµ ¾, ³å³ ³ÛÝ ·Íá-
ñ»Ý ³ÝÏ³Ë ¾: ºÃ» dimV = n, ³å³ n áã ½ñáÛ³Ï³Ý ï³ññ å³ñáõÝ³ÏáÕ
ó³ÝÏ³ó³Í ûñÃá·áÝ³É Ñ³Ù³ËáõÙµ ûñÃá·áÝ³É µ³½Çë ¾:

úñÇÝ³Ï 125. ¸Çóáõù P3 ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹-
ñÛ³ÉÁ ë³ÑÙ³Ýí³Í ¾ ÇÝãå»ë ûñÇÝ³Ï 117-áõÙ: êïáõ·»É, áñ S = f1; x; x2;
x3g Ñ³Ù³ËáõÙµÁ ûñÃáÝáñÙ³É ¾:²

úñÇÝ³Ï 126. ¸Çóáõù C[0; 2¼] ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ f; g ï³ñ-
ñ»ñÇ ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ ë³ÑÙ³Ýí³Í ¾

(f; g) =

Z 2¼

0

f(x)g(x)dx

ûñ»Ýùáí: òáõÛó ï³É, áñ

S = f1; sinx; cosx; sin 2x; cos 2x; ¢ ¢ ¢ ; sinnx; cosnxg

Ñ³Ù³ËáõÙµÁ ûñÃá·áÝ³É ¾: ÆëÏ³å»ë

(sinmx; cosnx) = 0

¨
(sinnx; sinmx) = 0; (cosmx; cosnx) = 0; n 6= m :

ê³Ï³ÛÝ S-Á ûñÃáÝáñÙ³É Ñ³Ù³ËáõÙµ ã¾, ù³ÝÇ áñ

jj1jj2 =

Z 2¼

0

dx = 2¼; jj sinnxjj2 = jj cosnxjj2jj = ¼ :

úñÃáÝáñÙ³É Ñ³Ù³ËáõÙµ ëï³Ý³Éáõ Ñ³Ù³ñ Ñ³ñÏ³íáñ ¾ S-Ç Ûáõñ³ù³Ý-
ãÛáõñ ï³ññ ÝáñÙ³íáñ»É: ²ÏÝÑ³Ûï ¾, áñ

S = f 1p
2¼

;
1p
¼
sinx;

1p
¼
cosx;

1p
¼
sin 2x;

1p
¼
cos 2x;

¢ ¢ ¢ ; 1p
¼
sinnx;

1p
¼
cosnxg
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Ñ³Ù³ËáõÙµÁ ûñÃáÝáñÙ³É ¾: ²
Üß»Ýù ûñÃáÝáñÙ³É µ³½ÇëÇ áñáß ³é³í»ÉáõÃÛáõÝÝ»ñ áã ûñÃáÝáñÙ³É

µ³½ÇëÇ ÝÏ³ïÙ³Ùµ: ¸Çóáõù u; v-ÝU ¾íÏÉÇ¹»ëÛ³Ý ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ï³ññ»ñ
»Ý, ÇëÏ S = fe1; ¢ ¢ ¢ ; eng-Á` Ýñ³ µ³½ÇëÁ: Î·ïÝí»Ý ³ÛÝåÇëÇ u1; ¢ ¢ ¢ ; un;
v1; ¢ ¢ ¢ ; vn Ãí»ñ, áñ

u = u1e1 + ¢ ¢ ¢+ unen; v = v1e1 + ¢ ¢ ¢+ vnen :

Ð³ßí»Ýù (u; v) ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ

(u; v) = (u1e1 + ¢ ¢ ¢+ unen; v1e1 + ¢ ¢ ¢+ vnen) =

nX

i;j=1

(ei; ej)uivj :

êï³óí³Í ³ñ¹ÛáõÝùÁ Ñ³Ù»Ù³ï»ù ûñÇÝ³Ï 116-áõÙ ë³ÑÙ³Ýí³Í ëÏ³ÉÛ³ñ
³ñï³¹ñÛ³ÉÇ Ñ»ï: ºÃ» S µ³½ÇëÁ ûñÃÝáñÙ³É ¾, ³å³ (u; v) ³ñï³¹ñÛ³ÉÝ
³í»ÉÇ å³ñ½ ï»ëù áõÝÇ

(u; v) =
nX

i;j=1

(ei; ej)uivj =
nX

i=1

uivi

(å³ï³ëË³ÝÁ Ñ³Ù»Ù³ï»ù ¾íÏÉÇ¹»ëÛ³Ý ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÇ Ñ»ï):
ÆÝãå»ë ·Çï»Ýù, ui Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÁ ·ïÝ»Éáõ Ñ³Ù³ñ ³ÝÑñ³Å»ßï ¾

ÉáõÍ»É ·Í³ÛÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇ Ñ³Ù³Ï³ñ·: ºÃ» S-Á ûñÃáÝáñÙ³É µ³½Çë
¾, ³å³ ui-»ñÇ Ñ³ßíáõÙÁ ³ÝÑ³Ù»Ù³ï Ñ»ßï³ÝáõÙ ¾:

Â»áñ»Ù 56. ºÃ» S = fe1; ¢ ¢ ¢ ; eng-Á U ¾íÏÉÇ¹»ëÛ³Ý ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý
ûñÃáÝáñÙ³É µ³½Çë ¾, ³å³ u ï³ññÁ S µ³½ÇëáõÙ áõÝÇ Ñ»ï¨Û³É Ý»ñÏ³-
Û³óáõÙÁ

u = (u; e1)e1 + (u; e2)e2 + ¢ ¢ ¢+ (u; en)en :

(u; ei) Ãí»ñÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý üáõñÇ»Ç ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñ:

úñÇÝ³Ï 127. ¶ïÝ»É u = (5;¡5; 2) ï³ññÇ Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÁ

S = fu1; u2; u3g = f

0
@

3=5
4=5
0

1
A ;

0
@

¡4=5
3=5
0

1
A ;

0
@

0
0
1

1
Ag

µ³½ÇëáõÙ:
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S-Á ûñÃáÝáñÙ³É ¾: àõÝ»Ýù

(u; u1) = ¡1; (u; u2) = ¡7; (u; u3) = 2 :

²ÛÝáõÑ»ï¨, u = ¡u1 ¡ 7u2 + 2u3: ²
¸Çóáõù R-Á ¾íÏÉÇ¹»ëÛ³Ý ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¾ ¨ ei 2 R; i = 1;m: ¸Ç-

ï³ñÏ»Ýù ¶ñ³ÙÇ áñáßÇãÁ

G(e1; ¢ ¢ ¢ ; ek) =

¯̄
¯̄
¯̄
¯

(e1; e1) (e1; e2) ¢ ¢ ¢ (e1; em)
(e2; e1) (e2; e2) ¢ ¢ ¢ (e2; em)
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢

(em; e1) (em; e2) ¢ ¢ ¢ (em; em)

¯̄
¯̄
¯̄
¯
:

Â»áñ»Ù 57. àñå»ë½Ç fe1; ¢ ¢ ¢ ; emg Ñ³Ù³ËáõÙµÁ ÉÇÝÇ ·Íáñ»Ý ³Ý-
Ï³Ë ³ÝÑñ³Å»ßï ¾ ¨ µ³í³ñ³ñ, áñ G(e1; ¢ ¢ ¢ ; em) 6= 0:

úñÇÝ³Ï 128. òáõÛó ï³Ýù, áñ En ¾íÏÉÇ¹»ëÛ³Ý ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý

S = fe1; e2; e3g = f(1; 2; 3)T ; (0; 1; 2)T ; (¡2; 0; 1)Tg

Ñ³Ù³ËáõÙµÁ ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë ¾:
àõÝ»Ýù

(e1; e1) = 14; (e1; e2) = 8; (e1; e3) = 1;

(e2; e2) = 5; (e2; e3) = 2; (e3; e3) = 5;

G(e1; e2; e3) =

¯̄
¯̄
¯̄
14 8 1
8 5 2
1 2 5

¯̄
¯̄
¯̄ = 350+32+8¡10¡28¡200 = 152 6= 0 : ²

úñÇÝ³Ï 129. C[a; b] ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹-
ñÛ³ÉÁ ë³ÑÙ³Ýí³Í ¾ Ñ»ï¨Û³É Ï»ñå

(f; g) =

Z 1

¡1

f(x)g(x)dx; f; g 2 C[¡1; 1] :

òáõÛó ï³Ýù, áñ
S1 = ff1; f2; f3g = f1; x; x2g

Ñ³Ù³ËáõÙµÁ ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë ¾ C[¡1; 1]-áõÙ, ÇëÏ

S2 = f1; sinx; cosx; ¢ ¢ ¢ ; sinnx; cosnxg
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Ñ³Ù³ËáõÙµÁ` C[¡¼; ¼]-áõÙ:
àõÝ»Ýù

(f1; f1) = 2; (f1; f2) = 0; (f1; f3) = 2=3;

(f2; f2) = 2=3; (f;f3) = 0; (f3; f3) = 2=5;

G(f1; f2; f3) =

¯̄
¯̄
¯̄

2 0 2=3
0 2=3 0

2=3 0 2=5

¯̄
¯̄
¯̄ = ¡16=45 6= 0 :

S2 Ñ³Ù³ËÙµÇ Ñ³Ù³ñ áõÝ»Ýù

G(1; sinx; cosx; ¢ ¢ ¢ ; sinnx; cosnx) =

=

¯̄
¯̄
¯̄
¯

2¼ 0 0 ¢ ¢ ¢ 0
0 ¼ 0 ¢ ¢ ¢ 0
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
0 0 0 ¢ ¢ ¢ ¼

¯̄
¯̄
¯̄
¯
= 2¼2n+1 6= 0 :

ÊáñÑáõñ¹ »Ýù ï³ÉÇë ³Ûë ï»ë³ÝÏÛáõÝÇó ùÝÝ³ñÏ»É ûñÇÝ³Ï 74-Á ¨ 184
í³ñÅáõÃÛáõÝÁ: ²

úñÇÝ³Ï 130. àñå»ë½Ç R ¾íÏÉÇ¹»ëÛ³Ý ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý fe1; ¢ ¢ ¢ ; emg
Ñ³Ù³ËáõÙµÁ ÉÇÝÇ ·Íáñ»Ý Ï³ËÛ³É, ³ÝÑñ³Å»ßï ¾ ¨ µ³í³ñ³ñ, áñ

G(e1; ¢ ¢ ¢ ; em) = 0 :

¸Çï³ñÏ»Ýù Ñ»ï¨Û³É ·Í³ÛÇÝ ÏáÙµÇÝ³óÇ³Ý

mX

i=1

ciei = 0;

áñï»ÕÇó

(ej;
mX

i=1

ciei) =
mX

i=1

ci(ej ; ei) = 0; j = 1; ¢ ¢ ¢ ;m :

êï³óí³Í Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç áñáßÇãÁ ¶ñ³ÙÇ áñáßÇãÝ ¾:
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ºÃ» fe1; ¢ ¢ ¢ ; emg Ñ³Ù³ËáõÙµÁ ·Íáñ»Ý Ï³ËÛ³É ¾, ³å³ ¹Çï³ñÏí³Í
·Í³ÛÇÝ ÏáÙµÇÝ³óÇ³Ý ï»ÕÇ áõÝÇ ÇÝã áñ c1; ¢ ¢ ¢ ; cm Ãí»ñÇ Ñ³Ù³ñ, áñáÝóÇó
·áÝ» Ù»ÏÁ ½ñá ã¾: ê³ Çñ Ñ»ñÃÇÝ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¾, áñ ëï³óí³Í Ñ³Ù³Ï³ñ·Ý
áõÝÇ áã ½ñáÛ³Ï³Ý ÉáõÍáõÙ, ³ÛëÇÝùÝ ¶ñ³ÙÇ áñáßÇãÁ ½ñá ¾:

Ð³Ï³é³ÏÁ, »Ã» ¶ñ³ÙÇ áñáßÇãÁ ½ñá ¾, ³å³ ëï³óí³Í Ñ³Ù³Ï³ñ·Ý
áõÝÇ áã ½ñáÛ³Ï³Ý ÉáõÍáõÙ, ÇÝãÁ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¾, áñ ïñí³Í Ñ³Ù³ËáõÙµÁ
·Íáñ»Ý Ï³ËÛ³É ¾:²

280. ¶ïÝ»É ïñí³Í í»ÏïáñÝ»ñÇ Ï³½Ù³Í ³ÝÏÛáõÝÁ

³) u =

µ
3
4

¶
; v =

µ
5

¡12

¶
; »Ã» (u; v) = u1v1 + u2v2;

µ) u =

0
@

1
1
1

1
A ; v =

0
@

2
¡2
2

1
A ; »Ã» (u; v) = u1v1 + 2u2v2 + u3v3;

·) f(x) = x; g(x) = x2; »Ã» (f; g) =

Z 1

¡1

f(x)g(x)dx:

281. ¶ïÝ»É projvu; projuv ï³ññ»ñÁ

³) u =

µ
1
2

¶
; v =

µ
2
1

¶
, µ) u =

0
@

1
3
¡2

1
A ; v =

0
@

0
¡1
1

1
A:

282. ¸Çóáõù u =

µ
4
2

¶
; v =

µ
2
¡2

¶
: òáõÛó ï³É, áñ u; v ï³ññ»ñÁ

ûñÃá·áÝ³É »Ý, »Ã» (u; v) = u1v1 + 2u2v2: úñÃá·áÝ³±É »Ý ³Ûë ï³ññ»ñÁ
E2 ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ:

283. ¶ïÝ»É x =

0
B@

1
1
1
1

1
CA ; y =

0
B@

1
¡1
¡1
1

1
CA ; z =

0
B@

2
1
1
3

1
CA ï³ññ»ñÇÝ ûñÃá·áÝ³É

¨ ÝáñÙ³íáñí³Í ï³ññ:
284. òáõÛó ï³É Ñ»ï¨Û³É ï³ññ»ñÇ ûñÃá·áÝ³ÉáõÃÛáõÝÁ ¨ Ñ³Ù³ËáõÙµÁ
Éñ³óÝ»É ÙÇÝã¨ ûñÃá·áÝ³É µ³½Çë
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³)

0
B@

1
¡2
2
¡3

1
CA ;

0
B@

2
¡3
2
4

1
CA ; µ)

0
B@

1
1
1
2

1
CA ;

0
B@

1
2
3
¡3

1
CA :

285. Ð»ï¨Û³É Ñ³Ù³ËÙµ»ñÁ Éñ³óÝ»É ÙÇÝã¨ ûñÃáÝáñÙ³íáñí³Í µ³½Çë

³)

0
@

2=3
1=3
2=3

1
A ;

0
@

1=3
2=3
¡2=3

1
A, µ)

0
B@

1=2
1=2
1=2
1=2

1
CA ;

0
B@

1=2
1=2
¡1=2
¡1=2

1
CA :

286. ¶ïÝ»É u = (0;¡4; 3)T ï³ññÇÝ ûñÃá·áÝ³É µáÉáñ ï³ññ»ñÁ:
287. ä³ñ½»É, Ã» Ñ»ï¨Û³É Ñ³Ù³ËÙµ»ñÇó á±ñÝ ¾ ûñÃá·áÝ³É, ûñÃáÝáñÙ³É
Ï³Ù ¾É áã Ù»ÏÁ, áã ¾É` ÙÛáõëÁ

³) f
µ
11
4

¶
;

µ
8
¡3

¶
g, µ) f

0
B@

¡6
3
2
1

1
CA ;

0
B@

2
0
6
0

1
CAg,

·) f

0
B@

p
10=10
0
0

3
p
10=10

1
CA ;

0
B@

0
0
1
0

1
CA ;

0
B@

0
1
0
0

1
CA ;

0
B@

¡3
p
10=10
0
0p

10=10

1
CAg:

288. òáõÛó ï³É, áñ f
µ
sin µ
cos µ

¶
;

µ
cos µ
¡ sin µ

¶
g Ñ³Ù³ËáõÙµÁ ûñÃáÝáñÙ³É ¾:

289. ¶ïÝ»É x ï³ññÇ Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÁ B ûñÃáÝáñÙ³É µ³½ÇëáõÙ

³) x =

µ
1
2

¶
; B = f

0
@

¡2
p
13

13

3
p
13

13

1
A ;

0
@

3
p
13

13

2
p
13

13

1
Ag,

µ) x =

0
@

2
¡2
1

1
A ; B = f

0
BBBB@

1p
10

0

3p
10

1
CCCCA

;

0
@

0
1
0

1
A ;

0
BBBB@

¡ 3p
10

0

1p
10

1
CCCCA
g,
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·) x =

0
@

5
10
15

1
A ; B = f

0
BBB@

3
5

4
5

0

1
CCCA ;

0
BBB@

¡4
5

3
5

0

1
CCCA ;

0
@

0
0
1

1
Ag:

290. ²å³óáõó»É, áñ »Ã» x ï³ññÁ ûñÃá·áÝ³É ¾ u1; ¢ ¢ ¢ ; un ï³ññ»ñÇÝ,
³å³³ÛÝ ûñÃá·áÝ³É ¾ linfu1; ¢ ¢ ¢ ; umg ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ó³ÝÏ³ó³Í
ï³ññÇ:
291. ú·ïí»Éáí ¶ñ³ÙÇ áñáßÇãÇó Ñ»ï³½áï»É ïñí³Í Ñ³Ù³ËÙµ»ñÇ ·Í³-
ÛÇÝ Ï³Ëí³ÍáõÃÛáõÝÁ ïñí³Í I ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ

³)f2x¡ 1; 2x+ 1; xg; I = [¡1; 1],
µ)fx; jxjg; I = [¡1; 1],
·)fx3; x2jxj; xg; I = [0; 1],
¹)fx3; x2jxj; xg; I = [¡1; 1],
»)fxk1 ; xk2 ; ¢ ¢ ¢ ; xkmg; ki 6= kj ; i 6= j; I = (a; b); b > a > 0,
½)fep1x; ¢ ¢ ¢ ; xm1ep1x; ep2x; ¢ ¢ ¢ ; xm2ep2x; ¢ ¢ ¢ ; epkx; ¢ ¢ ¢ ; xmkepkxg;
mj ¸ 0 ³ÙµáÕç Ãí»ñ »Ý, pi 6= pj; i 6= j; I = (a; b):

292. ¸Çóáõù fu1; u2; ¢ ¢ ¢ ; umg-Á Rn-Ç ûñÃáÝáñÙ³É Ñ³Ù³ËáõÙµ ¾: ²å³-
óáõó»É, áñ ó³ÝÏ³ó³Í v 2 Rn ï³ññÇ Ñ³Ù³ñ ×Çßï ¾ ´»ë»ÉÇ ³ÝÑ³í³ë³-

ñáõÃÛáõÝÁ

jjvjj2 ¸
mX

i=1

(v; ui)
2 :

293. ¸Çóáõù fu1; u2; ¢ ¢ ¢ ; ung Ñ³Ù³ËáõÙµÁ ûñÃáÝáñÙ³É µ³½Çë ¾ Rn-áõÙ:
²å³óáõó»É, áñ v 2 Rn ó³ÝÏ³ó³Í ï³ññÇ Ñ³Ù³ñ ×Çßï ¾ ä³ñë¨³ÉÇ

Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ

jjvjj2 = j(v; u1)j2 + j(v; u2)j2 + ¢ ¢ ¢+ j(v; un)j2 :

294. ²å³óáõó»É, áñ

jju+ vjj = jju¡ vjj

Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ ï»ÕÇ áõÝÇ ³ÛÝ ¨ ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñµ u; v ï³ññ»ñÁ
ûñÃá·áÝ³É »Ý:
295.òáõÛó ï³É, áñ fv1; ¢ ¢ ¢ ; vkg ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë Ñ³Ù³ËÙµÇ ¶ñ³ÙÇ áñá-
ßÇãÁ ¹ñ³Ï³Ý ¾:
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17. ¶ð²Ø-ÞØÆ¸îÆ úðÂà¶àÜ²È²òØ²Ü ºÔ²Ü²ÎÀ

¸Çóáõù B = fv1; ¢ ¢ ¢ ; vng Ñ³Ù³ËáõÙµÁ V ¾íÏÉÇ¹»ëÛ³Ý ï³ñ³ÍáõÃ-
Û³Ý áñ¨¾ µ³½Çë ¾: Î³éáõó»Ýù Ýáñ` B0 = fw1; ¢ ¢ ¢ ; wng µ³½Çë Ñ»ï¨Û³É
»Õ³Ý³Ïáí

w1 = v1; w2 = v2¡
(v2; w1)

(w1; w1)
w1; w3 = v3¡

(v3; w1)

(w1; w1)
w1¡

(v3; w2)

(w2; w2)
w2;

wn = vn ¡ (vn; w1)

(w1; w1)
w1 ¡

(vn; w2)

(w2; w2)
w2 ¡ ¢ ¢ ¢ ¡ (vn; wn¡1)

(wn¡1; wn¡1)
wn¡1 :

Î³ñ»ÉÇ ¾ óáõÛó ï³É, áñ B0-Á V ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ûñÃá·áÝ³É µ³½Çë ¾: ²í»-
ÉÇÝ, »Ã»

ui =
wi

jjwijj
³å³ B00 = fu1; ¢ ¢ ¢ ; ung Ñ³Ù³ËáõÙµÁ ÏÉÇÝÇ V ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ûñÃáÝáñ-
Ù³É µ³½Çë ¨ linfv1; v2; ¢ ¢ ¢ ; vkg = linfu1; u2; ¢ ¢ ¢ ; ukg :

¶Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë Ñ³Ù³ËÙµÇ ûñÃá·áÝ³É³óÙ³Ý ³ÛëåÇëÇ »Õ³Ý³ÏÝ
³Ýí³ÝáõÙ »Ý ¶ñ³Ù-ÞÙÇ¹ïÇ ûñÃá·áÝ³É³óÙ³Ý »Õ³Ý³Ï:

Â»áñ»Ù 58. ò³ÝÏ³ó³Í í»ñç³íáñ ã³÷³ÝÇ ¾íÏÉÇ¹»ëÛ³Ý ï³ñ³ÍáõÃ-
ÛáõÝáõÙ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ûñÃÝáñÙ³íáñí³Í µ³½Çë:

úñÇÝ³Ï 131. ¸Çï³ñÏ»Ýù R2-Ç Ñ»ï¨Û³É µ³½ÇëÁ

B = fv1; v2g = f
µ
1
1

¶
;

µ
0
1

¶
g :

ÎÇñ³é»Ýù ¶ñ³Ù-ÞÙÇ¹ïÇ ûñÃá·áÝ³É³óÙ³Ý »Õ³Ý³ÏÁ

w1 = v1 =

µ
1
1

¶
;

w2 = v2 =
(v2; w1)

(w1; w1)
w1 =

µ
0
1

¶
¡ 1

2

µ
1
1

¶
=

µ
¡1=2
1=2

¶
:

B0 = fw1; w2g Ñ³Ù³ËáõÙµÁ R2-Ç ûñÃá·áÝ³É µ³½Çë ¾: ÜáñÙ³íáñ»Ýù
ëï³óí³Í Ñ³Ù³ËáõÙµÁ

u1 =
w1

jjw1jj
=

1p
2

µ
1
1

¶
=

µ
1=
p
2

1=
p
2

¶
;
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u2 =
w2

jjw2jj
=

µ
¡1=

p
2

1=
p
2

¶
:

B00 = fu1; u2g Ñ³Ù³ËáõÙµÁ R2-Ç ûñÃáÝáñÙ³íáñí³Í µ³½Çë ¾ (ï»ë ÝÏ.
16): àõß³¹ñáõÃÛáõÝ ¹³ñÓÝ»Ýù ³ÛÝ ÷³ëïÇ íñ³, áñ »Ã» ûñÃá·áÝ³É³óÙ³Ý
»Õ³Ý³ÏÁ ÏÇñ³é»Ýù fv2; v1g µ³½ÇëÇ Ñ³Ù³ñ, ³å³ Ïëï³óíÇ ÙÇ³Ý·³-
Ù³ÛÝ ³ÛÉ å³ï³ëË³Ý: ²

−1 1

H0,1L H1,1L
v1v2

B=8v1,v2<

−1 1

H−
1

���������è!!!!
2
,

1
���������è!!!!
2

L H 1
���������è!!!!
2
,

1
���������è!!!!
2

L

u1u2

B''=8u1,u2<

ÝÏ. 16

úñÇÝ³Ï 132. ¸Çï³ñÏ»Ýù P2 ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ

(p; q) =

Z 1

¡1

p(x)q(x)dx

ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³Éáí: P2-áõÙ ¹Çï³ñÏ»Ýù Ñ»ï¨Û³É µ³½ÇëÁ

B = fv1; v2; v3g = f1; x; x2g :

B Ñ³Ù³ËÙµÇ ÝÏ³ïÙ³Ùµ ÏÇñ³é»Ýù ¶ñ³Ù-ÞÙÇ¹ïÇ ûñÃá·áÝ³É³óÙ³Ý
»Õ³Ý³ÏÁ:

w1 = v1 = 1; w2 = v2 ¡
(v2; w1)

(w1; w1)
w1 = x¡ 0

2
1 = x;

w3 = v3 ¡
(v3; w1)

(w1; w1)
w1 ¡

(v3; w2)

(w2; w2)
w2 = x2 ¡ 2=3

2
1¡ 0

2=3
x = x2 ¡ 1

3
:
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êï³óí³Í Ñ³Ù³ËáõÙµÁ ÝáñÙ³íáñ»Ýù

u1 =
1p
2
; u2 =

p
3p
2
x; u3 =

p
5

2
p
2
(3x2 ¡ 1) :

B00 = fu1; u2; u3g Ñ³Ù³ËáõÙµÁ P2-Ç ûñÃáÝáñÙ³É µ³½Çë ¾: ²Ûë µ³½Ù³Ý-
¹³ÙÝ»ñÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý È»Å³Ý¹ñÇ ÝáñÙ³íáñí³Í µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñ:²

úñÇÝ³Ï 133. Î³éáõó»É v1; v2 ï³ññ»ñáí ÍÝí³Í ·Í³ÛÇÝ Ã³Õ³ÝÃÇ
ûñÃáÝáñÙ³íáñí³Í µ³½ÇëÁ, »Ã»

v1 =

0
@

1=2
1
0

1
A ; v2 =

0
@

1=2
0
2

1
A :

Ð»ßï ¾ ëïáõ·»É, áñ u ¨ v ï³ññ»ñÁ ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë »Ý: ÎÇñ³é»Éáí ûñÃá-
·áÝ³ÉÇ½³óÇ³ÛÇ »Õ³Ý³ÏÁ Ïëï³Ý³Ýù

u1 =

0
@

1=2
1
0

1
A ; u2 =

0
@

2=5
¡1=5
1

1
A :

²ÛëåÇëáí, fu1; u2g Ñ³Ù³ËáõÙµÁ linfv1; v2g ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ûñ-
ÃáÝáñÙ³íáñí³Í µ³½Çë ¾:²

296. Ð»ï¨Û³É Ñ³Ù³ËÙµ»ñÇó á±ñÝ ¾ ûñÃáÝáñÙ³É: Ð³Ï³é³Ï ¹»åùáõÙ, »Ã»
ÑÝ³ñ³íáñ ¾, ÏÇñ³é»É ¶ñ³Ù-ÞÙÇ¹ïÇ ûñÃá·áÝ³É³óÙ³Ý »Õ³Ý³ÏÁ

³) f
µ
1
0

¶
;

µ
0
2

¶
g, µ) f

µ
1=
p
2

¡1=
p
2

¶
;

µ
1=
p
2

1=
p
2

¶
g,

·) f
µ
1=
p
2

1=
p
2

¶
;

µ
¡1=

p
2

¡1=
p
2

¶
g, ¹) f

µ
1
0

¶
;

µ
0
0

¶
g:

297. Ð»ï¨Û³É Ñ³Ù³ËÙµ»ñÇó á±ñÝ ¾ ûñÃáÝáñÙ³É: Ð³Ï³é³Ï ¹»åùáõÙ, »Ã»
ÑÝ³ñ³íáñ ¾, ÏÇñ³é»É ¶ñ³Ù-ÞÙÇ¹ïÇ ûñÃá·áÝ³É³óÙ³Ý »Õ³Ý³ÏÁ
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³) f
µ

1p
2
; 0;

1p
2

¶T

;

µ
1p
3
;
1p
3
;¡ 1p

3

¶T

;

µ
¡ 1p

2
; 0;

1p
2

¶T

g,

µ) f
µ
2

3
;¡2

3
;
1

3

¶T

;

µ
2

3
;
1

3
;¡2

3

¶T

;

µ
1

3
;
2

3
;
2

3

¶T

g,

·) f
µ

1p
6
;
1p
6
;¡ 2p

6

¶T

;

µ
1p
2
;¡ 1p

2
; 0

¶T

g:

298. Ð»ï¨Û³É Ñ³Ù³ËÙµ»ñÇó á±ñÝ ¾ ûñÃáÝáñÙ³É: Ð³Ï³é³Ï ¹»åùáõÙ, »Ã»
ÑÝ³ñ³íáñ ¾, ÏÇñ³é»É ¶ñ³Ù-ÞÙÇ¹ïÇ ûñÃá·áÝ³É³óÙ³Ý »Õ³Ý³ÏÁ

³) f
µ
¡4
6

¶
;

µ
5
0

¶
g, µ) f

µ
3

5
;
4

5

¶T

;

µ
¡4

5
;
3

5

¶T

g,

·) f

0
@

4
¡1
1

1
A ;

0
@

¡1
0
4

1
A ;

0
@

¡4
¡17
¡1

1
Ag,

¹) f
Ãp

2

2
; 0; 0;

p
2

2

!T

;

Ã
0;

p
2

2
;

p
2

2
; 0

!T

;

µ
¡1

2
;
1

2
;¡1

2
;
1

2

¶T

g:

299. ¶ñ³Ù-ÞÙÇ¹ïÇ ûñÃá·áÝ³É³óÙ³Ý »Õ³Ý³ÏÁ ÏÇñ³é»É Ñ»ï¨Û³É Ñ³Ù³-
ËÙµ»ñÇ ÝÁÏ³ïÙ³Ùµ

³) f
µ
3
4

¶
;

µ
1
0

¶
g, µ) f

µ
1
¡1

¶
;

µ
1
1

¶
g,

·) f

0
@

4
¡3
0

1
A ;

0
@

1
2
0

1
A ;

0
@

0
0
4

1
Ag, ¹) f

0
@

0
1
1

1
A ;

0
@

1
1
0

1
A ;

0
@

1
0
1

1
Ag:

300. ¸Çóáõù

u1 =

0
@

1
0
0

1
A ; u2 =

0
BBBB@

0

1p
2

1p
2

1
CCCCA

; u3 =

0
@

0
0
1

1
A :

úñÃáÝáñÙ³íáñ»É fu1; u2; u3g ¨ fu1; u3; u2g Ñ³Ù³ËÙµ»ñÁ:
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301. ¸Çóáõù

u =

µ
1p
5
;¡ 1p

5

¶T

; v =

µ
2p
30

;
3p
30

¶T

:

òáõÛó ï³É, áñ fu; vg Ñ³Ù³ËáõÙµÁ ûñÃáÝáñÙ³É ¾ R2-áõÙ (u; v) = 3u1v1+
2u2v2 ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³Éáí, ë³Ï³ÛÝ ûñÃáÝáñÙ³É ã¾ ïÇå³ÛÇÝ ëÏ³ÉÛ³ñ
³ñï³¹ñÛ³Éáí: úñÃáÝáñÙ³íáñ»É:
302. P2 ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ ë³ÑÙ³Ýí³Í ¾
Ñ»ï¨Û³É Ï»ñå

p(x) = a0 + a1x+ a2x
2; q(x) = b0 + b1x+ b2x

2;

(p; q) = a0b0 + a1b1 + a2b2 :

Ð»ï¨Û³É Ñ³Ù³ËÙµ»ñÇó, á±ñÝ ¾ ûñÃáÝáñÙ³É: Ð³Ï³é³Ï ¹»åùáõÙ` ÏÇñ³é»É
¶ñ³Ù-ÞÙÇ¹ïÇ ûñÃá·áÝ³É³óÙ³Ý »Õ³Ý³ÏÁ

³)

½
x2 + 1p

2
;
x2 + x¡ 1p

3

¾
, µ) fx2; x2 + x; x2 + 2x+ 1g,

·) fx2 ¡ 1; x¡ 1g, ¹)

½
1p
2
(x2 ¡ 1);

1p
6
(x2 ¡ 2x+ 1)

¾
:

303. R2-áõÙ ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ ë³ÑÙ³Ýí³Í ¾ Ñ»ï¨Û³É Ï»ñå

u =

µ
u1

u2

¶
; v =

µ
v1
v2

¶
; (u; v) = 2u1v1 + u2v2 :

¶ñ³Ù-ÞÙÇ¹ïÇ ûñÃá·áÝ³É³óÙ³Ý »Õ³Ý³ÏÁ ÏÇñ³é»É

f
µ

2
¡1

¶
;

µ
¡2
10

¶
g

Ñ³Ù³ËÙµÇ ÝÏ³ïÙ³Ùµ:
304. R3-áõÙ ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ ë³ÑÙ³Ýí³Í ¾ (u; v) = u1v1+2u2v2+

3u3v3 ûñ»Ýùáí: úñÃáÝáñÙ³íáñ»É f

0
@

1
1
1

1
A ;

0
@

1
1
0

1
A ;

0
@

1
0
0

1
Ag Ñ³Ù³ËáõÙ-

µÁ:
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305. P2 ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ ë³ÑÙ³Ýí³Í ¾

(p; q) =

Z 1

0

p(x)q(x)dx

ûñ»Ýùáí: úñÃáÝáñÙ³íáñ»É f1; x; x2g Ñ³Ù³ËáõÙµÁ:
306. M22 ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ ë³ÑÙ³Ýí³Í ¾

u =

µ
u1 u2

u3 u4

¶
; v =

µ
v1 v2
v3 v4

¶
; (u; v) = u1v1 + u2v2 + u3v3 + u4v4

ûñ»Ýùáí: ä³ñ½»É, Ã» Ñ»ï¨Û³É Ñ³Ù³ËÙµ»ñÇó, á±ñÝ ¾ ûñÃáÝáñÙ³É: Ð³Ï³-
é³Ï ¹»åùáõÙ` ÏÇñ³é»É ¶ñ³Ù-ÞÙÇ¹ïÇ ûñÃá·áÝ³É³óÙ³Ý »Õ³Ý³ÏÁ

³) f
µ
1 0
0 0

¶
;

0
@

0 2
3

1
3 ¡2

3

1
A ;

0
@

0 2
3

¡2
3

3
3

1
A ;

0
@

0 1
3

2
3

2
3

1
Ag;

µ) f
µ
1 0
0 0

¶
;

µ
0 1
0 0

¶
;

µ
0 0
1 1

¶
;

µ
0 0
1 ¡1

¶
g :

307. Î³éáõó»É Ñ»ï¨Û³É ï³ññ»ñáí ÍÝí³Í ·Í³ÛÇÝ Ã³Õ³ÝÃÇ ûñÃá·áÝ³É
µ³½ÇëÁ

³) (1; 2; 2;¡1)T ; (1; 1;¡5; 3)T ; (3; 2; 8;¡7)T ;
µ) (1; 1;¡1;¡2)T ; (5; 8;¡2;¡3)T ; (3; 9; 3; 8)T ;
·) (2; 1; 3;¡1)T ; (7; 4; 3;¡3)T ; (1; 1;¡6; 0)T ; (5; 7; 7; 8)T :

308. Î³éáõó»É Ñ»ï¨Û³É Ñ³Ù³ë»é Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ÉáõÍáõÙÝ»ñÇ ·Í³ÛÇÝ ï³-
ñ³ÍáõÃÛ³Ý ûñÃáÝáñÙ³É µ³½ÇëÁ

³) 2x1 + x2 ¡ 6x3 + 2x4 = 0 µ) x1 + x2 ¡ x3 ¡ x4 = 0
x1+2x2¡3x3+4x4 2x1+x2¡2x3¡2x4 = 0 :
x1 + x2 ¡ 3x3 + 2x4 :

309. ¸Çóáõù S = fu1; ¢ ¢ ¢ ; ung Ñ³Ù³ËáõÙµÁ ·Íáñ»Ý Ï³ËÛ³É ¾ U ¾íÏÉÇ-
¹»ëÛ³Ý ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ: ÜÏ³ñ³·ñ»É ¶ñ³Ù-ÞÙÇ¹ïÇ ûñÃá·áÝ³É³óÙ³Ý
»Õ³Ý³ÏÇ ÏÇñ³éÙ³Ý ³ñ¹ÛáõÝùÁ S Ñ³Ù³ËÙµÇ ÝÏ³ïÙ³Ùµ:

MATHEMATICA-Æ ¶ð²¸²ð²Ü

¶ñ³Ù-ÞÙÇ¹ïÇ ûñÃá·áÝ³É³óÙ³Ý »Õ³Ý³ÏÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ Çñ³Ï³Ý³óÝ»É

GramSchmidt[fv1; ¢ ¢ ¢ ; vng]
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Ññ³Ù³ÝÇ û·ÝáõÃÛ³Ùµ, áñÁ ïñí³Í fv1; ¢ ¢ ¢ ; vng Ñ³Ù³ËáõÙµÁ (å³ñï³-
¹Çñ ã¾, áñ ³ÛÝ ÉÇÝÇ ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë) Ó¨³÷áËáõÙ ¾ fu1; ¢ ¢ ¢ ; ung ûñÃá-
ÝáñÙ³íáñí³Í Ñ³Ù³ËÙµÇ: ²Û¹ Ññ³Ù³ÝÁ ·ïÝíáõÙ ¾ LinearAlgebra‘Ortho-
gonalization‘ Éñ³óáõóÇã ÷³Ã»ÃáõÙ:

Æñ³Ï³Ý³óÝ»Ýù Ýßí³Í Ññ³Ù³ÝÁ

fv1; v2; v3g = f(2;¡1; 2)T ; (0; 2; 1)T ; (1; 0;¡1)T g
Ñ³Ù³ËÙµÇ Ñ³Ù³ñ: àñå»ë ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³É ÁÝ¹áõÝíáõÙ ¾ R3-Ç ¾í-
ÏÉÇ¹»ëÛ³Ý ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ

In[1]:= << LinearAlgebra`Orthogonalization ;̀

8u1, u2, u3< =

GramSchmidt@882, −1,2<, 80, 2, 1<, 81,0, −1<<D

Out[2]= 99 2
3
, −

1

3
,

2

3
=, 90, 2

è!!!!!
5

,
1

è!!!!!
5

=, 9 è!!!!!
5

3
,

2

3
è!!!!!
5

, −
4

3
è!!!!!
5

==

êïáõ·»Ýù, áñ ëï³óí³Í Ñ³Ù³ËáõÙµÁ ûñÃáÝáñÙ³É ¾

In[3]:= 8u1.u1, u2.u2, u3.u3, u1.u2, u1.u3, u2.u3<
Out[3]= 81, 1, 1, 0, 0, 0<

ÜáõÛÝ Ñ³Ù³Ï³ñ·Á Ï³ñ»ÉÇ ¾ ûñÃá·áÝ³É³óÝ»É ³é³Ýó ÝáñÙ³íáñ»Éáõ

In[4]:= 8u1, u2, u3< =

GramSchmidt@882, −1,2<, 80, 2, 1<, 81,0, −1<<,
Normalized→ FalseD

Out[4]= 982, −1, 2<, 80, 2, 1<, 91, 2

5
, −

4

5
==

êïáõ·»Ýù

In[5]:= 8u1.u1, u2.u2, u3.u3, u1.u2, u1.u3, u2.u3<

Out[5]= 99, 5, 9

5
, 0, 0, 0=
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²ÛÅÙ ûñÃá·áÝ³É³óÙ³Ý »Õ³Ý³ÏÁ ÏÇñ³é»Ýù

v1 = 1; v2 = 2x+ 1; v3 = x2 ¡ x¡ 1; v4 = x3 + x

ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ÝÏ³ïÙ³Ùµ: êÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ ë³ÑÙ³Ý»Ýù

(vi; vj) =

Z 1

¡1

vivjdx

ûñ»Ýùáí: àõÝ»Ýù
In[6]:= GramSchmidtA81, 2 x+ 1, x2− x−1, x3+x<,

InnerProduct→ J‡
−1

1
#1 #2 âx &NE

Out[6]= 9 1

è!!!!!
2

,$%%%%%%%3
2

x,
3

2

$%%%%%%%5
2

J−
1

3
+ x2N, 5

2

$%%%%%%%7
2

J−
3 x

5
+x3N=

P2 ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ ë³ÑÙ³Ýí³Í ¾
ÇÝãå»ë ûñÇÝ³Ï 130-áõÙ: ÜáõÛÝ fv1; v2; v3; v4g Ñ³Ù³ËáõÙµÁ ûñÃá·áÝ³-
É³óÝ»Ýù ³Ûë Ýáñ ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÇ ÝÏ³ïÙ³Ùµ

In[7]:= GramSchmidt@81, 2 x+ 1, x2− x−1, x3+x<,
InnerProduct→

HPadRight@CoefficientList@#1, xD, 4D.
PadRight@CoefficientList@#2, xD, 4D &LD

Out[7]= 91, x, x2, x3=
¸Çï³ñÏ»Ýù Ñ»ï¨Û³É ·Íáñ»Ý Ï³ËÛ³É Ñ³Ù³ËáõÙµÁ: GramSchmidt[]
Ññ³Ù³ÝÁ ãÇ Ñ³ÛïÝ³µ»ñáõÙ ·Íáñ»Ý Ï³Ëí³ÍáõÃÛáõÝÁ

In[8]:= dat = {{0, 0, 1.},

       {1., 0, 0},

       {-0.12988785514152842, 0.3997814966837186,

            0.5468181006215335},

       {1.013982920708332, -0.02721531177817664,

           -0.18567966396292607}};

GramSchmidt[dat]

Out[9]= 880, 0, 1.<, 81., 0, 0.<, 80., 1., 0.<, 80., −1., 0.<<
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²ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñµ Ñ³Ù³ËÙµÇ ï³ññ»ñÇ Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÁ Ãí»ñ »Ý (¨
áã Ã» ëÇÙíáÉÝ»ñ) ¨ å³Ñ³ÝçíáõÙ ¾ Ñ³Ù³ËáõÙµÁ ûñÃá·áÝ³É³óÝ»É ¾íÏÉÇ-
¹»ëÛ³Ý ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³Éáí` Ï³ñ»ÉÇ ¾ û·ï³·áñÍ»É Ù»Ï ³ÛÉ Ññ³Ù³Ý,
áñÝ ³Ûë ¹»åùáõÙ ³ßË³ïáõÙ ¾, ÇÝãå»ë Ñ³ñÏÝ ¾

In[10]:= Householder[dat]

Out[10]= 880., 0., −1.<, 8−1., 0., 0.<, 80., 1., 0.<, 80., 0., 0.<<
¾íÏÉÇ¹»ëÛ³Ý ï³³ÍáõÃÛ³Ý u ï³ññÇ ûñÃá·áÝ³É åñáÛ»ÏóÇ³Ý v ï³ñ-

ñÇ íñ³ Ï³ñ»ÉÇ ¾ ·ïÝ»É Projection[u; v] Ññ³Ù³Ýáí

In[11]:= Projection@86, 2, 4<, 81, 2, 0<D
Out[11]= 82, 4, 0<

18. úðÂà¶àÜ²È Ø²îðÆòÜºð

úñÇÝ³Ï 134. x0y0-Ïááñ¹ÇÝ³ï³Ï³Ý Ñ³Ù³Ï³ñ·Á ëï³óíáõÙ ¾ xy-
áõÕÕ³ÝÏÛáõÝ ¹»Ï³ñïÛ³Ý Ïááñ¹ÇÝ³ï³Ï³Ý Ñ³Ù³Ï³ñ·Á ëÏ½µÝ³Ï»ïÇ
ÝÏ³ïÙ³Ùµ Å³Ù³óáõÛóÇ ëÉ³ùÇÝ Ñ³Ï³é³Ï áõÕÕáõÃÛ³Ùµ µ ³ÝÏÛáõÝáí
åïï»Éáí: ¶ïÝ»É xy ¨ x0y0 Ïááñ¹ÇÝ³ï³Ï³Ý Ñ³Ù³Ï³ñ·»ñáõÙ Q Ï»ïÇ
Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÇ Ï³åÁ:

Q Ï»ïÇ Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÁ Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý Ïááñ¹ÇÝ³ï³Ï³Ý Ñ³-
Ù³Ï³ñ·»ñáõÙ Ýß³Ý³Ï»Ýù` (x; y) ¨ (x0; y0): ÆÝãå»ë Ñ³ÛïÝÇ ¾,

x0 = x cos µ + y sin µ

y0 = ¡x sin µ + y cos µ;

Ï³Ù Ù³ïñÇó³ÛÇÝ ï»ëùáí
µ
x0

y0

¶
=

µ
cos µ sin µ
¡ sin µ cos µ

¶µ
x
y

¶
:

¸Çï³ñÏ»Ýù

P =

µ
cos µ sin µ
¡ sin µ cos µ

¶
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Ù³ïñÇóÁ: Ð³ßí»Ýù PP T , PTP ³ñï³¹ñÛ³ÉÝ»ñÁ

PPT =

µ
cos µ sin µ
¡ sin µ cos µ

¶µ
cos µ ¡ sin µ
sin µ cos µ

¶
=

µ
1 0
0 1

¶

P TP =

µ
cos µ ¡ sin µ
sin µ cos µ

¶µ
cos µ sin µ
¡ sin µ cos µ

¶
=

µ
1 0
0 1

¶
:

²ÛëÇÝùÝ PP T = PTP = E: ²Ûë ³éÝãáõÃÛáõÝÁ ÑÝ³ñ³íáñáõÃÛáõÝ ¾ ï³ÉÇë
Ñ³ßí»É P Ù³ïñÇóÇ Ñ³Ï³¹³ñÓÁ` P¡1 = P T , áñÇ û·ÝáõÃÛ³Ùµ Ï³ñ»ÉÇ ¾
(x; y) Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÝ ³ñï³Ñ³Ûï»É (x0; y0) Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñáí

µ
x
y

¶
= P¡1

µ
x0

y0

¶
= PT

µ
x0

y0

¶
=

µ
cos µ ¡ sin µ
sin µ cos µ

¶µ
x0

y0

¶

Ï³Ù Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ï»ëùáí

x = x0 cos µ ¡ y0 sin µ

y = x0 sin µ + y0 cos µ : ²
ê³ÑÙ³ÝáõÙ 31. A ù³é³ÏáõëÇ Ù³ïñÇóÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý ûñÃá·áÝ³É

Ù³ïñÇó, »Ã»
AAT = ATA = E :

Â»áñ»Ù 59. ¸ÇóáõùA-Ý ù³é³ÏáõëÇ Ù³ïñÇó ¾: Ð»ï¨Û³É åÝ¹áõÙÝ»ñÁ
Ñ³Ù³ñÅ»ù »Ý

² A Ù³ïñÇóÝ ûñÃá·áÝ³É ¾,
² A Ù³ïñÇóÇ ëÛáõÝ»ñÁ Ï³½ÙáõÙ »Ý ûñÃáÝáñÙ³íáñí³Í Ñ³Ù³ËáõÙµ,
² A Ù³ïñÇóÇ ïáÕ»ñÁ Ï³½ÙáõÙ »Ý ûñÃáÝáñÙ³íáñí³Í Ñ³Ù³ËáõÙµ:
úñÇÝ³Ï 135.

A =

0
BBBB@

1p
2

1p
2

0

0 0 1

1p
2

¡ 1p
2

0

1
CCCCA

:

A Ù³ïñÇóÇ ïáÕ»ñÝ »Ý

e1 =

µ
1p
2
;
1p
2
; 0

¶T

; e2 = (0; 0; 1)T ; e3 =

µ
1p
2
;¡ 1p

2
; 0

¶T

:
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àõÝ»Ýù

(e1; e2) = (e1; e3) = (e2; e3) = 0; (e1; e1) = (e2; e2) = (e3; e3) = 1 :

Ð»ï¨³µ³ñ A-Ý ûñÃá·áÝ³É Ù³ïñÇó ¾: êïáõ·»É, áñ A Ù³ïñÇóÇ ëÛáõÝ»ñÁ
¨ë Ï³½ÙáõÙ »Ý ûñÃáÝáñÙ³íáñí³Í Ñ³Ù³ËáõÙµ:²

¸Çóáõù B = fv1; v2; ¢ ¢ ¢ ; vng Ñ³Ù³ËáõÙµÁ V ¾íÏÉÇ¹»ëÛ³Ý ï³ñ³-
ÍáõÃÛ³Ý µ³½Çë ¾: ²ÛëÇÝùÝ, ó³ÝÏ³ó³Í v ï³ññÇ Ñ³Ù³ñ Ï·ïÝí»Ý ³ÛÝåÇ-
ëÇ ®1; ¢ ¢ ¢ ; ®n Ãí»ñ, áñ v = ®1v1 + ¢ ¢ ¢+®nvn: ºÝÃ³¹ñ»Ýù, áñ B0-Á Ù»Ï
³ÛÉ µ³½Çë ¾ ¨ v ï³ññÝ ³Û¹ µ³½ÇëáõÙ áõÝÇ ®0

1; ¢ ¢ ¢ ; ®0
n Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñ: P -

áí Ýß³Ý³Ï»Ýù B µ³½ÇëÇó B0-ÇÝ ³ÝóÙ³Ý Ù³ïñÇóÁ: àõÝ»Ýù
(®0

1; ¢ ¢ ¢ ; ®0
n)

T = P (®1; ¢ ¢ ¢ ; ®n)
T : ºÃ» áñå»ë ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³É ÁÝ-

¹áõÝ»Ýù ïÇå³ÛÇÝ ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ, ³å³ ÇÝãåÇëÇ±Ý å»ïù ¾ ÉÇÝÇ
P Ù³ïñÇóÁ, áñå»ë½Ç jjxjj = jjPxjj: ä³ñ½íáõÙ ¾, áñ ³Û¹åÇëÇ Ñ³ï-
ÏáõÃÛ³Ùµ ûÅïí³Í »Ý ûñÃá·áÝ³É Ù³ïñÇóÝ»ñÁ: ²í»ÉÇÝ, »Ã» B ¨ B0 µ³-
½ÇëÝ»ñÁ ÉÇÝ»Ý ûñÃáÝáñÙ³É, ³å³ ³ÝóÙ³Ý Ù³ïñÇóÁ ³Ýå³ÛÙ³Ý ÏÉÇÝÇ
ûñÃá·áÝ³É (ëïáõ·»É):

310. ä³ñ½»É, Ã» Ñ»ï¨Û³É Ù³ïñÇóÝ»ñÇó áñáÝù »Ý ûñÃá·áÝ³É Ù³ïñÇóÝ»ñ

³)

µ
1 0
0 1

¶
, µ)

0
@

1p
2

¡ 1p
2

1p
2

1p
2

1
A,

·)

0
BBBB@

0 1 1p
2

1 0 0

0 0 1p
2

1
CCCCA
, ¹)

0
BBBB@

¡ 1p
2

1p
6

1p
3

0 ¡ 2p
6

1p
3

1p
2

1p
6

1p
3

1
CCCCA
,

»)

0
BBBBBBB@

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2 ¡5

6
1
6

1
6

1
2

1
6

1
6 ¡5

6

1
2

1
6

¡5
6

1
6

1
CCCCCCCA
, ½)

0
BBBBBBBB@

1 0 0 0

0 1p
3

¡1
2 0

0 1p
3

0 1

0 1p
3

1
2

0

1
CCCCCCCCA

:
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311. òáõÛó ï³É, áñ Ñ»ï¨Û³É Ù³ïñÇóÝ»ñÝ ûñÃá·áÝ³É »Ý µ å³ñ³Ù»ïñÇ
ó³ÝÏ³ó³Í ³ñÅ»ùÇ ¹»åùáõÙ: Ð³ßí»É Ù³ïñÇóÝ»ñÇ Ñ³Ï³¹³ñÓÝ»ñÁ

³)

0
@

cos µ ¡ sin µ 0
sin µ cos µ 0
0 0 1

1
A, µ)

0
@

1 0 0
0 cos µ ¡ sin µ
0 sin µ cos µ

1
A,

·)

0
@

cos µ 0 ¡ sin µ
0 1 0

sin µ 0 cos µ

1
A:

312. a; b; c; d Ñ³ëï³ïáõÝÝ»ñÇ ÇÝãåÇëÇ± ³ñÅ»ùÝ»ñÇ ¹»åùáõÙ A Ù³ïñÇ-
óÁ ÏÉÇÝÇ ûñÃá·áÝ³É Ù³ïñÇó

A = d

0
@

2 ¡1 a
¡1 2 b
2 2 c

1
A :

313. a; b; c; d Ñ³ëï³ïáõÝÝ»ñÇ ÇÝãåÇëÇ± ³ñÅ»ùÝ»ñÇ ¹»åùáõÙ A Ù³ïñÇ-
óÁ ÏÉÇÝÇ ûñÃá·áÝ³É Ù³ïñÇó

A = d

0
BBBBBBB@

1
2

1
2

1p
2

a

1
2 ¡1

2 0 b

1
2

1
2 ¡ 1p

2
c

1
2 ¡1

2 0 d

1
CCCCCCCA

:

314. ²å³óáõó»É, áñ A ¨ AT Ù³ïñÇóÝ»ñÝ ûñÃá·áÝ³É »Ý ÙÇ³Å³Ù³Ý³Ï:
315. ²å³óáõó»É, áñ (n £ n) Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇóÁ ûñÃá·áÝ³É ¾ ³ÛÝ ¨ ÙÇ³ÛÝ
³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñµ Ýñ³ ïáÕ»ñÁ ûñÃáÝáñÙ³É »Ý:
316. ²å³óáõó»É, áñ (n £ n) Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇóÁ ûñÃá·áÝ³É ¾ ³ÛÝ ¨ ÙÇ³ÛÝ
³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñµ Ýñ³ ëÛáõÝ»ñÁ ûñÃáÝáñÙ³É »Ý:
317. ²å³óáõó»É, áñ »Ã» P -Ý ûñÃá·áÝ³É Ù³ïñÇó ¾, ³å³ detP = §1:
318. ²å³óáõó»É, áñ ûñÃá·áÝ³É Ù³ïñÇóÝ áõÝÇ ûñÃá·áÝ³É Ñ³Ï³¹³ñÓ:
319. ²å³óáõó»É, áñ »Ã» A ¨ B Ù³ïñÇóÝ»ñÝ ûñÃá·áÝ³É »Ý, ³å³ ³Û¹åÇ-
ëÇÝ »Ý Ý³¨ AB ¨ BA Ù³ïñÇóÝ»ñÁ:
320. º±ñµ ûñÃá·áÝ³É Ù³ïñÇóÁ ÏÉÇÝÇ ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ:

211



321. Æ±Ýã Ï³ñ»ÉÇ ¾ ³ë»É ûñÃá·áÝ³É Ù³ïñÇóÝ»ñÇ ·áõÙ³ñÇ Ù³ëÇÝ: ¸Ç-
ï³ñÏ»É ûñÇÝ³ÏÝ»ñ:

19. Ø²îðÆòÆ Òºì²öàÊàôØÜ ²ÜÎÚàôÜ²¶Ì²ÚÆÜ îºêøÆ`

úðÂà¶àÜ²È Ø²îðÆòÆ ú¶ÜàôÂÚ²Ø´

Â»áñ»Ù 60. ºÃ» A-Ý (n£ n) Ï³ñ·Ç ëÇÙ»ïñÇÏ Ù³ïñÇó ¾, ³å³
² A-Ý Ï³ñ»ÉÇ ¾ µ»ñ»É ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ ï»ëùÇ,
² A-Ç ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÇ Ñ³Ýñ³Ñ³ßí³Ï³Ý å³ïÇÏáõÃÛáõÝÝ»ñÇ

·áõÙ³ñÁ n ¾,
² Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇ Ñ³Ýñ³Ñ³ßí³Ï³Ý ¨ »ñÏñ³ã³-

÷³Ï³Ý å³ïÇÏáõÃÛáõÝÝ»ñÁ Ñ³í³ë³ñ »Ý:
úñÇÝ³Ï 136. ¸Çï³ñÏ»Ýù Ñ»ï¨Û³É ëÇÙ»ïñÇÏ Ù³ïñÇóÁ

A =

0
BBB@

3 1 0 0 0
1 3 0 0 0
0 0 2 1 1
0 0 1 2 1
0 0 1 1 2

1
CCCA :

A Ù³ïñÇóÇ µÝáõÃ³·ñÇã Ñ³í³ë³ñáõÙÝ ¾

(¸¡ 4)2(¸¡ 1)2(¸¡ 2) = 0 :

Ð³Ù³Ó³ÛÝ Ã»áñ»Ù 60-Ç ¸ = 4 ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáõÙ
¾ 4 ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë ë»÷³Ï³Ý í»ÏïáñÝ»ñ, ¸ = 1 ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇÝ`
»ñÏáõ, ÇëÏ ¸ = 2 ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇÝ` ÙÇ³ÛÝ Ù»Ï ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë ë»÷³-
Ï³Ý í»Ïïáñ: ²ÛëÇÝùÝ, Ù³ïñÇóÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ µ»ñ»É ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝï»ëùÇ:²

Â»áñ»Ù 61. ºÃ» A-Ý ëÇÙ»ïñÇÏ Ù³ïñÇó ¾, ³å³ Ù³ïñÇóÇ ï³ñµ»ñ
ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ ë»÷³Ï³Ý í»ÏïáñÝ»ñÁ ûñ-
Ãá·áÝ³É »Ý:

úñÇÝ³Ï 137. ¸Çï³ñÏ»Ýù Ñ»ï¨Û³É ëÇÙ»ïñÇÏ Ù³ïñÇóÁ

A =

µ
3 1
1 3

¶
:
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A Ù³ïñÇóÇ µÝáõÃ³·ñÇã Ñ³í³ë³ñáõÙÝ ¾

p(¸) = (¸¡ 2)(¸¡ 4) :

¸1 = 2 ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ë»÷³-
Ï³Ý í»Ïïáñ áõÝÇ Ñ»ï¨Û³É ï»ëùÁ

x1 =

µ
s
¡s

¶
; s 6= 0;

ÇëÏ ¸2 = 4 ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ë»-
÷³Ï³Ý í»Ïïáñ‘ Ñ»ï¨Û³É ï»ëùÁ

x2 =

µ
t
t

¶
; t 6= 0 :

òáõÛó ï³Ýù, áñ x1; x2 ë»÷³Ï³Ý í»ÏïáñÝ»ñÁ ûñÃá·áÝ³É »Ý

(x1; x2) = st¡ st = 0 : ²

¸Çóáõù A-Ý (n£ n) Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇó ¾: ºÃ» ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ³ÛÝåÇëÇ
P ûñÃá·áÝ³É Ù³ïñÇó, áñ P¡1AP = PTAP Ù³ïñÇóÁ ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ
¾, ³å³ ³ëáõÙ »Ý, áñ A Ù³ïñÇóÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ µ»ñ»É ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ ï»ëùÇ
ûñÃá·áÝ³É Ù³ïñÇóáí:

Â»áñ»Ù 62. ºÃ» A-Ý (n £ n) Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇó ¾, ³å³ Ñ»ï¨Û³É
åÝ¹áõÙÝ»ñÁ Ñ³Ù³ñÅ»ù »Ý.

² A Ù³ïñÇóÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ µ»ñ»É ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ ï»ëùÇ ûñÃá·áÝ³É
Ù³ïñÇóáí,

² A -Ý áõÝÇ n ë»÷³Ï³Ý í»ÏïáñÝ»ñ, áñáÝù Ï³½ÙáõÙ »Ý ûñÃáÝáñÙ³É
Ñ³Ù³ËáõÙµ,

² A-Ý ëÇÙ»ïñÇÏ Ù³ïñÇó ¾:
úñÇÝ³Ï 138.

A =

0
@

4 2 2
2 4 2
2 2 4

1
A :

A Ù³ïñÇóÝ áõÝÇ ¸ = 8 ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ù Ù»Ï å³ïÇÏáõÃÛ³Ùµ ¨ ¸ =
2 ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ù »ñÏáõ å³ïÇÏáõÃÛ³Ùµ: ¸ = 2 ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇÝ
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Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáõÙ »Ý »ñÏáõ ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë ë»÷³Ï³Ý í»ÏïáñÝ»ñ`
v1 = (¡1; 1; 0)T ; v2 = (¡1; 0; 1)T : v1; v2 Ñ³Ù³ËÙµÇ ÝÏ³ïÙ³Ùµ ÏÇ-
ñ³é»Ýù ¶ñ³Ù-ÞÙÇ¹ïÇ ûñá·áÝ³É³óÙ³Ý »Õ³Ý³ÏÁ

u1 =

µ
¡ 1p

2
;
1p
2
; 0

¶T

; u2 =

µ
¡ 1p

6
;¡ 1p

6
;
2p
6

¶T

:

¸ = 8 ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáõÙ ¾ v3 = (1; 1; 1)
ë»÷³Ï³Ý í»ÏïáñÁ, áñÁ ÝáñÙ³íáñ»Éáõó Ñ»ïá ÏÁÝ¹áõÝÇ Ñ»ï¨Û³É ï»ëùÁ

u3 =

µ
1p
3
;
1p
3
;
1p
3

¶T

:

²Ûëï»ÕÇó Ïëï³Ý³Ýù P ûñÃá·áÝ³É Ù³ïñÇóÁ

P =

0
BBBB@

¡ 1p
2

¡ 1p
6

1p
3

1p
2

¡ 1p
6

1p
3

0 2p
6

1p
3

1
CCCCA

:

êïáõ·»É, áñ PTAP -Ý ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ Ù³ïñÇó ¾:²

322. ¶ïÝ»É ³ÛÝ P ûñÃá·áÝ³É Ù³ïñÇóÁ, áñÁ A-Ý µ»ñáõÙ ¾ ³ÝÏÛáõÝ³-
·Í³ÛÇÝ ï»ëùÇ: Ð³ßí»É P¡1AP Ù³ïñÇóÁ

³)A =

µ
3 1
1 3

¶
, µ)A =

µ
5 3

p
3

3
p
3 ¡1

¶
, ·)A =

µ
¡7 24
24 7

¶
,

¹) A =

0
@

¡2 0 ¡36
0 ¡3 0

¡36 0 ¡23

1
A:
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323. ¶ïÝ»É ³ÛÝ P ûñÃá·áÝ³É Ù³ïñÇóÁ, áñÁ A-Ý µ»ñáõÙ ¾ ³ÝÏÛáõÝ³-
·Í³ÛÇÝ ï»ëùÇ:

³) A =

0
@

1 1 0
1 1 0
0 0 0

1
A, µ) A =

0
@

2 ¡1 ¡1
¡1 2 ¡1
¡1 ¡1 2

1
A,

·) A =

0
B@

3 1 0 0
1 3 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

1
CA, ¹) A =

0
B@

5 ¡2 0 0
¡2 2 0 0
0 0 5 ¡2
0 0 ¡2 2

1
CA:

MATHEMATICA-Æ ¶ð²¸²ð²Ü

îñí³Í m ëÇÙ»ïñÇÏ Ù³ïñÇóÁ ûñÃá·áÝ³É Ó¨³÷áËáõÃÛ³Ùµ ³ÝÏÛáõ-
Ý³·Í³ÛÇÝ ï»ëùÇ Ï³ñ»ÉÇ ¾ µ»ñ»É SchurDecomposition[m] Ññ³Ù³Ýáí,
áñÁ í»ñ³¹³ñÓÝáõÙ ¾ »ñÏáõ Ù³ïñÇóÝ»ñ` q ¨ t, áñï»Õ q Ù³ïñÇóÁ ûñÃá·á-
Ý³É ¾, t-Ý` ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ ¨m = qtqT : ¸Çï³ñÏ»Ýù Ñ»ï¨Û³É ëÇÙ»ïñÇÏ
Ù³ïñÇóÁ ¨ ³ÛÝ Ó¨³÷áË»Ýù ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ ï»ëùÇ

In[1]:= m =
i
k
jjjj
1 −2 4

−2 2 3
4 3 5

y
{
zzzz êê N;

8q, t< = SchurDecomposition@mD êê Chop;
8q êê MatrixForm, t êê MatrixForm<

Out[3]= 9ik
jjjj
0.683688 0.602924 0.411161

0.524972 −0.797694 0.296798

−0.506927 −0.0129304 0.861892

y
{
zzzz,

i
k
jjjj

−3.50155 0 0

0 3.5603 0

0 0 7.94125

y
{
zzzz=
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êïáõ·»Ýù, áñ q Ù³ïñÇóÁ ûñÃá·áÝ³É ¾

In[4]:= HHq.Transpose@qDL êê ChopL �

HHTranspose@qD.qL êê ChopL � HIdentityMatrix@3DL
Out[4]= True

êïáõ·»Ýù å³ï³ëË³ÝÁ

In[5]:= q.t.Transpose@qD � m

Out[5]= True

20. úðÂà¶àÜ²È Èð²òàôØ: Ø²îðÆòÆ üàôÜ¸²ØºÜî²È

ºÜÂ²î²ð²ÌàôÂÚàôÜÜºðÀ

ê³ÑÙ³ÝáõÙ 32. V ¾íÏÉÇ¹»ëÛ³Ý ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý V1; V2 »ÝÃ³ï³ñ³-
ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý ûñÃá·áÝ³É »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñ, »Ã»
V1-Ç Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ï³ññ ûñÃá·áÝ³É ¾ V2-Ç µáÉáñ ï³ññ»ñÇÝ: ¶ñáõÙ »Ý`
V1?V2:

úñÇÝ³Ï 139. ¸Çï³ñÏ»Ýù Ñ»ï¨Û³É »ñÏáõ »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÁ

V1 = linfv1; v2g = linf(1; 0; 1)T ; (1; 1; 0)T g;

V2 = linfv3g = linf(¡1; 1; 1)Tg :

ø³ÝÇ áñ (v1; v3) = 0 ¨ (v2; v3) = 0, ³å³ V1 ¨ V2 »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ-
Ý»ñÝ ûñÃá·áÝ³É »Ý:²

ê³ÑÙ³ÝáõÙ 33. ¸Çóáõù U -Ý V ¾íÏÉÇ¹»ëÛ³Ý ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý áñ¨¾ »Ý-
Ã³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¾: V -Ç µáÉáñ ³ÛÝ ï³ññ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ, áñáÝù ûñÃá-
·áÝ³É »Ý U -Ç ó³ÝÏ³ó³Í ï³ññÇ, ³Ýí³ÝáõÙ »Ý U »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý
ûñÃá·áÝ³É Éñ³óáõÙ: U -Ç ûñÃá·áÝ³É Éñ³óáõÙÁ Ýß³Ý³ÏáõÙ »Ý U?-áí:

Â»áñ»Ù 63. ¾íÏÉÇ¹»ëÛ³Ý ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý U »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý U?

ûñÃá·áÝ³É Éñ³óáõÙÁ ¨ë »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¾:
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Â»áñ»Ù 64. ò³ÝÏ³ó³Í ¾íÏÉÇ¹»ëÛ³Ý ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ Ï³ñ»ÉÇ ¾ Ý»ñ-
Ï³Û³óÝ»É Çñ áñ¨¾ »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ¨ Ýñ³ ûñÃá·áÝ³É Éñ³óÙ³Ý áõÕÇÕ
·áõÙ³ñÇ ï»ëùáí:

úñÇÝ³Ï 140. ¸Çóáõù

A =

0
B@

1 0
2 0
1 0
0 1

1
CA

v1 v2

:

¶ïÝ»É R4 ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý S = linfv1; v2g »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý
ûñÃá·áÝ³É Éñ³óáõÙÁ:

u 2 R4 ï³ññÁ Ïå³ïÏ³ÝÇ S? ï³ñ³ÍáõÃÛ³ÝÁ, »Ã» (u; v1) =
(u; v2) = 0: ê³ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¾, áñ U? ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ µ³ÕÏ³ó³Í ¾ µáÉáñ
³ÛÝ u ï³ññ»ñÇó, áñáÝù µ³í³ñ³ñáõÙ »Ý ATu = o å³ÛÙ³ÝÇÝ

µ
1 2 1 0
0 0 0 1

¶
0
B@

®1

®2

®3

®4

1
CA =

µ
0
0

¶
:

êï³óí³Í Ñ³Ù³ë»é Ñ³í³ë³ñÙ³Ý ÉáõÍáõÙÝ»ñÇ ýáõÝ¹³Ù»Ýï³É Ñ³Ù³-
ËáõÙµÁ S? ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý µ³½ÇëÝ ¾

u1 = (¡2; 1; 0; 0)T ; u2 = (¡1; 0; 1; 0)T :

²ÛëåÇëáí S? = lin(u1; u2): Ð³Ù³Ó³ÛÝ Ã»áñ»Ù 66-Ç R4 = S © S?:
²ÛëÇÝùÝ` fv1; v2; u1; u2g Ñ³Ù³ËáõÙµÁ R4-Ç µ³½Çë ¾:²

Î³ë»Ýù, áñ u ï³ññÁ ûñÃá·áÝ³É ¾ U »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛ³ÝÁ ¨ ÏÝß³-
Ý³Ï»Ýù u?U , »Ã» ³ÛÝ ûñÃá·áÝ³É ¾ U -Ç ó³ÝÏ³ó³Í ï³ññÇ:

Î³ë»Ýù, áñ v1 ï³ññÁ v ï³ññÇ åñáÛ»ÏóÇ³Ý ¾ S »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý
íñ³ ¨ ÏÝß³Ý³Ï»Ýù v1 = projSv, »Ã»

v = v1 + v2; v1 2 S; v2 2 S? :

²Ûëï»ÕÇó Ñ»ï¨áõÙ ¾, áñ v2 = v ¡ projSv: ²ÛëÇÝùÝ` v ¡ projSv ï³ññÁ
ûñÃá·áÝ³É ¾ s »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛ³ÝÁ:
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Â»áñ»Ù 65. ºÃ» fu1; u2; ¢ ¢ ¢ ; umg Ñ³Ù³ËáõÙµÁ S ½ V »ÝÃ³ï³-
ñ³ÍáõÃÛ³Ý ûñÃáÝáñÙ³É µ³½Çë ¾ ¨ v 2 V , ³å³

projSv = (v; u1)u1 + (v; u2)u2 + ¢ ¢ ¢+ (v; um)um :

úñÇÝ³Ï 141. ¶ïÝ»É v = (1; 1; 3)T ï³ññÇ åñáÛ»ÏóÇ³Ý S ½ R3

»ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý íñ³, »Ã»

S = lin(w1; w2) = linf(0; 3; 1)T ; (2; 0; 0)T g :

ÜÏ³ï»Ýù, áñ fw1; w2g Ñ³Ù³ËáõÙµÁ ûñÃá·áÝ³É ¾: Ð»ï¨Û³É Ñ³Ù³-
ËáõÙµÁ

fu1; u2g = f 1p
10

w1;
1

2
w2g = f(0; 3p

10
;

1p
10

)T ; (1; 0; 0)T g

S-Ç ûñÃáÝáñÙ³É µ³½ÇëÝ ¾: ²Ûëï»ÕÇó

projSv = (v; u1)u1 + (v; u2)u2 =

µ
1;

9

5
;
3

5

¶T

: ²

Â»áñ»Ù 66. ¸Çóáõù S ½ V ¨ v 2 V : ò³ÝÏ³ó³Í u ï³ññÇ Ñ³Ù³ñ S
»ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÇó, »Ã» u 6= projSv, ³å³

jjv ¡ projSvjj < jjv ¡ ujj :

²ÛÉ Ï»ñå ³ë³Í S »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý µáÉáñ ï³ññ»ñÇó v ï³ññÇÝ
³Ù»Ý³ÙáïÁ projSv ï³ññÝ ¾:

ê³ÑÙ³ÝáõÙ 34. ¸Çóáõù A-Ý (m£n) Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇó ¾: ê³ÑÙ³Ý»Ýù
A Ù³ïñÇóÇ ½ñáÛ³Ï³Ý »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ Ï³Ù A Ù³ïñÇóÇ ÏáñÇ½

N (A) = fx 2 Rn : Ax = og

¨ A Ù³ïñÇóÇ å³ïÏ»ñ

R(A) = fy 2 Rm : y = Axg :

N (A), R(A), N (AT ), R(AT ) »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÝ ³Ýí³ÝáõÙ
»Ý A Ù³ïñÇóÇ ýáõÝ¹³Ù»Ýï³É »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñ:
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úñÇÝ³Ï 142. ¶ïÝ»É Ñ»ï¨Û³É Ù³ïñÇóÇ

A =

0
B@

1 2 0
0 0 1
0 0 0
0 0 0

1
CA

u1

u2

u3

u4

v1 v2 v3

ýáõÝ¹³Ù»Ýï³É »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÁ:
rangA = 2: ´³½Çë³ÛÇÝ ëÛáõÝ»ñÝ »Ý v1; v3-Á: Ð»ï¨³µ³ñ R(A) =

linfv1; v3g: N (A) »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý µ³½ÇëÁ Ax = o Ñ³Ù³ë»é Ñ³Ù³-
Ï³ñ·Ç ÉáõÍáõÙÝ»ñÇ ýáõÝ¹³Ù»Ýï³É Ñ³Ù³ËáõÙµÝ ¾`

N (A) = linf(¡2; 1; 0)T g;

ÁÝ¹ áñáõÙ
dim(N (A)) = n¡ r = 3¡ 2 = 1;

áñï»Õ r-Á A Ù³ïñÇóÇ é³Ý·Ý ¾, ÇëÏ n-Á` Ax = o Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ³Ý-
Ñ³ÛïÝ»ñÇ ù³Ý³ÏÝ ¾: ÜáõÛÝ Ó¨áí` R(AT ) = linfu1; u2g, N (AT ) =
linf(0; 0; 1; 0)T ; (0; 0; 0; 1)T g:²

Â»áñ»Ù 67. ºÃ» A-Ý (m£ n) Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇó ¾, ³å³
² N (AT ) ? R(A)
² N (A) ? R(AT ) ² Rm = N (AT )©R(A)
² Rn = N (A)©R(AT ): ²Ûëï»ÕÇó.
Â»áñ»Ù 68. (üñ»¹ÑáÉÙÇ ³ÛÉÁÝïñ³ÝùÁ) Î³Ù Ax = o Ñ³Ù³Ï³ñ·Ý

áõÝÇ ÙÇ³ÛÝ ½ñáÛ³Ï³Ý ÉáõÍáõÙ ¨ ³Û¹ ¹»åùáõÙ Ax = b Ñ³Ù³Ï³ñ·Ý áõÝÇ
ÙÇ³Ï ÉáõÍáõÙ ó³ÝÏ³ó³Í b-Ç Ñ³Ù³ñ, Ï³Ù Ax = o Ñ³Ù³Ï³ñ·Ý áõÝÇ áã
½ñáÛ³Ï³Ý ÉáõÍáõÙ ¨ Ax = b Ñ³Ù³Ï³ñ·Á Ñ³Ù³ï»Õ»ÉÇ ¾ (¨ ³Ýáñáß) ³ÛÝ ¨
ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »Ã» b í»ÏïáñÁ ûñÃá·áÝ³É ¾ ATx = o Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç
µáÉáñ ÉáõÍáõÙÝ»ñÇÝ:

úñÇÝ³Ï 143. ¸Çï³ñÏ»Ýù Ax = b1 ¨ Ax = b2 Ñ³Ù³Ï³ñ·»ñÁ,
áñï»Õ A-Ý ÝáõÛÝÝ ¾ ÇÝã ûñÇÝ³Ï 142-áõÙ,

b1 = (1; 1; 0; 0)T ; b2 = (0; 1; 0; 1)T :

úñÇÝ³Ï 142-Çó áõÝ»Ýù N (AT ) »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý µ³½ÇëÁ: ø³ÝÇ áñ
b1 ?N (AT ), ³å³ Ax = b1 Ñ³Ù³Ï³ñ·Ý áõÝÇ ³Ýí»ñç ù³Ý³ÏáõÃÛ³Ùµ
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ÉáõÍáõÙÝ»ñ, ÇëÏ b2-Á ûñÃá·áÝ³É ã¾ N (AT )-ÇÝ, Ñ»ï¨³µ³ñ` Ax = b2 Ñ³-
Ù³Ï³ñ·Ý ³ÝÑ³Ù³ï»Õ»ÉÇ ¾:²

324. ä³ñ½»É Ñ»ï¨Û³É »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ûñÃá·áÝ³ÉáõÃÛáõÝÁ
³) S1 = linf(2; 1;¡1)T ; (0; 1; 1)T g; S2 = linf(¡1; 2; 0)T g,
µ) S1 = linf(2; 1; 6)T ; (0; 1; 0)T g; S2 = linf(¡3; 0; 1)T g,
·) S1 = linf(¡1; 1;¡1; 1)T ; (0; 2;¡2; 0)Tg;
S2 = linf(1; 1; 1; 1)T g,

¹) S1 = linf(0; 0; 2; 1)T ; (0; 0; 1;¡2)Tg;
S2 = linf(3; 2; 0; 0)T ; (0; 1;¡2; 2)Tg:

325. ¶ïÝ»É U = linfu1; u2; u3g ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ûñÃá·áÝ³É Éñ³ó-
Ù³Ý µ³½ÇëÁ, »Ã»

u1 = (1; 0; 2; 1)T ; u2 = (2; 1; 2; 3)T ; u3 = (0; 1;¡2; 1)T :

326. ¶ïÝ»É U = linfu1; u2g ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ûñÃá·áÝ³É Éñ³óÙ³Ý
µ³½ÇëÁ, »Ã»

u1 = (1; 2; 0; 0)T ; u2 = (0; 1; 0; 1)T :

Î³éáõó»É (U?)? ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý µ³½ÇëÁ:
327. ¶ïÝ»É v = (1; 0; 1; 1)T ï³ññÇ åñáÛ»ÏóÇ³Ý

S = linf(0; 0;¡1; 1)T ; (0; 1; 1; 1)Tg

»ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý íñ³:
328. ¶ïÝ»É v = (2; 3; 4)T ï³ññÇ åñáÛ»ÏóÇ³Ý

S = linf(1; 0; 1)T ; (0; 1; 1)Tg

»ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý íñ³:
329. ¶ïÝ»É b = (2;¡2; 1)T ï³ññÇ åñáÛ»ÏóÇ³Ý ImA »ÝÃ³ï³ñ³-
ÍáõÃÛ³Ý íñ³, »Ã»

A =

0
@

1 2
0 1
1 1

1
A :
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330. ¶ïÝ»É A Ù³ïñÇóÇ ýáõÝ¹³Ù»Ýï³É »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ µ³½Çë-
Ý»ñÁ

³) A =

µ
1 2 3
0 1 0

¶
; µ) A =

0
B@

1 0 0 1
0 1 1 1
1 1 1 2
1 2 2 3

1
CA :

331. ¸Çóáõù V1; V2; V3-Á V ¾íÏÉÇ¹»ëÛ³Ý ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃ-
ÛáõÝÝ»ñ »Ý: ²å³óáõó»É Ñ»ï¨Û³É ÝáõÛÝáõÃÛáõÝÝ»ñÁ

(V ?
1 )? = V1; (V1 + V2)

? = V ?
1 \ V ?

2 ; (V1 \ V2)
? = V ?

1 + V ?
2 ;

V ? = fog; fog? = V;

áñï»Õ fog-Ý ½ñáÛ³Ï³Ý »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ ¾:
332. V ¾íÏÉÇ¹»ëÛ³Ý ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý x = (4;¡1;¡3; 4)T ï³ññÁ Ý»ñÏ³-
Û³óÝ»É x = x1 + x2 ï»ëùáí, áñï»Õ x2 2 V ? ¨

V = linfv1; v2; v3g;

v1 = (1; 1; 1; 1)T ; v2 = (1; 2; 2;¡1)T ; v3 = (1; 0; 0; 3)T :

333. V ¾íÏÉÇ¹»ëÛ³Ý ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý x = (5; 2;¡2; 2)T ï³ññÁ Ý»ñÏ³-
Û³óÝ»É x = x1 + x2 ï»ëùáí, áñï»Õ x2 2 V ? ¨

V = linfv1; v2; v3g;

v1 = (2; 1; 1;¡1)T ; v2 = (1; 1; 3; 0)T ; v3 = (1; 2; 8; 1)T :

334. V -áí Ýß³Ý³Ï»Ýù Ñ»ï¨Û³É Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç

2x1 + x2 + x3 + 3x4 = 0

3x1 + 2x2 + 2x3 + x4 = 0

x1 + 2x2 + 2x3 ¡ 9x4 = 0

ÉáõÍáõÙÝ»ñÇ ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ: x 2 V; x = (7;¡4;¡1; 2)T ï³ññÁ
Ý»ñÏ³Û³óÝ»É x = x1 + x2 ï»ëùáí, áñï»Õ x2 2 V ?:
335. ¸Çóáõù S-Á V ¾íÏÉÇ¹»ëÛ³Ý ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¾:
òáõÛó ï³É, áñ »Ã» x = x1 + x2; y = y1 + y2; x1; y1 2 S; x2; y2 2 S?,
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³å³ z = x + y ï³ññÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ Ý»ñÏ³Û³óÝ»É z = z1 + z2; z1 2 S;
z2 2 S? ï»ëùáí:
336. òáõÛó ï³É, áñ ¾íÏÉÇ¹»ëÛ³Ý ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ó³ÝÏ³ó³Í »ñÏáõ »ÝÃ³-
ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñáõÙ Ï³ñ»ÉÇ ¾ ÁÝïñ»É ³ÛÝåÇëÇ e1; ¢ ¢ ¢ ; ek ¨ f1; ¢ ¢ ¢ ; fs
ûñÃáÝáñÙ³íáñí³Í µ³½ÇëÝ»ñ, áñ (ei; fj) = 0, »Ã» i 6= j ¨ (ei; fi) ¸ 0:

21. öàøð²¶àôÚÜ ø²è²ÎàôêÆÜºðÆ ÊÜ¸ÆðÀ

öáùñ³·áõÛÝ ù³é³ÏáõëÇÝ»ñÇ ËÝ¹ÇñÁ ³é³ç³ÝáõÙ ¾ íÇ×³Ï³·ñáõÃÛáõ-
ÝáõÙ ï³ñµ»ñ Ù³Ã»Ù³ïÇÏ³Ï³Ý Ùá¹»ÉÝ»ñ Ï³éáõó»ÉÇë:

úñÇÝ³Ï 144. îñí³Í ¾ Ñ»ï¨Û³É Ï»ï»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ

(x1; y1) = (1; 1); (x2; y2) = (2; 2); (x3; y3) = (3; 4);

(x4; y4) = (4; 4); (x5; y5) = (5; 6) :

ä³Ñ³ÝçíáõÙ ¾ ·ïÝ»É ³ÛÝ áõÕÕÇ Ñ³í³ë³ñáõÙÁ, áñÁ É³í³·áõÛÝ Ó¨áí ¾
(ï»ë Ý»ñù¨áõÙ) Ùáï³ñÏáõÙ ïñí³Í µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ: Ü³Ë ËÝ¹ÇñÁ ÉáõÍ»Ýù
·ñ³ýÇÏáñ»Ý` ”³ãù³ã³÷áí”: Îááñ¹ÇÝ³ï³Ï³Ý Ñ³ñÃáõÃÛáõÝáõÙ å³ïÏ»-
ñ»Ýù ïñí³Í Ï»ï»ñÁ ¨ ï³Ý»Ýù ³ÛÝåÇëÇ áõÕÇÕÝ»ñ, áñáÝù ³ÝóÝáõÙ »Ý
å³ïÏ»ñí³Í Ï»ï»ñÇÝ Ùáï: úñÇÝ³Ï, ÝÏ 17-áõÙ å³ïÏ»ñí³Í »Ý y =
x+ 0:5 ¨ y = 1:2x áõÕÇÕÝ»ñÇ ·ñ³ýÇÏÝ»ñÁ:

1 2 3 4 5 6

1

2

3

4

5

6

7

y=0.5+x

y=1.2x

ÝÏ.17

ä³ñ½»Éáõ Ñ³Ù³ñ Ã» á±ñ y = f(x)
ýáõÝÏóÇ³Ý ¾ ³í»ÉÇ É³í Ùáï³ñÏáõÙ

(x1; y1); (x2; y2); ¢ ¢ ¢ ; (xn; yn)

Ï»ï»ñÁ, Ï³ñ»ÉÇ ¾ í³ñí»É ³Ûëå»ë.
Ñ³ßí»É f(xi) ³ñÅ»ùÝ»ñÇ ¨ ïñí³Í yi
³ñÅ»ùÝ»ñÇ ï³ñµ»ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ,
áñáÝù ÝÏ. 18-áõÙ å³ïÏ»ñí³Í »Ý Ï»-
ï³·Íáí: ²ÛÝáõÑ»ï¨, ï³ñµ»ñáõÃÛáõÝ-
Ý»ñÁ µ³ñÓñ³óÝ»É ù³é³ÏáõëÇ ¨ ·áõÙ³-
ñ»É: êï³óí³Í Ù»ÍáõÃÛáõÝÝ ³Ýí³ÝáõÙ
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»Ý ÙÇçÇÝ ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ ëË³É: îñí³Í Ï»ï»ñÇ µ³½ÙáõÃÛ³ÝÝ ³Ù»Ý³É³íÁ
Ùáï³ñÏáõÙ ¾ ³ÛÝ áõÕÇÕÁ, áñÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ ÙÇçÇÝ ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ
ëË³ÉÁ Ýí³½³·áõÛÝÝ ¾:

1 2 3 4 5 6

2

3

4

5

6

y=x+0.5Model 1

1 2 3 4 5 6

1

2

3

4

5

6

7

y=1.2xModel 2

ÝÏ.18

ºñÏáõ ·Í³ÛÇÝ Ùá¹»ÉÝ»ñÇ ÙÇçÇÝ ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ ëË³ÉÇ Ñ³ßíÙ³Ý åñá-
ó»ëÁ ÝÏ³ñ³·ñí³Í ¾ Ñ»ï¨Û³É ³ÕÛáõë³ÏáõÙ

y HxL = 0.5+x y HxL =1.2x

xi yi y HxiL Hyi−y HxiLL2
1 1 1.5 H−0.5L2
2 2 2.5 H−0.5L2
3 4 3.5 0.52

4 4 4.5 H−0.5L2
5 6 5.5 −0.52

xi yi y HxiL Hyi −y HxiLL2
1 1 1.2 H−0.2L2
2 2 2.4 H−0.4L2
3 4 3.6 0.42

4 4 4.8 H−0.8L2
5 6 6.0 0.02

‚
i=1

5 Hyi−y HxiLL2 = 1.25 ‚
i=1

5 Hyi−y HxiLL2 =1.00

Ð³Ù³Ó³ÛÝ ³Ûë ³ÕÛáõë³ÏÇ, »ñÏáõ áõÕÇÕÝ»ñÇó Ñ³ñÏ³íáñ ¾ ÁÝïñ»É
y(x) = 1:2x-Á:

²ÛÝ ·Í³ÛÇÝ Ùá¹»ÉÁ, áñÁ µáÉáñ ÑÝ³ñ³íáñ ·Í³ÛÇÝ Ùá¹»ÉÝ»ñÇó ³Ù»Ý³-
É³íÝ ¾ Ùáï³ñÏáõÙ ïñí³Í Ï»ï»ñÇ µ³½ÙáõÃÛ³ÝÁ ÙÇçÇÝ ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ
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ÇÙ³ëïáí, ³Ýí³ÝáõÙ »Ý ·Í³ÛÇÝ ñ»·é»ëÇ³, ÇëÏ áñáÝÙ³Ý »Õ³Ý³ÏÁ` ÷áù-

ñ³·áõÛÝ ù³é³ÏáõëÇÝ»ñÇ »Õ³Ý³Ï:

y(x) = 1:2x ýáõÝÏóÇ³Ý ËÝ¹ñÇ í»çÝ³Ï³Ý ÉáõÍáõÙÁ ã¾: ÐÝ³ñ³íáñ
¾, áñ ·ïÝí»Ý ³ÛÝåÇëÇ áõÕÇÕÝ»ñ, áñáÝù ³í»ÉÇ »Ý ÷áùñ³óÝáõÙ ÙÇçÇÝ
ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ ëË³ÉÁ: ²

öáùñ³·áõÛÝ ù³é³ÏáõëÇÝ»ñÇ ËÝ¹ÇñÁ. ¸Çóáõù A = (aij); i = 1; n; j =
1;m, b = (bi); i = 1; n: ¶ïÝ»É

Ax = b (27)

Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ³ÛÝåÇëÇ ÉáõÍáõÙ, áñÇ Ñ³Ù³ñ ÙÇçÇÝ ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ ëË³ÉÁ

e2 =
nX

i=1

0
@

mX

j=1

aijxj ¡ bi

1
A

2

÷áùñ³·áõÛÝÝ ¾:
(27) Ñ³Ù³Ï³ñ·Á Ï³ñáÕ ¾ ¨ Ñ³Ù³ï»Õ»ÉÇ ãÉÇÝ»É, Ñ³Ï³é³Ï ¹»åùáõÙ,

ÉáõÍ»Éáí (27) Ñ³Ù³Ï³ñ·Á Ù»½ Ñ³ÛïÝÇ »Õ³Ý³ÏÝ»ñáí, Ï·ïÝ»Ýù ËÝ¹ñÇ
³ÛÝåÇëÇ ÉáõÍáõÙ, áñÇ Ñ³Ù³ñ e = 0:

Ð³Ù³Ó³ÛÝ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¾ùëïñ»ÙáõÙÇ ³ÝÑñ³Å»ßï å³ÛÙ³ÝÇ áõÝ»Ýù

@(e2)

@xs
= 2

nX

i=1

Ã
mX

k=1

aikxk ¡ bi

!
ais = 0; s = 1;m;

áñÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ ·ñ³é»É Ý³¨ Ù³ïñÇó³ÛÇÝ ï»ëùáí

ATAx = AT b : (28)

´³óÇ ³Û¹
@2(e2)

@x2
s

= 2
nX

i=1

a2is > 0 :

Ð»ï¨³µ³ñ, »Ã» (28) Ñ³Ù³Ï³ñ·Ý áõÝÇ ÉáõÍáõÙ, ³å³ ³ÛÝ ÷áùñ³·áõÛÝ
ù³é³ÏáõëÇÝ»ñÇ ËÝ¹ñÇ ÉáõÍáõÙ ¾: (28) Ñ³Ù³Ï³ñ·Ý ³Ýí³ÝáõÙ »Ý (27)
Ñ³Ù³Ï³ñ·ÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ ÝáñÙ³É Ñ³Ù³Ï³ñ·:

Â»áñ»Ù 69. ÜáñÙ³É Ñ³Ù³Ï³ñ·Á ÙÇßï Ñ³Ù³ï»Õ»ÉÇ ¾:
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ÜáñÙ³É Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ÉáõÍáõÙÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý (27) Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ³ÝÇë-

Ï³Ï³Ý ÉáõÍáõÙ: ºÃ» (27) Ñ³Ù³Ï³ñ·Á Ñ³Ù³ï»Õ»ÉÇ ¾, ³å³ ³ÝÇëÏ³Ï³Ý
ÉáõÍáõÙÁ Ýñ³ ëáíáñ³Ï³Ý ÉáõÍáõÙÝ ¾: ºÃ» ÝáñÙ³É Ñ³Ù³Ï³ñ·Ý áõÝÇ ³Ý-
í»ñç ù³Ý³ÏáõÃÛ³Ùµ ÉáõÍáõÙÝ»ñ` x = (x1; ¢ ¢ ¢ ; xm), ³å³ ëáíáñ³µ³ñ
ÁÝïñáõÙ »Ý ³ÛÝ Ù»ÏÁ, áñÇ Ñ³Ù³ñ x2

1 + ¢ ¢ ¢ + x2
m ³ñï³Ñ³ÛïáõÃÛáõÝÁ

÷áùñ³·áõÛÝÝ ¾: ²Û¹åÇëÇ ÉáõÍáõÙÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý ÝáñÙ³É ³ÝÇëÏ³Ï³Ý ÉáõÍáõÙ:

Â»áñ»Ù 70. ºÃ» A-Ý (m £ n) Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇó ¾ ¨ rang(A) = n,
³å³ ÝáñÙ³É Ñ³Ù³Ï³ñ·Ý áõÝÇ ÙÇ³Ï ÉáõÍáõÙ:

ì»ñ³¹³éÝ³Ýù Ý³Ëáñ¹ ûñÇÝ³ÏÇÝ
úñÇÝ³Ï 144 (ß³ñáõÝ³ÏáõÃÛáõÝ). ä³Ñ³ÝçíáÕ ·Í³ÛÇÝ ýáõÝÏóÇ³Ý

·ïÝ»Éáõ Ñ³Ù³ñ Ñ³ñÏ³íáñ ¾ ÉáõÍ»É

Ax = b

Ñ³Ù³Ï³ñ·Á, áñï»Õ

A =

0
BBB@

1 1
2 1
3 1
4 1
5 1

1
CCCA ; b =

0
BBB@

1
2
4
4
6

1
CCCA :

²Ûë Ñ³Ù³Ï³ñ·Ý ³ÝÑ³Ù³ï»Õ»ÉÇ ¾, ù³ÝÇ áñ ïñí³Í Ï»ï»ñÁ ã»Ý ·ïÝíáõÙ
Ù»Ï áõÕÕÇ íñ³: Î³½Ù»Ýù Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý ÝáñÙ³É Ñ³Ù³Ï³ñ·Á

AT =

µ
1 2 3 4 5
1 1 1 1 1

¶
; ATA =

µ
55 15
15 5

¶
; AT b =

µ
63
17

¶
:

²Ûëï»ÕÇó`
55x1 + 15x2 = 63

15x1 + 5x2 = 17 :

êï³óí³Í Ñ³Ù³Ï³ñ·Ý áõÝÇ ÙÇ³Ï ÉáõÍáõÙ

x1 = 1:2; x2 = ¡0:2 :

öáùñ³·áõÛÝ ù³é³ÏáõëÇÝ»ñÇ ·Í³ÛÇÝ ËÝ¹ñÇ ÉáõÍáõÙÝ ¾

y(x) = 1:2x¡ 0:2
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·Í³ÛÇÝ ýáõÝÏóÇ³Ý (ï»ë ÝÏ. 19):

1 2 3 4 5 6

1

2

3

4

5

6

7

y=1.2x−0.2

ÝÏ.19

y HxL = 1.2 x−0.2

xi yi y HxiL Hyi−y HxiLL2
1 1 1 0.02

2 2 2.2 H−0.2L2
3 4 3.4 H−0.6L2
4 4 4.6 H−0.6L2
5 6 5.8 0.22

‚
i=1

5 Hyi−y HxiLL2 = 0.8

²ÕÛáõë³ÏáõÙ Ñ³ßíí³Í ¾ y(x) = 1:2x ¡ 0:2 ýáõÝÏóÇ³ÛÇÝ Ñ³Ù³å³-
ï³ëË³ÝáÕ ÙÇçÇÝ ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ ëË³ÉÁ, áñÁ ÇÝãå»ë ¨ ëå³ëíáõÙ ¾ñ,
³í»ÉÇ ÷áùñ ¾ Ý³Ëáñ¹ ³ÕÛáõë³ÏáõÙ ëï³óí³Í ëË³ÉÝ»ñÇó:²

ÜáõÛÝ ËÝ¹ÇñÁ áõëáõÙÝ³ëÇñ»Ýù ûñÃá·áÝ³ÉáõÃÛ³Ý ¨ åñáÛ»ÏóÇ³ÛÇ ·³-
Õ³÷³ñÝ»ñÇ û·ÝáõÃÛ³Ùµ: ºÃ» Ax = b Ñ³Ù³Ï³ñ·Ý ³ÝÑ³Ù³ï»Õ»ÉÇ ¾,
³å³ ó³ÝÏ³ÉÇ ¾ ·ïÝ»É ³ÛÝåÇëÇ x ÉáõÍáõÙ, áñÇ Ñ³Ù³ñ jjAx ¡ bjj2 Ù»-
ÍáõÃÛáõÝÁ ÁÝ¹áõÝáõÙ ¾ Çñ ÷áùñ³·áõÛÝ ³ñÅ»ùÁ: ÜÏ³ï»Ýù, áñ »Ã» û·ï³-
·áñÍíáõÙ ¾ ¾íÏÉÇ¹»ëÛ³Ý ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ, ³å³ jjAx¡ bjj2 Ù»ÍáõÃ-
ÛáõÝÁ ÙÇçÇÝ ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ ëË³ÉÝ ¾:

ø³ÝÇ áñ Ax = b Ñ³Ù³Ï³ñ·Ý ³ÝÑ³Ù³ï»Õ»ÉÇ ¾, ³å³ b í»ÏïáñÁ ãÇ
å³ïÏ³ÝáõÙ ImA ï³ñ³ÍáõÃÛ³ÝÁ: Ð»ï¨³µ³ñ Ù»Ýù áñáÝáõÙ »Ýù R(A)
ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÇó ³ÛÝåÇëÇ Ax í»Ïïáñ, áñÝ ³Ù»Ý³ÙáïÝ ¾ b-ÇÝ: Ø»Ýù
·Çï»Ýù, áñ ³Û¹åÇëÇ í»Ïïáñ ¾Ax = projR(A)b í»ÏïáñÁ: ø³ÝÇ áñAx¡
b = projR(A)b ¡ b í»ÏïáñÁ ûñÃá·áÝ³É ¾ R(A) ï³ñ³ÍáõÃÛ³ÝÁ, ³å³
b = projR(A)b¡ b í»ÏïáñÁ R(AT ) ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÇó ¾, áñÁ Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ
¾ N (AT ) ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý Ñ»ï: Ð»ï¨³µ³ñ

AT (Ax¡ b)) = o

Ï³Ù
ATAx = AT b;
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áñÁ Ax = b Ñ³Ù³Ï³ñ·ÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ ÝáñÙ³É Ñ³Ù³Ï³ñ·Ý ¾: ²
úñÇÝ³Ï 145. ¶ïÝ»É b = (1; 1; 3)T í»ÏïáñÇ åñáÛ»ÏóÇ³Ý R(A) ï³ñ³-
ÍáõÃÛ³Ý íñ³, »Ã»

A =

0
@

0 2
3 0
1 0

1
A :

Üßí³Í åñáÛ»ÏóÇ³Ý ·ïÝ»Éáõ Ñ³Ù³ñ ÉáõÍ»Ýù Ax = b ÷áùñ³·áõÛÝ ù³é³-
ÏáõëÇÝ»ñÇ ËÝ¹ÇñÁ

ATA =

µ
10 0
0 4

¶
; AT b =

µ
6
2

¶
:

ÜáñÙ³É Ñ³Ù³Ï³ñ·Ý ¾

µ
10 0
0 4

¶
=

µ
x1

x2

¶
=

µ
6
2

¶
;

áñÇ ÉáõÍáõÙÝ ¾

x1 =
3

5
; x2 =

1

2
:

¶ïÝ»Ýù b-Ç åñáÛ»ÏóÇ³Ý

Ax =

0
BBB@

1

9
5

3
5

1
CCCA : ²

ÀÝ¹Ñ³Ýñ³å»ë, ïñí³Í

(x1; y1); ¢ ¢ ¢ ; (xm; ym)

Ï»ï»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ Ùáï³ñÏ»É fk(x); k = 1; n ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ
·Í³ÛÇÝ ÏáÙµÇÝ³óÇ³ÛÇ ï»ëùáí

b(x) =
nX

k=1

ckfk(x) :
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²Ûë ¹»åùáõÙ (34) Ñ³Ù³Ï³ñ·Ý áõÝÇ Ñ»ï¨Û³É ï»ëùÁ

b(xi) =

nX

k=1

ckfk(xi); i = 1;m :

úñÇÝ³Ï 146. ²ÕÛáõë³ÏáõÙ Ý»ñÏ³Û³óí³Í ¾ ÙÇ å»ïáõÃÛ³Ý µÝ³ÏãáõÃ-
Û³Ý ÃÇíÁ ï³ñµ»ñ ï³ñÇÝ»ñÇÝ: ä³Ñ³ÝçíáõÙ ¾ áñáß»É, Ã» ÇÝãåÇëÇÝ ÏÉÇÝÇ
µÝ³ÏãáõÃÛ³Ý ÃÇíÁ 2010Ã.:

î³ñÇ 1970 1975 1980 1985 1990
´Ý³ÏãáõÃÛáõÝ(ÙÉÝ.) 3.7 4.1 4.5 4.8 5.3

²ÕÛáõë³ÏáõÙ Ý»ñÏ³Û³óí³Í ïíÛ³ÉÝ»ñÁ Ùáï³ñÏ»Ýù y(x) = c0 +
c1x+ c2x

2 µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ û·ÝáõÃÛ³Ùµ: ¸Çóáõù x = 0-Ý Ñ³Ù³å³ï³ëË³-
ÝáõÙ ¾ 1980Ã.-ÇÝ: Ð»ï¨³µ³ñ, Ñ³ñÏ³íáñ ¾ Ùáï³ñÏ»É Ñ»ï¨Û³É Ï»ï»ñÇ
µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ

(¡10; 3:7); (¡5; 4:1); (0; 4:5); (5; 4:8); (10; 5:3) :

öáùñ³·áõÛÝ ù³é³ÏáõëÇÝ»ñÇ ËÝ¹ñÇ ÉáõÍáõÙÝ ¾

y(x) = 4:4657143 + 0:078x+ 0:0002857x2

ýáõÝÏóÇ³Ý: àñï»ÕÇó` y(30) ¼ 7:1 ÙÇÉÇ³ñ¹:²

337. ¶ïÝ»É Ax = b Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ÷áùñ³·áõÛÝ ù³é³ÏáõëÇÝ»ñÇ ËÝ¹ñÇ
ÉáõÍáõÙÁ, »Ã»

³) A =

0
@

2 1
1 2
1 1

1
A ; b =

0
@

2
0
¡3

1
A ; µ) A =

0
B@

1 0 1
1 1 1
0 1 1
1 1 0

1
CA ; b =

0
B@

4
¡1
0
1

1
CA:
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338. Ð³Ù³Ï³ñ·Ç ç»ñÙ³ëïÇ×³ÝÁ Å³Ù³Ý³ÏÇó Ï³Ëí³Í ¾ ·Í³ÛÝáñ»Ý`
T (t) = a + bt: àñáß»É a ¨ b Ñ³ëï³ïáõÝÝ»ñÇ ³ñÅ»ùÝ»ñÁ` û·ïí»Éáí
³ÕÛáõë³ÏáõÙ Ý»ñÏ³Û³óí³Í ïíÛ³ÉÝ»ñÇó

t 0:5 1:1 1:5 2:1 2:3

T 32:0 33:0 34:2 35:1 35:7 :

339. ÈáõÍ»É Ý³Ëáñ¹ ËÝ¹ÇñÁ` »ÝÃ³¹ñ»Éáí, áñ ç»ñÙ³ëïÇ×³ÝÇ Ï³ËáõÙÁ
Å³Ù³Ý³ÏÇó ³ñï³Ñ³ÛïíáõÙ ¾ T (t) = a+b lnt ûñ»Ýùáí: à±ñ ýáõÝÏóÇ³Ý
¾ ³í»ÉÇ É³í Ñ³ñÙ³ñíáõÙ ÷áñÓÇ ïíÛ³ÉÝ»ñÇÝ:
340. ÈáõÍ»É Ý³Ëáñ¹ ËÝ¹ÇñÁ` »ÝÃ³¹ñ»Éáí, áñ ç»ñÙ³ëïÇ×³ÝÇ Ï³ËáõÙÁ
Å³Ù³Ý³ÏÇó ³ñï³Ñ³ÛïíáõÙ ¾ T (t) = a+bt+ct2 ûñ»Ýùáí: 1,2,3 ËÝ¹Çñ-
Ý»ñáõÙ ³é³ç³ñÏí³Í Ï³Ëí³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇó á±ñÝ ¾ ³í»ÉÇ É³í Ñ³ñÙ³ñ-
íáõÙ ÷áñÓÇ ïíÛ³ÉÝ»ñÇÝ:
341. ²ÕÛáõë³ÏáõÙ Ý»ñÏ³Û³óí³Í ¾ ÙÇ å»ïáõÃÛ³Ý µÝ³ÏãáõÃÛ³Ý ÃÇíÁ ï³ñ-
µ»ñ ï³ñÇÝ»ñÇÝ: ä³Ñ³ÝçíáõÙ ¾ áñáß»É, Ã» áñù³±Ý ¾ ÉÇÝ»Éáõ µÝ³ÏãáõÃÛ³Ý
ÃÇíÁ 2010Ã.-ÇÝ:

î³ñÇ 1980 1985 1990 1995
´Ý³ÏãáõÃÛáõÝ(ÙÉÝ.) 227 237 249 262:

342. öáùñ³·áõÛÝ ù³é³ÏáõëÇÝ»ñÇ ·Í³ÛÇÝ ËÝ¹ÇñÁ ÉáõÍ»É Ñ»ï¨Û³É ïíÛ³É-
Ý»ñáí: Ð³ßí»É ÙÇçÇÝ ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ ëË³ÉÁ

³) (¡2; 0); (0; 1); (2; 3);

µ) (0; 4); (1; 3); (1; 1); (2; 0) :

343. öáùñ³·áõÛÝ ù³é³ÏáõëÇÝ»ñÇ ·Í³ÛÇÝ ËÝ¹ÇñÁ ÉáõÍ»É Ñ»ï¨Û³É ïíÛ³É-
Ý»ñáí

³) (¡2; 0); (¡1; 1); (0; 1); (1; 2);

µ) (¡3; 0); (1; 4); (2; 6);

·) (¡3; 4); (¡1; 2); (1; 1); (3; 0);

¹) (0; 0); (1; 1); (2; 4) :

344. öáùñ³·áõÛÝ ù³é³ÏáõëÇÝ»ñÇ ËÝ¹ÇñÁ ÉáõÍ»É Ý³Ëáñ¹ ËÝ¹ñáõÙ Ý»ñ-
Ï³Û³óí³Í ïÁíÛ³ÉÝ»ñáí: ÈáõÍáõÙÁ ÷Ýïñ»É »ñÏñáñ¹ Ï³ñ·Ç µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ
ï»ëùáí:
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MATHEMATICA-Æ ¶ð²¸²ð²Ü

MATHEMATICA-áõÙ ÷áùñ³·áõÛÝ ù³é³ÏáõëÇÝ»ñÇ ËÝ¹ÇñÁ ÉáõÍíáõÙ ¾

Fit[data; ff1; f2; ¢ ¢ ¢ ; fng; x]

Ññ³Ù³ÝÇ û·ÝáõÃÛ³Ùµ, áñï»Õ data-Ý Ùáï³ñÏíáÕ ïíÛ³ÉÝ»ñÝ »Ý, f1; f2;
¢ ¢ ¢ ; fn-Á ³ÛÝ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ, áñáÝó ·Í³ÛÇÝ ÏáÙµÇÝ³óÇ³ÛÇ ï»ëùáí Ùá-
ï³ñÏíáõÙ »Ý data ïíÛ³ÉÝ»ñÁ, ÇëÏ x-Á Ùáï³ñÏáÕ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ñ·áõ-
Ù»ÝïÝ ¾: ²Ûë Ññ³Ù³ÝÁ Çñ³Ï³Ý³óÝ»Ýù ûñÇÝ³Ï 1-áõÙ ³é³ç³ñÏí³Í
ïíÛ³ÉÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñ: ÈáõÍáõÙÁ ÷Ýïñ»Ýù ·Í³ÛÇÝ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ï»ëùáí

In[1]:= data = 881, 1<, 82, 2<, 83, 4<, 84, 4<, 85, 6<<;
g1@x_D = Fit@data, 81, x<, xD

Out[2]= −0.2 + 1.2 x

¶Í»Ýù g1[x] ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÁ

In[3]:= gr1 = ListPlot@data, PlotStyle → PointSize@0.04D,
PlotRange→ All, DisplayFunction → IdentityD;

gr2 = Plot@g1@xD, 8x, 0, 5<, PlotRange→ All,

DisplayFunction→ IdentityD;
Show@gr1, gr2, DisplayFunction → $DisplayFunctionD

1 2 3 4 5

1

2
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4

5

6

Out[5]= � Graphics  �
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Ð³ßí»Ýù ÙÇçÇÝ ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ ëË³ÉÁ

In[6]:= dt = Transpose@dataD;
Apply@Plus, Hg1@dt@@1DDD− dt@@2DDL2D

Out[7]= 0.8

ÊÝ¹ñÇ ÉáõÍáõÙÁ ÷Ýïñ»Ýù »ññáñ¹ Ï³ñ·Ç µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ ï»ëùáí

In[8]:= g2@x_D = Fit@data, 81, x, x2, x3<, xD

Out[8]= −1.6 + 3.16667 x− 0.75 x2+ 0.0833333 x3

¶Í»Ýù g2[x] ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÁ

In[9]:= gr3 = Plot@g2@xD, 8x, 0, 5<, PlotRange→ All,

DisplayFunction→ IdentityD;
Show@gr1, gr3, DisplayFunction→ $DisplayFunctionD

1 2 3 4 5-1

1
2
3

4
5
6

Out[10]= � Graphics  �

Ð³ßí»Ýù ÙÇçÇÝ ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ ëË³ÉÁ: ÆÝãå»ë ¨ ëå³ëíáõÙ ¾ñ, ³ÛÝ
³í»ÉÇ ÷áùñ ¾ ù³Ý Ý³Ëáñ¹ ¹»åùáõÙ

In[11]:= Apply@Plus, Hg2@dt@@1DDD− dt@@2DDL2D
Out[11]= 0.7
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ÊÝ¹ñÇ ÉáõÍáõÙÁ ÷Ýïñ»Ýù ¾ùëåáÝ»ÝïÝ»ñÇ ·Í³ÛÇÝ ÏáÙµÇÝ³óÇ³ÛÇ
ï»ëùáí

In[12]:= g3@x_D = Fit@data, 81, Ex, E2 x, E3 x<, xD

Out[12]= 0.246387 + 0.280448 ã
x

− 0.00518502 ã
2x

+ 0.0000239641 ã
3x

¶Í»Ýù g3[x] ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÁ

In[13]:= gr4 = Plot@g3@xD, 8x, 0, 5<, PlotRange→ All,

DisplayFunction→ IdentityD;
Show@gr1, gr4, DisplayFunction→ $DisplayFunctionD

1 2 3 4 5
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Out[14]= � Graphics  �

Ð³ßí»Ýù ÙÇçÇÝ ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ ëË³ÉÁ

In[15]:= Apply@Plus, Hg3@dt@@1DDD− dt@@2DDL2D
Out[15]= 0.00322991

âÝ³Û³Í ÉáõÍáõÙÁ ÷ÝïñáõÙ »Ýù ãáñë ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ·Í³ÛÇÝ ÏáÙµÇÝ³-
óÇ³ÛÇ ï»ëùáí, ë³Ï³ÛÝ ëË³ÉÁ µ³í³Ï³Ý ÷áùñ ¾:

ÈáõÍáõÙÁ ÷Ýïñ»Ýù ãáññáñ¹ Ï³ñ·Ç µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ ï»ëùáí: ²Ûë ¹»å-
ùáõÙ ÙÇçÇÝ ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ ëË³ÉÁ Ñ³í³ë³ñ ¾ ½ñáÛÇ: ¸³ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¾, áñ
µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ ·ñ³ýÇÏÝ ³ÝóÝáõÙ ¾ ïñí³Í Ï»ï»ñáí, ³ÛëÇÝùÝ ³ÛÝ ÇÝï»ñ-
åáÉÛ³óÇáÝ µ³½Ù³Ý¹³Ù ¾:

In[16]:= Fit@data, 81, x, x2, x3, x4<, xD

Out[16]= 11. −20.5833 x + 13.7083 x2−3.41667 x3+ 0.291667 x4

232



ÜáõÛÝ ÇÝï»ñåáÉÛ³óÇáÝ µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ ëï³Ý³É Ý³¨ Interpo-
latingPolynomial Ññ³Ù³ÝÇ û·ÝáõÃÛ³Ùµ:

In[17]:= InterpolatingPolynomial@data, xD êê N êê Expand

Out[17]= 11. −20.5833 x + 13.7083 x2−3.41667 x3+ 0.291667 x4

22. ØÆæÆÜ ø²è²Îàôê²ÚÆÜ Øàî²ðÎàôØ

Ð³×³Ë ³ÝÑñ³Å»ßïáõÃÛáõÝ ¾ ³é³ç³ÝáõÙ ïñí³Í f ýáõÝÏóÇ³Ý Ùá-
ï³ñÏ»É Ù»Ï ³ÛÉ g ýáõÝÏóÇ³Ûáí: ¸Çóáõù f ýáõÝÏóÇ³Ý å³ïÏ³ÝáõÙ ¾
C[a; b] ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³ÝÁ, áñï»Õ ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ ë³ÑÙ³Ýí³Í
¾ Ñ»ï¨Û³É Ï»ñå

(f1; f2) =

Z b

a

f1(x)f2(x)dx; f1; f2 2 C[a; b]

ûñ»Ýùáí: êáíáñ³µ³ñ g ýáõÝÏóÇ³Ý ÁÝïñáõÙ »Ý C[a; b] ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý
ïñí³Í W »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÇó: Ð³ñÏ³íáñ ¾ å³ÛÙ³Ý³íáñí»É Ý³¨ Ã»
Ç±Ýã ¾ Ýß³Ý³ÏáõÙ É³í³·áõÛÝ Ùáï³ñÏáõÙ: ´Ý³Ï³Ý »Õ³Ý³ÏÝ»ñÇó Ù»ÏÁ`
å³Ñ³Ýç»É, áñ

S =

Z b

a

jf(x)¡ g(x)jdx

Ù³Ï»ñ»ëÁ ÉÇÝÇ ÷áùñ³·áõÛÝÁ: ºí ù³ÝÇ áñ µ³ó³ñÓ³Ï ³ñÅ»ù å³ñáõÝ³-
ÏáÕ ÇÝï»·ñ³ÉÝ»ñÁ ¹Åí³ñ ¾ Ñ³ßí»É ëáíáñ³µ³ñ å³Ñ³ÝçáõÙ »Ý, áñ

I =

Z b

a

(f(x)¡ g(x))2dx

³ñï³Ñ³ÛïáõÃÛ³Ý ³ñÅ»ùÁ ÉÇÝÇ ÷áùñ³·áõÛÝÁ: ²Ûë å³ÛÙ³ÝÇÝ µ³í³ñ³-
ñáÕ g 2 W ýáõÝÏóÇ³Ý ³Ýí³ÝáõÙ »Ý f ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ÷áùñ³·áõÛÝ Ï³Ù ÙÇçÇÝ

ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ Ùáï³ñÏáõÙ W ¾íÏÉÇ¹»ëÛ³Ý ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ÝÏ³ïÙ³Ùµ:
úñÇÝ³Ï 147. îñí³Í f(x) = ex; x 2 [0; 1] ýáõÝÏóÇ³Ý Ùáï³ñÏ»Ýù

g ýáõÝÏóÇ³Ûáí, »Ã»
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1. g(x) = a0 + a1x; x 2 [0; 1];
2. g(x) = a0 + a1x+ a2x

2; x 2 [0; 1];
3. g(x) = a0 + a1 cosx+ a2 sinx; x 2 [0; 1]:
êÏë»Ýù 1. ¹»åùÇó: Ð³ñÏ³íáñ ¾ ·ïÝ»É ³ÛÝåÇëÇ a0; a1 Ñ³ëï³ïáõÝ-

Ý»ñ, áñå»ë½Ç I-Ý ÉÇÝÇ ÷áùñ³·áõÛÝÁ

I(a0; a1) =

Z 1

0

(f(x)¡ g(x))2dx =

Z 1

0

(ex ¡ a0 ¡ a1x)
2dx =

=
1

2
(e2 ¡ 1)¡ 2a0(e¡ 1)¡ 2a1 + a20 + a0a1 +

1

3
a21 :

I ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ÷áùñ³·áõÛÝ ³ñÅ»ùÁ ·ïÝ»Éáõ Ñ³Ù³ñ Ñ³ßí»Ýù Ù³ëÝ³ÏÇ
³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÝ Áëï a0 ¨ a1 ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ ¨ Ñ³í³ë³ñ»óÝ»Ýù ½ñáÛÇ

@I

@a0
= 2a0 ¡ 2e+ 2 + a1 = 0;

@I

@a1
= a0 +

2

3
a1 ¡ 2 = 0 :

²Ûëï»ÕÇó a0 ¨ a1-Ç áñáßÙ³Ý Ñ³Ù³ñ ëï³ÝáõÙ »Ýù Ñ»ï¨Û³É Ñ³Ù³Ï³ñ·Á

2a0 + a1 = 2(e¡ 1)

3a0 + 2a1 = 6 :

Ð³Ù³Ï³ñ·Ç ÉáõÍáõÙÝ ¾

a0 = 4e¡ 10 ¼ 0:873; a1 = 18¡ 6e ¼ 1:690 :

²ÛëåÇëáí, f ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ÙÇçÇÝ ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ ÇÙ³ëïáí É³í³·áõÛÝ ·Í³-
ÛÇÝ Ùáï³íáñáõÃÛáõÝÝ ¾

g(x) = 4e¡ 10 + (18¡ 6e)x ¼ 0:873 + 1:690x :

²Ûë ¹»åùáõÙ ÙÇçÇÝ ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ ëË³ÉÁ Ñ³í³ë³ñ ¾ 0:00394031: ÜáõÛÝ
»Õ³Ý³Ïáí Ï³ñ»ÉÇ ¾ Ñ³Ùá½í»É, áñ 2. ¹»åùáõÙ

g(x) = 1:013 + 0:851x+ 0:839x2 :

²Ûë ¹»åùáõÙ ÙÇçÇÝ ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ ëË³ÉÁ 0:0000278569 ¾:
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ÝÏ.20

ÜÏ. 20-áõÙ å³ïÏ»ñí³Í »Ý f; g ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ·ñ³ýÇÏÝ»ñÁ [0; 1]
Ñ³ïí³ÍáõÙ` Ó³Ë ÝÏ³ñÁ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáõÙ ¾ ³é³çÇÝ ¹»åùÇÝ, ÇëÏ
³çÁ` »ñÏñáñ¹: ºñÏñáñ¹ ¹»åùáõÙ Ùáï³íáñáõÃÛáõÝÝ ³ÛÝù³Ý ”É³íÝ” ¾, áñ
ï³ñµ»ñáõÃÛáõÝÁ ³ãùáí Ñ³½Çí ¾ ÝÁÏ³ïíáõÙ:

3. ¹»åùÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ g ýáõÝÏóÇ³Ý Ï³éáõóíáõÙ ¾ MATHE-
MATICA-Ç ·ñ³¹³ñ³Ý µ³ÅÝáõÙ: ²

²ÛÅÙ ÝÏ³ï»Ýù, áñ I ÇÝï»·ñ³ÉÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ ·ñ»É ³Ûëå»ë

I =

Z b

a

(f(x)¡ g(x))2dx = (f ¡ g; f ¡ g) = jjf ¡ gjj2 :

ê³ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¾, áñ g ýáõÝÏóÇ³Ý ÁÝïñíáõÙ ¾ ³ÛÝå»ë, áñ jjf ¡ gjj ÝáñÙÁ
ÉÇÝÇ ÷áùñ³·áõÛÝÁ: ²ÛëåÇëáí, f -Ç ÙÇçÇÝ ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ Ùáï³ñÏáõÙÁ W
»ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ³ÛÝ g ýáõÝÏóÇ³Ý ¾, áñÁ f -ÇÝ ³Ù»Ý³ÙáïÝ ¾ (f; g)
ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÇ ÇÙ³ëïáí:

Â»áñ»Ù 71. ºÃ» f 2 C[a; b] ¨W -Ý C[a; b]-Ç í»ñç³íáñ ã³÷³ÝÇ »Ý-
Ã³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¾ B = fw1; ¢ ¢ ¢ ; wng ûñÃáÝáñÙ³É µ³½Çëáí, ³å³ f -Ç
ÙÇçÇÝ ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ Ùáï³ñÏáõÙÁW ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ áñáßíáõÙ ¾

f = (f; w1)w1 + (f;w2)w2 + ¢ ¢ ¢+ (f; wn)wn

µ³Ý³Ó¨áí:
úñÇÝ³Ï 147 (ß³ñáõÝ³ÏáõÃÛáõÝ) ²é³çÇÝ ¹»åùáõÙ W = lin(1; x),

áñï»ÕB = f1; xg Ñ³Ù³ËáõÙµÁW -Ç µ³½Çë ¾: B-Ç ÝÏ³ïÙ³Ùµ ÏÇñ³é»Ýù
¶ñ³Ù-ÞÙÇ¹ïÇ ûñÃá·áÝ³É³óÙ³Ý »Õ³Ý³ÏÁ ¨ ëï³Ý³Ý³ù f1;

p
3(2x¡1)g

ûñÃáÝáñÙ³É µ³½ÇëÁ: Ð³Ù³Ó³ÛÝ Ý³Ëáñ¹ Ã»áñ»ÙÇ

g(x) = (ex; 1) + (ex;
p
3(2x¡ 1))

p
3(2x¡ 1) =
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Z 1

0

exdx+ 3(2x¡ 1)

Z 1

0

ex(2x¡ 1)dx = 4e¡ 10 + (18¡ 6e)x

áñÁ Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ ¾ ÙÇÝã¨ ³ÛÅÙ ëï³ó³ÍÇ Ñ»ï: ²
ºÃ» g ýáõÝÏóÇ³Ý ÷ÝïñíáõÙ ¾

g(x) =
a0
2

+ a1 cosx+ ¢ ¢ ¢+ an cosnx+ b1 sinx+ ¢ ¢ ¢+ bn sinnx

ï»ëùáí, ³å³ Ñ³Ù³å³ïëË³Ý ÙÇçÇÝ ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ Ùáï³ñÏáõÙÝ ³Ý-
í³ÝáõÙ »Ý n-ñ¹ Ï³ñ·Ç üáõñÇ»Ç Ùáï³ñÏáõÙ:

345. Î³éáõó»É Ñ»ï¨Û³É ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ÙÇçÇÝ ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ ·Í³ÛÇÝ Ùá-
ï³ñÏáõÙÝ»ñÁ

³) f(x) = x2; 0 · x · 1;
µ) f(x) = e2x; 0 · x · 1;
·) f(x) = sinx; 0 · x · ¼

2 :
346. Î³éáõó»É Ñ»ï¨Û³É ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ÙÇçÇÝ ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ Ùáï³ñÏáõÙ-
Ý»ñÁ` ÉáõÍáõÙÁ ÷Ýïñ»Éáí »ñÏñá¹ Ï³ñ·Ç µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ ï»ëùáí

³) f(x) = x3; 0 · x · 1;
µ) f(x) = sinx; 0 · x · ¼:

MATHEMATICA-Æ ¶ð²¸²ð²Ü

Î³éáõó»Ýù ûñÇÝ³Ï 147-Ç »ññáñ¹ ¹»åùÇ g ýáõÝÏóÇ³Ý: Ü³Ë Ñ³ß-
í»Ýù ÙÇçÇÝ ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ ëË³ÉÁ Ï³Ëí³Í a0; a1; a2 Ñ³ëï³ïáõÝÝ»ñÇ
³ñÅ»ùÝ»ñÇó

In[1]:= g@x_D = a0+a1 Cos@xD +a2 Sin@xD;
f@x_D = Ex;

Int@a0_, a1_, a2_D = ‡
0

1Hf@xD −g@xDL2 âx

Out[3]=
1

4
I4 a02+ 2 I−1+ a12+ H−2 + a2L a2 + a1 H2+ a2L + ã

2M +

4 H−a1 + a2L ã Cos@1D − 2 a1 a2 Cos@2D − 4 Ha1 + a2L ã

Sin@1D + 8 a0 H1 +a2 − ã − a2 Cos@1D +a1 Sin@1DL +

Ha1 − a2L Ha1 + a2L Sin@2DM
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Ð³ßí»Ýù Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ, Ñ³í³ë³ñ³óÝ»Ýù ½ñáÛÇ ¨
·ïÝ»Ýù a0; a1; a2 Ñ³ëï³ïáõÝÝ»ñÇ ³ñÅ»ùÝ»ñÁ

In[4]:= ss =

Solve@8D@Int@a0, a1, a2D, a0D � 0,

D@Int@a0, a1, a2D, a1D � 0,

D@Int@a0, a1, a2D, a2D � 0<, 8a0, a1, a2<D êê N
Out[4]= 88a0 → 3.35655 , a1 → −2.33018 , a2 → 0.701576 <<

Î³éáõó»Ýù g ýáõÝÏóÇ³Ý

In[5]:= g@x_D = a0+a1 Cos@xD +a2 Sin@xD ê. ss êê First
Out[5]= 3.35655 −2.33018 Cos@xD + 0.701576 Sin@xD

¶Í»Ýù g; f ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ·ñ³ýÇÏÝ»ñÁ

In[6]:= Plot@8g@xD, f@xD<, 8x, 0, 1<D
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Out[6]= � Graphics  �

Ð³ßí»Ýù ÙÇçÇÝ ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ ëË³ÉÁ

In[7]:= ‡
0

1Hg@xD− f@xDL2 âx

Out[7]= 0.000113839
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¶Ì²ÚÆÜ úäºð²îàðÜºð

23. Ü²ÊÜ²Î²Ü ¶²Ô²ö²ðÜºð

¸Çóáõù V -Ý ¨ W -Ý ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñ »Ý:
ê³ÑÙ³ÝáõÙ 35. T : V ! W ûå»ñ³ïáñÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý ·Í³ÛÇÝ

ûå»ñ³ïáñ (·Í³ÛÇÝ ³ñï³å³ïÏ»ñáõÙ Ï³Ù ·Í³ÛÇÝ Ó¨³÷áËáõÃÛáõÝ), »Ã» ³ÛÝ
µ³í³ñ³ñáõÙ ¾ Ñ»ï¨Û³É å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇÝ

³) (³¹ÇïÇíáõÃÛáõÝ)

T (v + u) = Tv + Tu; 8v; u 2 V;

µ) (Ñ³Ù³ë»éáõÃÛáõÝ)

T (¸v) = ¸Tv; 8v 2 V; 8¸ 2 R1 :

ºÃ» v 2 V;w 2 W ï³ññ»ñÝ ³ÛÝåÇëÇÝ »Ý, áñ Tv = w, ³å³ w
ï³ññÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý v ï³ññÇ å³ïÏ»ñ, ÇëÏ v-Ý` w-Ç Ý³Ë³å³ïÏ»ñ:

ºÃ»W = R1, ³å³ ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý ·Í³ÛÇÝ ýáõÝÏ-
óÇáÝ³É:

úñÇÝ³Ï 148. T : R2 ! R2 ûå»ñ³ïáñÝ ³ÛÝåÇëÇÝ ¾, áñ

Tv = T

µ
v1
v2

¶
=

µ
v1 ¡ v2
v1 + 2v2

¶
:

¶ïÝ»É

³) v =

µ
¡1
2

¶
ï³ññÇ å³ïÏ»ñÁ, µ) w =

µ
¡1
11

¶
ï³ññÇ Ý³Ë³-

å³ïÏ»ñÁ:
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³) v =

µ
¡1
2

¶
ï³ññÇ Ñ³Ù³ñ áõÝ»Ýù

T

µ
¡1
2

¶
=

µ
¡1¡ 2

¡1 + 2 ¢ 2

¶
=

µ
¡3
3

¶
:

µ) ºÃ» Tv =

µ
v1 ¡ v2
v1 + 2v2

¶
=

µ
¡1
11

¶
, ³å³

v1 ¡ v2 = ¡1

v1 + 2v2 = 11 :

Ð³Ù³Ï³ñ·Ý áõÝÇ ÙÇ³Ï ÉáõÍáõÙ` v1 = 3; v2 = 4: Ð»ï¨³µ³ñ v =

µ
3
4

¶

ï³ññÁ w ï³ññÇ Ý³Ë³å³ïÏ»ñÝ ¾: ²
úñÇÝ³Ï 149. òáõÛó ï³É, áñ Ý³Ëáñ¹ ûñÇÝ³ÏÇ T ûå»ñ³ïáñÁ ·Í³ÛÇÝ

¾:

¸Çóáõù u =

µ
u1

u2

¶
; v =

µ
v1
v2

¶
¨ ¸ 2 R1: ø³ÝÇ áñ

T (u+ v) = T

µ
u1 + v1
u2 + v2

¶
=

µ
u1 ¡ u2

u1 + 2u2

¶
+

µ
v1 ¡ v2
v1 + 2v2

¶
= Tu+ Tv;

T (¸u) = T

µ
¸u1

¸u2

¶
= ¸

µ
u1 ¡ u2

u1 + 2u2

¶
= ¸Tu;

³å³ T -Ý ·Í³ÛÇÝ ¾: ²
úñÇÝ³Ï 150. ¸Çóáõù I; O : V ! V ûå»ñ³ïáñÝ»ñÁ ·áñÍáõÙ »Ý

Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ
Iv = v

¨
Ov = o

ûñ»ÝùÝ»ñáí: êïáõ·»É, áñ I ¨ O ûå»ñ³ïáñÝ»ñÁ ·Í³ÛÇÝ »Ý: S ûå»ñ³-
ïáñÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý ÙÇ³íáñ (ÝáõÛÝ³Ï³Ý) ûå»ñ³ïáñ, ÇëÏ O-Ý ³Ýí³ÝáõÙ »Ý
½ñáÛ³Ï³Ý ûå»ñ³ïáñ:²
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úñÇÝ³Ï 151. T : V ! V ûå»ñ³ïáñÁ ·áñÍáõÙ ¾

Tv = ®v; ® 2 R1

ûñ»Ýùáí: òáõÛó ï³É, áñ T -Ý ·Í³ÛÇÝ ¾: Æñáù

T (u+ v) = ®(u+ v) = ®u+ ®v = Tu+ Tv;

T (¸u) = ®(¸u) = ¸(®u) = ¸Tu : ²
úñÇÝ³Ï 152. T : R3 ! R3 ûå»ñ³ïáñÁ ·áñÍáõÙ ¾

Tu = [v; u]

ûñ»Ýùáí, áñï»Õ v 2 R3-Á ·³Ùí³Í ¾: T ûå»ñ³ïáñÇ ·Í³ÛÝáõÃÛáõÝÁ
Ñ»ï¨áõÙ ¾ í»Ïïáñ³Ï³Ý ³ñï³¹ñÛ³ÉÇ Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñÇó: ²

úñÇÝ³Ï 153. ¸Çï³ñÏ»Ýù áã ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÝ»ñ
³) Tu = sinu; u 2 R1 ûå»ñ³ïáñÁ ·Í³ÛÇÝ ã¾, ù³ÝÇ áñ, ÁÝ¹Ñ³Ý-

ñ³å»ë, ó³ÝÏ³ó³Í u; v 2 R1 ï³ññ»ñÇ Ñ³Ù³ñ

sin(u+ v) 6= sinu+ sin v;

µ) Tu = u2; u 2 R1-Á ·Í³ÛÇÝ ã¾, ù³ÝÇ áñ, ÁÝ¹Ñ³Ýñ³å»ë, ó³ÝÏ³-
ó³Í u; v 2 R1 ï³ññ»ñÇ Ñ³Ù³ñ

(u+ v)2 6= u2 + v2;

·) Tu = u+ 1; u 2 R1-Á ·Í³ÛÇÝ ã¾, ù³ÝÇ áñ ó³ÝÏ³ó³Í u; v 2 R1

ï³ññ»ñÇ Ñ³Ù³ñ
T (u+ v) 6= T (u) + T (v) : ²

Â»áñ»Ù 72. ºÃ» T : V ! W ûå»ñ³ïáñÁ ·Í³ÛÇÝ ¾, ³å³
1. To = o,
2. T (¡v) = ¡Tv,
3. T (u¡ v) = Tu¡ Tv,
4. ò³ÝÏ³ó³Í v = v1e1 + ¢ ¢ ¢ + vnen; ek 2 V; vk 2 R1 ï³ññÇ

Ñ³Ù³ñ
Tv = v1Te1 + ¢ ¢ ¢+ vnTen :
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Â»áñ»Ù 72-Ç ãáññáñ¹ Ï»ïÁ óáõÛó ¾ ï³ÉÇë, áñ T ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÁ
áñáßí³Í ¾, »Ã» Ñ³ÛïÝÇ »Ý V ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý µ³½ÇëÇ ï³ññ»ñÇ
å³ïÏ»ñÝ»ñÁ: ²ÛëÇÝùÝ, »Ã» fe1; ¢ ¢ ¢ ; eng Ñ³Ù³ËáõÙµÁ V -Ç µ³½Çë ¾ ¨
fTe1; ¢ ¢ ¢ ; T eng-Á ïñí³Í ¾, ³å³ Ñ³ÛïÝÇ ¾, Ã» ÇÝãå»ë ¾ ·áñÍáõÙ T
·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÁ ó³ÝÏ³ó³Í v 2 V ï³ññÇ Ñ³Ù³ñ:

úñÇÝ³Ï 154. T : R3 ! R3 ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÝ ³ÛÝåÇëÇÝ ¾, áñ

T

0
@

1
0
0

1
A =

0
@

2
¡1
4

1
A ; T

0
@

0
1
0

1
A =

0
@

1
5
¡2

1
A ; T

0
@

0
0
1

1
A =

0
@

0
3
1

1
A :

¶ïÝ»É T

0
@

2
3
¡2

1
A ï³ññÁ:

ø³ÝÇ áñ

0
@

2
3
¡2

1
A = 2

0
@

1
0
0

1
A+ 3

0
@

0
1
0

1
A¡ 2

0
@

0
0
1

1
A ;

³å³

T

0
@

2
3
¡2

1
A = 2T

0
@

1
0
0

1
A+ 3T

0
@

0
1
0

1
A¡ 2T

0
@

0
0
1

1
A =

0
@

7
7
0

1
A : ²

ºÃ» Ã»áñ»Ù 72-Ç ãáñë Ï»ï»ñÇó Ã»Ïáõ½ Ù»ÏÁ ×Çßï ã¾, ³å³ T ûå»-
ñ³ïáñÁ ·Í³ÛÇÝ ã¾:

úñÇÝ³Ï 155. T

µ
v1
v2

¶
=

µ
v1 + 1
v2

¶
ûñ»Ýùáí ·áñÍáÕ ûå»ñ³ïáñÁ

·Í³ÛÇÝ ã¾, ù³ÝÇ áñ

T

µ
0
0

¶
6=

µ
0
0

¶
: ²

ê³ÑÙ³ÝáõÙ 36. T

µ
v1
v2

¶
=

µ
v1 ¡ h
v2 ¡ k

¶
ûñ»Ýùáí ·áñÍáÕ ûå»ñ³-

ïáñÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý ë³ÑùÇ ûå»ñ³ïáñ, »Ã» h; k Ñ³ëï³ïáõÝÝ»ñÇó ·áÝ»
Ù»ÏÁ ½ñá ã¾:
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Ð³Ù³Ó³ÛÝ Ã»áñ»Ù 72-Ç ë³ÑùÇ ûå»ñ³ïáñÁ ·Í³ÛÇÝ ã¾:
úñÇÝ³Ï 156. T : R2 ! R3 ûå»ñ³ïáñÁ ·áñÍáõÙ ¾

Tv = Av =

0
@

3 0
2 1
¡1 ¡2

1
A

µ
v1
v2

¶

ûñ»Ýùáí: ¶ïÝ»É

³) v =

µ
2
¡1

¶
ï³ññÇ å³ïÏ»ñÁ, µ) óáõÛó ï³É, áñ T -Ý ·Í³ÛÇÝ

ûå»ñ³ïáñ ¾:
³) àõÝ»Ýù

Tv = Av =

0
@

3 0
2 1
¡1 ¡2

1
A

µ
2
¡1

¶
=

0
@

6
3
0

1
A :

²ÛëÇÝùÝ` T

µ
2
¡1

¶
=

0
@

6
3
0

1
A :

µ) 8u; v 2 R2 ¨ 8¸ 2 R1-Ç Ñ³Ù³ñ

T (u+ v) = A(u+ v) = Au+Av = Tu+ Tv;

T (¸u) = A(¸u) = ¸(Au) = ¸Tu :

Ð»ï¨³µ³ñ T ûå»ñ³ïáñÁ ·Í³ÛÇÝ ¾: ²
úñÇÝ³Ï 157. ºÃ» A-Ý (m£ n) Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇó ¾, ³å³

Tv = Av

ûñ»Ýùáí ·áñÍáÕ T : Rn ! Rm ûå»ñ³ïáñÁ ·Í³ÛÇÝ ¾: ÜÙ³Ý ¹»åù»ñáõÙ
Ï³ë»Ýù, áñ T ûå»ñ³ïáñÁ ë³ÑÙ³Ýí³Í ¾ A Ù³ïñÇóáí: ²

úñÇÝ³Ï 158. òáõÛó ï³Ýù, áñ

A =

µ
cos µ ¡ sin µ
sin µ cos µ

¶
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Ù³ïñÇóáí ë³ÑÙ³Ýí³Í T : R2 ! R2 ûå»ñ³ïáñÁ R2 ·Í³ÛÇÝ ï³-
ñ³ÍáõÃÛ³Ý Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ í»Ïïáñ µ ³ÝÏÛáõÝáí åïïáõÙ ¾ ëÏ½µÝ³Ï»ïÇ
ßáõñçÁ` Å³Ù³óáõÛóÇ ëÉ³ùÇÝ Ñ³Ï³é³Ï áõÕÕáõÃÛ³Ùµ:

¸Çóáõù v =

µ
v1
v2

¶
: ú·ïí»Ýù µ¨»é³ÛÇÝ Ïááñ¹ÇÝ³ï³Ï³Ý Ñ³Ù³-

Ï³ñ·Çó

v =

µ
v1
v2

¶
=

µ
r cos'
r sin'

¶
:

àõÝ»Ýù

Tv = Av =

µ
r cos µ cos'¡ r sin µ sin'
r sin µ cos'+ r cos µ sin'

¶
=

µ
r cos(µ + ')
r sin(µ + ')

¶
:

Tv 2 R2 í»ÏïáñÝ áõÝÇ ÝáõÛÝ r »ñÏ³ñáõÃÛáõÝÁ, ë³Ï³ÛÝ Ýñ³ Ï³½Ù³Í
³ÝÏÛáõÝÁ Ox ³é³ÝóùÇ Ñ»ï '-Ç ÷áË³ñ»Ý ' + µ-Ý ¾: ²Ûë ûñÇÝ³ÏáõÙ
ë³ÑÙ³Ýí³Í T ûå»ñ³ïáñÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý åïáõÛïÇ ûå»ñ³ïáñ R2-áõÙ:

ÆÝãå»ë ï»ë³Ýù, åïáõÛïÇ ûå»ñ³ïáñÁ å³Ñå³ÝáõÙ ¾ í»ÏïáñÝ»ñÇ »ñ-
Ï³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ, ù³ÝÇ áñ ³ÛÝ Çñ³Ï³Ý³óíáõÙ ¾ ûñÃá·áÝ³É Ù³ïñÇóáí:
´³óÇ ³Û¹, ³ÛÝ å³Ñå³ÝáõÙ ¾ Ý³¨ í»ÏïáñÝ»ñÇ Ï³½Ù³Í ³ÝÏÛáõÝÝ»ñÁ:
²ÛëÇÝùÝ` u; v ¨ Tu; Tv í»ÏïáñÝ»ñÇ Ï³½Ù³Í ³ÝÏÛáõÝÝ»ñÁ ÝáõÛÝÝ »Ý:²

úñÇÝ³Ï 159. T : R3 ! R3 ûå»ñ³ïáñÁ, áñÁ ë³ÑÙ³ÝíáõÙ ¾

A =

0
@

1 0 0
0 1 0
0 0 0

1
A

Ù³ïñÇóáí ³Ýí³ÝáõÙ »Ý åñáÛ»ÏïÙ³Ý ûå»ñ³ïáñ R3-áõÙ: ºÃ»

v =

0
@

v1
v2
v3

1
A³å³ Tv =

0
@

v1
v2
0

1
A: ²ÛëÇÝùÝ, T ûå»ñ³ïáñÝ Çñ³Ï³Ý³óÝáõÙ

¾ åñáÛ»ÏïáõÙ xy Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý íñ³: ²
úñÇÝ³Ï 160. T : Mm;n ! Mn;m ûå»ñ³ïáñÁ ·áñÍáõÙ ¾

TA = AT

ûñ»Ýùáí: òáõÛó ï³É, áñ T -Ý ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñ ¾:
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ºÃ» A;B-Ý (m£n) Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇóÝ»ñ »Ý, ¸-Ý ó³ÝÏ³ó³Í Çñ³Ï³Ý
ÃÇí ¾, ³å³

T (A+B) = (A+B)T = AT +BT = TA+ TB;

T (¸A) = (¸A)T = ¸AT = ¸TA : ²
úñÇÝ³Ï 161. C1[a; b]-áí Ýß³Ý³Ï»Ýù [a; b] Ñ³ïí³ÍÇ íñ³ ³ÝÁÝ¹-

Ñ³ï ³Í³ÝóÛ³É áõÝ»óáÕ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ: òáõÛó
ï³Ýù, áñ

Dx : C1[a; b] ! C[a; b]; Dx ´ d

dx

ûå»ñ³ïáñÁ ·Í³ÛÇÝ ¾:
ÆëÏ³å»ë

Dx(f + g) = Dxf +Dxg; Dx(¸f) = ¸Dxf :

²Ûë ûñÇÝ³ÏáõÙ ë³ÑÙ³Ýí³Í Dx ûå»ñ³ïáñÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý ¹Çý»ñ»ÝóÇ³É

ûå»ñ³ïáñ: ²
úñÇÝ³Ï 162. T : P ! R1 ûå»ñ³ïáñÁ (P -Ý µáÉáñ µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ

·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ ¾) ·áñÍáõÙ ¾

Tp =

Z b

a

p(x)dx

ûñ»Ýùáí: T -Ç ·Í³ÛÝáõÃÛáõÝÁ Ñ»ï¨áõÙ ¾ áñáßÛ³É ÇÝï»·ñ³ÉÇ ·Í³ÛÝáõÃÛáõ-
ÝÇó: ²

Î³ë»Ýù, áñ T; S : V ! W ûå»ñ³ïáñÝ»ñÁ Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ »Ý` T = S,
»Ã»

Tv = Sv; 8v 2 V :

T; S : V ! W ûå»ñ³ïáñÝ»ñÇ ·áõÙ³ñ` T + S, ë³ÑÙ³ÝáõÙ »Ý

(T + S)v = Tv + Sv; 8v 2 V

ûñ»Ýùáí ·áñÍáÕ ûå»ñ³ïáñÁ:
T : V ! W ûå»ñ³ïáñÇ ¨ ¸ ÃíÇ ³ñï³¹ñÛ³É` ¸T , ë³ÑÙ³ÝáõÙ »Ý

(¸T )v = ¸(Tv); 8v 2 V; 8¸ 2 R1
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ûñ»Ýùáí ·áñÍáÕ ûå»ñ³ïáñÁ:
T : V ! W ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³-

ÍáõÃÛáõÝ ¾, áñÁ Ù»Ýù ÏÝß³Ý³Ï»Ýù L(V;W )-áí:
ê³ÑÙ³ÝáõÙ 37. v 2 V ï³ññÁ Ï³Ýí³Ý»Ýù T : V ! V ·Í³ÛÇÝ

ûå»ñ³ïáñÇ ³Ýß³ñÅ Ï»ï, »Ã»

Tv = v :

Ð³Ù³Ó³ÛÝ Ã»áñ»Ù 72-Ç V ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ½ñáÛ³Ï³Ý ï³ññÁ
T : V ! V ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÇ ³Ýß³ñÅ Ï»ï ¾:

347. ¶ïÝ»É v ï³ññÇ å³ïÏ»ñÁ ¨ w ï³ññÇ Ý³Ë³å³ïÏ»ñÁ, »Ã»

³) T

µ
v1
v2

¶
=

µ
v1 + v2
v1 ¡ v2

¶
; v =

µ
3
¡4

¶
; w =

µ
3
19

¶
;

µ) T

0
@

v1
v2
v3

1
A =

0
@

v2 ¡ v1
v1 + v2
2v1

1
A ; v =

0
@

2
3
0

1
A ; w =

0
@

¡11
¡1
10

1
A ;

·) T

0
@

v1
v2
v3

1
A =

µ
4v2 ¡ v1
4v1 + 5v2

¶
; v =

0
@

2
¡3
¡1

1
A ; w =

µ
3
9

¶
:

348. Ð»ï¨Û³É ³ñï³å³ïÏ»ñáõÙÝ»ñÇó á±ñÝ ¾ ·Í³ÛÇÝ

³) T : R2 ! R2; T

µ
v1
v2

¶
=

µ
a
a

¶
, áñï»Õ a-Ý ·³Ùí³Í ÃÇí ¾,

µ) T : R2 ! R2; T

µ
v1
v2

¶
=

µ
v1 + c1
v2 + c2

¶
, áñï»Õ c =

µ
c1
c2

¶
ï³ññÁ

·³Ùí³Í ¾,

·) T : R2 ! R2; T

µ
v1
v2

¶
= ¸

µ
v1
v2

¶
, áñï»Õ ¸-Ý ·³Ùí³Í ÃÇí ¾,

¹) T : R2 ! R2; T

µ
v1
v2

¶
=

µ
v1
1

¶
,
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») T : R3 ! R3; T

0
@

v1
v2
v3

1
A =

0
@

v1 + v2
v1 ¡ v2

v3

1
A,

½) T : R2 ! R2; T

µ
v1
v2

¶
=

µ
v1 + 3
v2

¶
,

¾) T : R2 ! R3; T

µ
v1
v2

¶
=

0
@

p
v1

v1v2p
v2

1
A,

Á) T : M2;2 ! R1; TA = det(A),

Ã) T : M3;3 ! M3;3; TA =

0
@

0 0 1
0 1 0
1 0 0

1
AA,

Å) T : M2;2 ! M2;4; TA = AB; áñï»Õ B 2 M2;4 Ù³ïñÇóÁ
·³Ùí³Í ¾,

Ç) T : P2 ! P2; T (a0 + a1x + a2x
2) = (a0 + a1 + a2) + (a1 +

a2)x+ a2x
2,

É) T : P2 ! P2; T (a0 + a1x+ a2x
2) = a1 + 2a2:

349. T : Rn ! Rm ûå»ñ³ïáñÁ ë³ÑÙ³Ýí³Í ¾

A =

0
@

0 1 ¡2 1
¡1 4 5 0
0 1 3 1

1
A

Ù³ïñÇóáí: ¶ïÝ»É n;m-Á, (1; 0; 2; 3)T ï³ññÇ å³ïÏ»ñÁ ¨ (0; 0; 0)T

ï³ññÇ Ý³Ë³å³ïÏ»ñÁ:
350. ¸Çóáõù T : Rn ! Rm ûå»ñ³ïáñÁ áñáßíáõÙ ¾

A =

0
@

0 2
¡2 4
¡2 2

1
A

Ù³ïñÇóáí: ¶ïÝ»É n;m Ãí»ñÁ, (2; 4)T ï³ññÇ å³ïÏ»ñÁ ¨ (¡1; 2; 2)T

ï³ññÇ Ý³Ë³å³ïÏ»ñÁ: ´³ó³ïñ»É, Ã» ÇÝãáõ± (1; 1; 1)T ï³ññÁ Ý³Ë³-
å³ïÏ»ñ ãáõÝÇ:

246



351. T : R2 ! R2 ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÝ ³ÛÝåÇëÇÝ ¾, áñ

T

µ
1
1

¶
=

µ
1
0

¶
; T

µ
1
¡1

¶
=

µ
0
1

¶
:

¶ïÝ»É (1; 0)T ¨ (0; 2)T ï³ññ»ñÇ å³ïÏ»ñÝ»ñÁ:
352. T : R2 ! R2 ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÝ ³ÛÝåÇëÇÝ ¾, áñ

T

µ
1
0

¶
=

µ
1
1

¶
; T

µ
0
1

¶
=

µ
¡1
1

¶
:

¶ïÝ»É (1; 4)T ¨ (¡2; 1)T ï³ññ»ñÇ å³ïÏ»ñÝ»ñÁ:
353. T : P2 ! P2 ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÝ ³ÛÝåÇëÇÝ ¾, áñ

T1 = x; Tx = 1 + x; Tx2 = 1 + x+ x2 :

¶ïÝ»É 2¡ 6x+ x2 ï³ññÇ å³ïÏ»ñÁ:
354. T : M2;2 ! M2;2 ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÝ ³ÛÝåÇëÇÝ ¾, áñ

T

µ
1 0
0 0

¶
=

µ
1 ¡1
0 2

¶
; T

µ
0 1
0 0

¶
=

µ
0 2
1 1

¶
;

T

µ
0 0
1 0

¶
=

µ
1 2
0 1

¶
; T

µ
0 0
0 1

¶
=

µ
3 ¡1
1 0

¶
:

¶ïÝ»É

µ
1 3
¡1 4

¶
ï³ññÇ å³ïÏ»ñÁ:

355. T : R2 ! R2 ûå»ñ³ïáñÝ ³ÛÝåÇëÇÝ ¾, áñ

T

µ
1
0

¶
=

µ
1
0

¶
; T

µ
0
1

¶
=

µ
0
0

¶
:

¶ïÝ»É (®; ¯)T ï³ññÇ å³ïÏ»ñÁ ¨ ï³É T ûå»ñ³ïáñÇ »ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý
ÝÏ³ñ³·ÇñÁ:
356. T : R2 ! R2 ûå»ñ³ïáñÝ ³ÛÝåÇëÇÝ ¾, áñ

T

µ
1
0

¶
=

µ
0
1

¶
; T

µ
0
1

¶
=

µ
1
0

¶
:
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¶ïÝ»É (®; ¯)T ï³ññÇ å³ïÏ»ñÁ ¨ ï³É T ûå»ñ³ïáñÇ »ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý
ÝÏ³ñ³·ÇñÁ:
357. T : R2 ! R2 ûå»ñ³ïáñÁ ·áñÍáõÙ ¾

Tu = projvu; v =

µ
1
1

¶

ûñ»Ýùáí: ¶ïÝ»É (®; ¯)T ; (5; 0)T ï³ññ»ñÇ å³ïÏ»ñÝ»ñÁ ¨ óáõÛó ï³É, áñ

T -Ý ·Í³ÛÇÝ ¾: ¶ïÝ»É Ý³¨ T

µ
3
4

¶
; T

µ
T

µ
3
4

¶¶
ï³ññ»ñÁ: ´³ó³ïñ»É

å³ï³ëË³ÝÇ »ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý ÇÙ³ëïÁ: òáõÛó ï³É, áñ T ûå»ñ³ïáñÁ
ë³ÑÙ³Ýí³Í ¾

A =

0
@

1
2

1
2

1
2

1
2

1
A

Ù³ïñÇóáí:
358. ²å³óáõó»É, áñ T : V ! V ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÇ ³Ýß³ñÅ Ï»ï»ñÇ
µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ V -Ç »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¾:
359. T : R2 ! R2 ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÁ ·áñÍáõÙ ¾

T

µ
v1
v2

¶
=

µ
v1
2v2

¶

ûñ»Ýùáí: ¶ïÝ»É T -Ç ³Ýß³ñÅ Ï»ï»ñÁ:
360. T : R2 ! R2 ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÁ ·áñÍáõÙ ¾

T

µ
v1
v2

¶
=

µ
v2
v1

¶

ûñ»Ýùáí: ¶ïÝ»É T -Ç ³Ýß³ñÅ Ï»ï»ñÁ:
361. T : R2 ! R2 ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÁ ·áñÍáõÙ ¾

T

µ
v1
v2

¶
=

µ
v1 ¡ h
v2 ¡ k

¶
; h2 + k2 6= 0

ûñ»Ýùáí: òáõÛó ï³É, áñ T -Ý ·Í³ÛÇÝ ã¾ ¨ ³Ýß³ñÅ Ï»ï ãáõÝÇ:
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362. ²å³óáõó»É, áñ ó³ÝÏ³ó³Í ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ·Íáñ»Ý
Ï³ËÛ³É Ñ³Ù³ËáõÙµ ³ñï³å³ïÏ»ñáõÙ ¾ ·Íáñ»Ý Ï³ËÛ³É Ñ³Ù³ËÙµÇ:
363. T : Mn;n ! R1 ûå»ñ³ïáñÁ ·áñÍáõÙ ¾

TA = Tr(A)

ûñ»Ýùáí: òáõÛó ï³É, áñ T -Ý ·Í³ÛÇÝ ¾:

24. ¶Ì²ÚÆÜ úäºð²îàðÆ ØÆæàôÎ ºì ä²îÎºð

ê³ÑÙ³ÝáõÙ 38. T : V ! W ûå»ñ³ïáñÇ ÙÇçáõÏ (ÏáñÇ½) ³Ýí³ÝáõÙ
»Ý

N (T ) = fv 2 V ; Tv = og
µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ:

úñÇÝ³Ï 163. T : M3;2 ! M2;3 ûå»ñ³ïáñÁ ·áñÍáõÙ ¾ TA = AT

ûñ»Ýùáí: ¶ïÝ»É T ûå»ñ³ïáñÇ ÙÇçáõÏÁ:
N (T ) µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ µ³ÕÏ³ó³Í ¾ ÙÇ³ÛÝ ½ñáÛ³Ï³Ý ï³ññÇó: ²
²ÏÝÑ³Ûï ¾, áñ N (O) = V ¨ N (I) = fog:
úñÇÝ³Ï 164. T : R3 ! R3 ûå»ñ³ïáñÁ ·áñÍáõÙ ¾

T

0
@

v1
v2
v3

1
A =

0
@

v1
v2
0

1
A

ûñ»Ýùáí: ¶ïÝ»É T ûå»ñ³ïáñÇ ÙÇçáõÏÁ:
ø³ÝÇ áñ T ûå»ñ³ïáñÝ Çñ³Ï³Ý³óÝáõÙ ¾ åñáÛ»ÏóÇ³ xy Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý

íñ³, ³å³ N (T ) µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ µ³ÕÏ³ó³Í ¾ µáÉáñ ³ÛÝ ï³ññ»ñÇó, áñáÝù
·ïÝíáõÙ »Ý z ³é³ÝóùÇ íñ³

N (T ) = f

0
@

0
0
v3

1
A ; v3 2 R1g : ²

úñÇÝ³Ï 165. ¶ïÝ»É T

µ
v1
v2

¶
=

0
@

v1 ¡ 2v2
0

¡v1

1
A ûñ»Ýùáí ·áñÍáÕ

ûå»ñ³ïáñÇ ÙÇçáõÏÁ:
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ä³Ñ³ÝçíáõÙ ¾ ·ïÝ»É R2 ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý µáÉáñ ³ÛÝ

µ
v1
v2

¶
ï³ññ»ñÁ,

áñáÝó Ñ³Ù³ñ

T

µ
v1
v2

¶
=

0
@

v1 ¡ 2v2
0

¡v1

1
A =

0
@

0
0
0

1
A ;

áñï»ÕÇó
v1 ¡ 2v2 = 0

¡v1 = 0 :

ø³ÝÇ áñ Ñ³Ù³Ï³ñ·Ý áõÝÇ ÙÇ³ÛÝ ½ñáÛ³Ï³Ý ÉáõÍáõÙ, ³å³ N (T ) = fog:²
úñÇÝ³Ï 166. ¶ïÝ»É T : R3 ! R2 ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÇ ÙÇçáõÏÁ,

áñÁ ·áñÍáõÙ ¾

Tv = Av; A =

µ
1 ¡1 ¡2
¡1 2 3

¶

ûñ»Ýùáí:
T ûå»ñ³ïáñÇ ÙÇçáõÏÁ R3 ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý µáÉáñ ³ÛÝ (v1; v2; v3)

T

Ï»ï»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ ¾, áñáÝó Ñ³Ù³ñ

T

0
@

v1
v2
v3

1
A =

µ
1 ¡1 ¡2
¡1 2 3

¶0
@

v1
v2
v3

1
A =

=

µ
v1 ¡ v2 ¡ 2v3

¡v1 + 2v2 + 3v3

¶
=

µ
0
0

¶
:

àñï»ÕÇó
v1 ¡ v2 ¡ 2v3 = 0

¡v1 + 2v2 + 3v3 = 0 :

Ð³Ù³Ï³ñ·Ç å³ñ³Ù»ïñ³Ï³Ý ÉáõÍáõÙÝ ¾

0
@

v1
v2
v3

1
A =

0
@

t
¡t
t

1
A :

250



²Ûëï»ÕÇó

N (T ) = linf

0
@

1
¡1
1

1
Ag : ²

Â»áñ»Ù 73. T : V ! W ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÇ ÙÇçáõÏÁ V ·Í³ÛÇÝ
ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¾: T -Ç ÙÇçáõÏÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý Ý³¨ T
ûå»ñ³ïáñÇ ½ñáÛ³Ï³Ý »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ:

úñÇÝ³Ï 167. ¸Çóáõù T : R5 ! R4 ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÁ ·áñÍáõÙ ¾

Tv = Av; A =

0
B@

1 2 0 1 ¡1
2 1 3 1 0
¡1 0 ¡2 0 1
0 0 0 2 8

1
CA

ûñ»Ýùáí: ¶ïÝ»É N (T ) ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý µ³½ÇëÁ:
ÆÝãå»ë Ý³Ëáñ¹ ûñÇÝ³ÏáõÙ ëï³ÝáõÙ »Ýù Ñ»ï¨Û³É Ñ³Ù³Ï³ñ·Á

v1 = ¡2v3 + v5

v2 = v3 + 2v5

v4 = ¡4v5 :

Ð³Ù³Ï³ñ·Ç ÉáõÍáõÙÝ»ñÇ ýáõÝ¹³Ù»Ýï³É Ñ³Ù³ËáõÙµÝ ¾

f

0
BBB@

¡2
1
1
0
0

1
CCCA ;

0
BBB@

1
2
0
¡4
1

1
CCCAg;

áñÝ ¾É ÏÉÇÝÇ N (T ) ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý µ³½ÇëÁ: ²
²ÛëåÇëáí, »Ã» T ûå»ñ³ïáñÁ ë³ÑÙ³Ýí³Í ¾ A Ù³ïñÇóáí, ³å³

N (T ) ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ Ax = o Ñ³Ù³ë»é Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ÉáõÍáõÙÝ»ñÇ ·Í³ÛÇÝ
ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ ¾` N (T ) = N (A):

ê³ÑÙ³ÝáõÙ 39. T : V ! W ûå»ñ³ïáñÇ å³ïÏ»ñ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý

R(T ) = fw 2 W ; 9v 2 V; Tv = wg
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µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ:
Â»áñ»Ù 74. T : V ! W ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÇ å³ïÏ»ñÁ W ·Í³ÛÇÝ

ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¾:
ºÃ» T ûå»ñ³ïáñÁ ë³ÑÙ³Ýí³Í ¾ A (m £ n) Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇóáí,

³å³ T -Ç å³ïÏ»ñÁ µáÉáñ ³ÛÝ b í»ÏïáñÝ»ñÇ Ñ³Ù³ËáõÙµÝ ¾, áñáÝù Ý»ñ-
Ï³Û³óíáõÙ »Ý b = Ax ï»ëùáí, ³ÛëÇÝùÝ` R(T ) = R(A), áñÇ ã³÷áÕ³-
Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ` dim(R(T )) = rang(A):

úñÇÝ³Ï 168. T : R5 ! R4 ûå»ñ³ïáñÁ ë³ÑÙ³Ýí³Í ¾ ÇÝãå»ë
ûñÇÝ³Ï 167-áõÙ: ¶ïÝ»É R(T )-Ç µ³½ÇëÁ:

A Ù³ïñÇóÁ Ó¨³÷áË»Éáí ë»Õ³Ý³Ó¨ ï»ëùÇ Ï³ñ»ÉÇ ¾ Ñ³Ùá½í»É, áñ,
ûñÇÝ³Ï, ³é³çÇÝ, »ñÏñáñ¹ ¨ ãáññáñ¹ ëÛáõÝ»ñÁ µ³½Çë³ÛÇÝ »Ý: Ð»ï¨³µ³ñ

f

0
B@

1
2
¡1
0

1
CA ;

0
B@

2
1
0
0

1
CA ;

0
B@

1
1
0
2

1
CAg

Ñ³Ù³ËáõÙµÁ R(T ) ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý µ³½Çë ¾:²
Â»áñ»Ù 75. ºÃ» T : V ! W -Ý ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñ ¾ ¨ dimV = n,

³å³
dim(R(T )) + dim(N (T )) = n :

úñÇÝ³Ï 167-áõÙ ¹Çï³ñÏí³Í T ûå»ñ³ïáñÇ Ñ³Ù³ñ áõÝ»Ýù

dim(N (T )) = 2; dim(R(T )) = 3;

dim(N (T )) + dim(R(T )) = dim(R5) = 5 :

ºÃ» T : V ! W ûå»ñ³ïáñáí V ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ï³ñµ»ñ
ï³ññ»ñÇ å³ïÏ»ñÝ»ñÁ ï³ñµ»ñ »Ý, ³å³ T -Ý ³Ýí³ÝáõÙ »Ý ÇÝÛ»ÏïÇí

ûå»ñ³ïáñ, ÇëÏ »Ã» W -Ç ó³ÝÏ³ó³Í ï³ññ V -Ç áñ¨¾ ï³ññÇ å³ïÏ»ñ ¾,
³å³ T -Ý ³Ýí³ÝáõÙ »Ý ëÛáõñÛ»ÏïÇí ûå»ñ³ïáñ: ºÃ» T -Ý ÙÇ³Å³Ù³Ý³Ï ¨
ÇÝÛ»ÏïÇí ¾, ¨ ëÛáõñÛ»ÏïÇí, ³å³ ³ÛÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý µÇÛ»ÏïÇí ûå»ñ³ïáñ

Ï³Ù ³ëáõÙ »Ý, áñ T -Ý ÷áËÙÇ³ñÅ»ù ³ñï³å³ïÏ»ñáõÙ ¾:

Â»áñ»Ù 76. àñå»ë½Ç T : V ! W ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÁ ÉÇÝÇ ÇÝÛ»Ï-
ïÇí ³ÝÑñ³Å»ßï ¾ ¨ µ³í³ñ³ñ, áñ N (T ) = fog:

Â»áñ»Ù 77. àñå»ë½Ç T : V ! W ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÁ ÉÇÝÇ ëÛáõñ-
Û»ÏïÇí ³ÝÑñ³Å»ßï ¾ ¨ µ³í³ñ³ñ, áñ

dim(R(T )) = dimW :

252



Â»áñ»Ù 78. ºÃ» T : V ! W ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñ ¾ ¨ dimV =
dimW = n, ³å³ T -Ý ÷áËÙÇ³ñÅ»ù ³ñï³å³ïÏ»ñáõÙ ¾ ³ÛÝ ¨ ÙÇ³ÛÝ
³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñµ T -Ý ëÛáõñÛ»ÏïÇí ¾:

úñÇÝ³Ï 169. ¸Çï³ñÏ»Ýù Ñ»ï¨Û³É ûå»ñ³ïáñÝ»ñÁ

³) T : R3 ! R2;

0
@

x
y
z

1
A 7¡!T

µ
x
y

¶
:

T -Ý ÇÝÛ»ÏïÇí ã¾, ù³ÝÇ áñ »ñÏáõ ï³ñµ»ñ ï³ññ»ñÇ Ñ³Ù³å³ï³ë-
Ë³Ý»óÝáõÙ ¾ ÙÇ¨ÝáõÛÝ ï³ññÁ

T

0
@

0
0
0

1
A =

µ
0
0

¶
; T

0
@

0
0
1

1
A =

µ
0
0

¶
:

T -Ý ëÛáõñÛ»ÏïÇí ûå»ñ³ïáñ ¾: ¸³ óáõÛó ï³Éáõ Ñ³Ù³ñ ÝÏ³ï»Ýù, áñ T
ûå»ñ³ïáñÁ ë³ÑÙ³Ýí³Í ¾ Ñ»ï¨Û³É A Ù³ïñÇóáí

A =

µ
1 0 0
0 1 0

¶
:

àõÝ»Ýù
rang(A) = 2 = dim(R(T )) = dim(R2) :

ØÝáõÙ ¾ ÏÇñ³é»É Ã»áñ»Ù 77-Á:

µ) T : R2 ! R3;

µ
x
y

¶
7¡!T

0
@

x
y
0

1
A:

T -Ý ÇÝÛ»ÏïÇí ûå»ñ³ïáñ ¾, ù³ÝÇ áñ

µ
x1

y1

¶
6=

µ
x2

y2

¶
)

0
@

x1

y1
0

1
A 6=

0
@

x2

y2
0

1
A :

T -Ý ëÛáõñÛ»ÏïÇí ûå»ñ³ïáñ ã¾, ù³ÝÇ áñ, ûñÇÝ³Ï,

0
@

x
y
1

1
A ï³ññÁ

Ý³Ë³å³ïÏ»ñ ãáõÝÇ: ÜÏ³ï»Ýù, áñ ÝáõÛÝ ûñ»Ýùáí ·áñÍáÕ T : R2 !
R(T ) ûå»ñ³ïáñÁ ÷áËÙÇ³ñÅ»ù ¾:
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·) T : P2 ! R3; a0 + a1x + a2x
2 7¡!T

0
@

a0
a1
a2

1
A ûñ»Ýùáí ·áñÍáÕ

ûå»ñ³ïáñÁ ÷áËÙÇ³ñÅ»ù ¾:
¹) T : Mm;n ! Mn;m; TA = AT ûñ»Ýùáí ·áñÍáÕ ûå»ñ³ïáñÁ

÷áËÙÇ³ñÅ»ù ¾: ²
úñÇÝ³Ï 170. T : Rn ! Rm ûå»ñ³ïáñÁ ë³ÑÙ³Ýí³Í ¾ A Ù³ï-

ñÇóáí.

³) A =

0
@

1 2 0
0 1 1
0 0 1

1
A, µ) A =

0
@

1 2
0 1
0 0

1
A,

·) A =

µ
1 2 0
0 1 ¡1

¶
, ¹) A =

0
@

1 2 0
0 1 1
0 0 0

1
A:

ä³ñ½»É, Ã» ïñí³Í ûå»ñ³ïáñÝ»ñÇó, áñÝ ¾ µÇÛ»ÏïÇí, ëÛáõñÛ»ÏïÇí,
Ï³Ù ¾É áã Ù»ÏÁ ¨ áã ¾É ÙÛáõëÁ: Ð³Ù³å³ï³ëË³Ý ³ñ¹ÛáõÝùÝ»ñÁ Ý»ñÏ³Û³ó-
Ý»Ýù ³ÕÛáõë³ÏÇ ï»ëùáí

T : Rn ! Rm dim(V ) dim(R(T )) dim(N (T )) µÇÛ»ÏïÇí ëÛáõñÛ»Ï.

³) T : R3 ! R3 3 3 0 ³Ûá ³Ûá
µ) T : R2 ! R3 2 2 0 áã áã
·) T : R3 ! R2 3 2 1 áã ³Ûá
¹) T : R3 ! R3 3 2 1 áã áã

²
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364. ¶ïÝ»É T ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÇ ÙÇçáõÏÁ

³) T : R3 ! R3; T

0
@

v1
v2
v3

1
A =

0
@

0
0
0

1
A ;

µ) T : R4 ! R4; T

0
B@

v1
v2
v3
v4

1
CA =

0
B@

v1
v2
v4
v3

1
CA ;

·) T : P3 ! R1; T (a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3) = a0;

¹) T : P2 ! P1; T (a0 + a1x+ a2x
2) = a0 + 2a2x;

») T : R2 ! R2; T

µ
v1
v2

¶
=

µ
v1 + 2v2
v2 ¡ v1

¶
;

½) T : R2 ! R2; T

µ
v1
v2

¶
=

µ
v1 ¡ v2
v2 ¡ v1

¶
:

365. T ûå»ñ³ïáñÁ ë³ÑÙ³Ýí³Í ¾ A Ù³ïñÇóáí: ¶ïÝ»É T ûå»ñ³ïáñÇ
ÙÇçáõÏÇ ¨ å³ïÏ»ñÇ µ³½ÇëÝ»ñÁ

³) A =

µ
1 2
3 4

¶
, µ) A =

µ
1 ¡1 2
0 1 2

¶
:

366. T ûå»ñ³ïáñÁ ë³ÑÙ³Ýí³Í ¾ A Ù³ïñÇóáí: ¶ïÝ»É`

N (T ); dim(N (T )); R(T ); dim(R(T ));

»Ã»

³) A =

µ
1 1
1 ¡1

¶
, µ) A =

0
@

5 ¡3
1 1
1 ¡1

1
A:

367. T : P4 ! P3 ûå»ñ³ïáñÁ ·áñÍáõÙ ¾ Tp(x) =
dp(x)

dx
ûñ»Ýùáí:

¶ïÝ»É T ûå»ñ³ïáñÇ ÙÇçáõÏÁ:
368. T : P2 ! R1 ûå»ñ³ïáñÁ ·áñÍáõÙ ¾

Tp =

Z 1

0

p(x)dx
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ûñ»Ýùáí: ¶ïÝ»É T ûå»ñ³ïáñÇ ÙÇçáõÏÁ:
369. T : R3 ! R3 ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÁ åñáÛ»ÏïáõÙ ¾ v = (2;¡1; 1)T

ï³ññÇÝ: ¶ïÝ»É T ûå»ñ³ïáñÇ ÙÇçáõÏÇ ¨ å³ïÏ»ñÇ ã³÷áÕ³Ï³ÝáõÃÛáõÝ-
Ý»ñÁ: ¶ïÝ»É ÙÇçáõÏÇ µ³½ÇëÁ:
370. òáõÛó ï³É, áñ A Ù³ïñÇóáí ë³ÑÙ³Ýí³Í T ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÁ
ëÛáõñÛ»ÏïÇí ¨ µÇÛ»ÏïÇí ¾

³) A =

µ
¡1 0
0 1

¶
, µ) A =

µ
1 0
0 ¡1

¶
,

·) A =

0
@

1 0 0
0 0 1
0 0 1

1
A, ¹) A =

0
@

1 2 3
¡1 2 4
0 4 1

1
A:

371. Æ±Ýã Ï³ñ»ÉÇ ¾ ³ë»É T : Rn ! Rn; Tv = Av Ó¨³÷áËáõÃÛ³Ý
dim(R(T ))-Ç Ù³ëÇÝ, »Ã»

³) det(A) 6= 0, µ) det(A) = 0:
372. T : Mn;n ! Mn;n; TA = A ¡ AT : òáõÛó ï³É, áñ T ûå»ñ³ïáñÇ
ÙÇçáõÏÁ (n£ n) Ï³ñ·Ç ëÇÙ»ïñÇÏ Ù³ïñÇóÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ ¾:
373. T : V ! W ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñ ¾: ²å³óáõó»É, áñ T -Ý ÇÝÛ»ÏïÇí ¾
³ÛÝ ¨ ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñµ dim(R(T )) = dimV :
374. T : V ! V ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÁ ÷áËÙÇ³ñÅ»ù ¾: òáõÛó ï³É, áñ
fv1; ¢ ¢ ¢ ; vng ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë Ñ³Ù³ËÙµÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáõÃÛ³Ý Ù»ç ¾
¹ñíáõÙ fTv1; ¢ ¢ ¢ ; Tvng ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë Ñ³Ù³ËáõÙµ:
375. T : V ! V ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÁ ÷áËÙÇ³ñÅ»ù ¾: òáõÛó ï³É, áñ
Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ v ï³ññÇ Ñ³Ù³ñ Ï·ïÝíÇ ³ÛÝåÇëÇ w ï³ññ, áñ v = Tw:

25. ¶Ì²ÚÆÜ úäºð²îàðÆ Ø²îðÆò²ÚÆÜ ä²îÎºðàôØÀ

¸Çóáõù B = fv1; ¢ ¢ ¢ ; vng Ñ³Ù³ËáõÙµÁ Rn ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý
ïÇå³ÛÇÝ µ³½ÇëÝ ¾:

ºÃ» T : Rn ! Rm ·Í³ÛÇÝ Ó¨³÷áËáõÃÛáõÝÝ ³ÛÝåÇëÇÝ ¾, áñ

Tv1 =

0
BB@

v11
v12
...

v1m

1
CCA ; Tv2 =

0
BB@

v21
v22
...

v2m

1
CCA ; ¢ ¢ ¢ ; Tvn =

0
BB@

vn1
vn2
...

vnm

1
CCA ;
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³å³

(T )B =

0
BB@

v11 v21 ¢ ¢ ¢ vn1
v12 v22 ¢ ¢ ¢ vn2
...

...
...

v1m v2m ¢ ¢ ¢ vnm

1
CCA

Ù³ïñÇóÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý T ûå»ñ³ïáñÇ ïÇå³ÛÇÝ Ù³ïñÇó:

Â»áñ»Ù 79. ò³ÝÏ³ó³Í v 2 Rn ï³ññÇ Ñ³Ù³ñ Tv = (T )B v,
³ÛëÇÝùÝ, T ûå»ñ³ïáñÁ ë³ÑÙ³Ýí³Í ¾ (T )B Ù³ïñÇóáí:

úñÇÝ³Ï 171. ¶ïÝ»Ýù

T

0
@

v1
v2
v3

1
A =

µ
v1 ¡ 2v2
2v1 + v2

¶

ûå»ñ³ïáñÇ ïÇå³ÛÇÝ Ù³ïñÇóÁ:
àõÝ»Ýù

Tv1 = T

0
@

1
0
0

1
A =

µ
1
2

¶
; Tv2 = T

0
@

0
1
0

1
A =

µ
¡2
1

¶
;

Tv3 = T

0
@

0
0
1

1
A =

µ
0
0

¶
:

T ûå»ñ³ïáñÇ ïÇå³ÛÇÝ Ù³ïñÇóÝ ¾

(T )B =

µ
1 ¡2 0
2 1 0

¶
:

êïáõ·»Ýù

(T )B

0
@

v1
v2
v3

1
A =

µ
1 ¡2 0
2 1 0

¶0
@

v1
v2
v3

1
A =

µ
v1 ¡ 2v2
2v1 + v2

¶
;

áñÁ Ñ³Ù³ñÅ»ù ¾

T

0
@

v1
v2
v3

1
A =

µ
v1 ¡ 2v2
2v1 + v2

¶
: ²

257



úñÇÝ³Ï 172. T : R2 ! R2 ûå»ñ³ïáñÁ R2 ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ó³Ý-
Ï³ó³Í ï³ññ åñáÛ»ÏïáõÙ ¾ Ox ³é³ÝóùÇ íñ³: ¶ïÝ»É T ûå»ñ³ïáñÇ
ïÇå³ÛÇÝ Ù³ïñÇóÁ:

T ûå»ñ³ïáñÁ ·áñÍáõÙ ¾

T

µ
v1
v2

¶
=

µ
v1
0

¶

ûñ»Ýùáí: îÇå³ÛÇÝ Ù³ïñÇóÝ ¾

(T )B =

µ
1 0
0 0

¶
:

Ø»Ï ³Ý·³Ù ¾É ÝÏ³ï»Ýù áñ

Tv = (T )Bv =

µ
1 0
0 0

¶µ
v1
v2

¶
=

µ
v1
0

¶
: ²

T1 : Rn ! Rm ¨ T2 : Rm ! Rp ûå»ñ³ïáñÝ»ñÇ T = T2T1

³ñï³¹ñÛ³ÉÁ ë³ÑÙ³ÝáõÙ »Ý

T : Rn ! Rp; Tv = (T2T1)v = T2(T1v); 8v 2 Rn

ûñ»Ýùáí:
Â»áñ»Ù 80. ºÃ» T = T2T1, ³å³ (T )B = (T2)B(T1)B :
úñÇÝ³Ï 173. îñí³Í »Ý

T1

0
@

v1
v2
v3

1
A =

0
@

2v1 + v2
0

v1 + v3

1
A ; T2

0
@

v1
v2
v3

1
A =

0
@

v1 ¡ v2
v3
v2

1
A :

¶ïÝ»É (T2T1)B ¨ (T1T2)B ïÇå³ÛÇÝ Ù³ïñÇóÝ»ñÁ:
T1 ¨ T2 ûå»ñ³ïáñÝ»ñÇ ïÇå³ÛÇÝ Ù³ïñÇóÝ»ñÝ »Ý

(T1)B =

0
@

2 1 0
0 0 0
1 0 1

1
A ; (T2)B =

0
@

1 ¡1 0
0 0 1
0 1 0

1
A :
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àñï»ÕÇó

(T2T1)B = (T2)B(T1)B =

0
@

2 1 0
1 0 1
0 0 0

1
A ;

(T1T2)B = (T1)B(T2)B =

0
@

2 ¡2 1
0 0 0
1 0 0

1
A :

²
ê³ÑÙ³ÝáõÙ 40. ºÃ» T1; T2 : Rn ! Rn ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÝ»ñÝ

³ÛÝåÇëÇÝ »Ý, áñ
T2T1 = T1T2 = I;

³å³ T2 ûå»ñ³ïáñÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý T1-Ç Ñ³Ï³¹³ñÓ ûå»ñ³ïáñ ¨ ³ëáõÙ
»Ý, áñ T1 ûå»ñ³ïáñÁ Ñ³Ï³¹³ñÓ»ÉÇ ¾: T ûå»ñ³ïáñÇ Ñ³Ï³¹³ñÓ ûå»-
ñ³ïáñÁ Ýß³Ý³ÏáõÙ »Ý T¡1-áí:

Â»áñ»Ù 81. ºÃ» T : Rn ! Rn ûå»ñ³ïáñÁ ·Í³ÛÇÝ ¾, ³å³ Ñ»ï¨Û³É
åÝ¹áõÙÝ»ñÁ Ñ³Ù³ñÅ»ù »Ý

² T -Ý Ñ³Ï³¹³ñÓ»ÉÇ ûå»ñ³ïáñ ¾,
² T -Ý ÷áËÙÇ³ñÅ»ù ³ñï³å³ïÏ»ñáõÙ ¾,
² (T )B Ù³ïñÇóÁ Ñ³Ï³¹³ñÓ»ÉÇ Ù³ïñÇó ¾:
Â»áñ»Ù 82. ºÃ» T ûå»ñ³ïáñÁ Ñ³Ï³¹³ñÓ»ÉÇ ¾, ³å³

(T )¡1
B = (T¡1)B :

úñÇÝ³Ï 174. ¸Çóáõù T : R3 ! R3 ûå»ñ³ïáñÁ ·áñÍáõÙ ¾

T

0
@

v1
v2
v3

1
A =

0
@

2v1 + 3v2 + v3
3v1 + 3v2 + v3
2v1 + 4v2 + v3

1
A

ûñ»Ýùáí: òáõÛó ï³É, áñ T -Ý Ñ³Ï³¹³ñÓ»ÉÇ ¾ ¨ ·ïÝ»É Ýñ³ Ñ³Ï³¹³ñÓÁ:
T ûå»ñ³ïáñÇ ïÇå³ÛÇÝ Ù³ïñÇóÝ ¾

(T )B =

0
@

2 3 1
3 3 1
2 4 1

1
A :
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(T )B Ù³ïñÇóÁ Ñ³Ï³¹³ñÓ»ÉÇ ¾ ¨

(T )¡1
B =

0
@

¡1 1 0
¡1 0 1
6 ¡2 ¡3

1
A :

²Ûëï»ÕÇó

T¡1v = T¡1

0
@

v1
v2
v3

1
A = (T )¡1

B

0
@

v1
v2
v3

1
A =

0
@

¡v1 + v2
¡v1 + v3

6v1 ¡ 2v2 ¡ 3v3

1
A : ²

¸Çóáõù V -Ý ¨ W -Ý í»ñç³íáñ ã³÷³ÝÇ ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñ »Ý
Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ B = fv1; v2; ¢ ¢ ¢ ; vng, B0 = fw1; w2; ¢ ¢ ¢ ; wmg
µ³½ÇëÝ»ñáí ¨ T : V ! W ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñ ¾: Üß³Ý³Ï»Ýù

(Tv1)B0 =

0
BB@

v11
v21
...

vm1

1
CCA ; (Tv2)B0 =

0
BB@

v12
v22
...

vm2

1
CCA ; ¢ ¢ ¢ ; (Tvn)B0 =

0
BB@

v1n
v2n
...

vmn

1
CCA :

(T )B;B0 =

0
BB@

v11 v12 ¢ ¢ ¢ v1n
v21 v22 ¢ ¢ ¢ v2n
...

...
...

vm1 vm2 ¢ ¢ ¢ vmn

1
CCA

Ù³ïñÇóÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý T ûå»ñ³ïáñÇ Ù³ïñÇó B, B0 µ³½ÇëÝ»ñÇ ÝÏ³ï-

Ù³Ùµ:

Â»áñ»Ù 83.

(Tv)B0 = (T )B;B0 (v)B :

úñÇÝ³Ï 175. ¸Çóáõù T : R2 ! R2 ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÁ ·áñÍáõÙ ¾

T

µ
v1
v2

¶
=

µ
v1 + v2
2v1 ¡ v2

¶

ûñ»Ýùáí: ¶ïÝ»É T ûå»ñ³ïáñÇ Ù³ïñÇóÁ

B = fv1; v2g = f
µ
1
2

¶
;

µ
¡1
1

¶
g; B0 = fw1; w2g = f

µ
1
0

¶
;

µ
0
1

¶
g
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µ³½ÇëÝ»ñÇ ÝÏ³ïÙ³Ùµ:
àõÝ»Ýù

Tv1 = T

µ
1
2

¶
=

µ
3
0

¶
= 3w1 + 0w2;

T v2 = T

µ
¡1
1

¶
=

µ
0
¡3

¶
= 0w1 ¡ 3w2 :

àñï»ÕÇó

(T )B;B0 =

µ
3 0
0 ¡3

¶
: ²

úñÇÝ³Ï 176. T ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÁ ë³ÑÙ³Ýí³Í ¾ ÇÝãå»ë Ý³Ëáñ¹

ûñÇÝ³ÏáõÙ: ¶ïÝ»É Tv ï³ññÁ, »Ã» v =

µ
2
1

¶
:

Î³ñ»ÉÇ ¾ û·ïí»É T ûå»ñ³ïáñÇ ë³ÑÙ³ÝáõÙÇó

Tv = T

µ
2
1

¶
=

µ
2 + 1

2 ¢ 2¡ 1

¶
=

µ
3
3

¶
:

Î³ñ»ÉÇ ¾ û·ïí»É Ý³Ëáñ¹ ûñÇÝ³ÏáõÙ ëï³óí³Í (T )B;B0 Ù³ïñÇóÇó

(Tv)B0 = (T )B;B0(v)B = (T )B;B0

µ
1
¡1

¶
:

ø³ÝÇ áñ B0-Á ïÇå³ÛÇÝ µ³½ÇëÝ ¾, ³å³ Tv = (Tv)B0 =

µ
3
3

¶
²:

Ø³ëÝ³íáñ ¹»åùáõÙ, »ñµ V = W ¨ B = B0, (T )(B;B0) Ù³ïñÇóÝ
³Ýí³ÝáõÙ »Ý T ûå»ñ³ïáñÇ Ù³ïñÇó Ï³Ù Ù³ïñÇó³ÛÇÝ å³ïÏ»ñáõÙ B µ³-
½ÇëáõÙ ¨ (T )(B;B0) = (T )B = (T )B0 : ÜÏ³ï»Ýù, áñ ³Ûë Ýß³Ý³ÏáõÙÁ
Ù»Ýù Ý³ËÏÇÝáõÙ ³ñ¹»Ý û·ï³·áñÍ»É »Ýù:

úñÇÝ³Ï 177. Dx : P2 ! P1 ûå»ñ³ïáñÁ ·áñÍáõÙ ¾

Dxp(x) = p0(x)

ûñ»Ýùáí: ¶ïÝ»ÉDx ûå»ñ³ïáñÇ Ù³ïñÇóÁB = f1; x; x2g ¨B0 = f1; xg
µ³½ÇëÝ»ñÇ ÝÏ³ïÙ³Ùµ: àõÝ»Ýù

Dx1 = 0 = 0¢1+0¢x; Dxx = 1 = 1¢1+0¢x; Dxx
2 = 2x = 0¢1+2¢x :

261



àñï»ÕÇó

(Dx)B;B0 =

µ
0 1 0
0 0 2

¶
:

ÜÏ³ï»Ýù, áñ »Ã» p(x) = a+ bx+ cx2 ³å³

(Dx)B;B0 p = (Dx)B;B0

0
@

a
b
c

1
A =

µ
b
2c

¶
:

²ÛëÇÝùÝ Dx(a+ bx+ cx2) = b+ 2cx : ²
úñÇÝ³Ï 178. V -Ý Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÇ ëÏ½µÝ³Ï»ïÇó ¹áõñë »ÏáÕ µáÉáñ

í»ÏïáñÝ»ñÇ ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ ¾: R3-Ç B = fe1; e2; e3g ïÇå³ÛÇÝ
µ³½ÇëÁ V -Ç µ³½Çë ¾: T : V ! V ûå»ñ³ïáñÁ V -Ç ó³ÝÏ³ó³Í ï³ññÇ
åñáÛ»ÏïáõÙ ¾ e1Oe2 Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý íñ³: ¶ïÝ»É T -Ç Ù³ïñÇóÁB µ³½ÇëáõÙ:

ø³ÝÇ áñ

Te1 = e1 = 1e1 + 0e2 + 0e3 =

0
@

1
0
0

1
A ;

T e2 = e2 = 0e1 + 1e2 + 0e3 =

0
@

0
1
0

1
A ;

T e3 = o = 0e1 + 0e2 + 0e3 =

0
@

0
0
0

1
A ;

³å³

(T )B =

0
@

1 0 0
0 1 0
0 0 0

1
A : ²

úñÇÝ³Ï 179. T : M2;2 ! M2;2 ûå»ñ³ïáñÁ ·áñÍáõÙ ¾

Tv =

µ
1 2
3 4

¶
v
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ûñ»Ýùáí: ¶ïÝ»É T -Ç Ù³ïñÇóÁ B = fe1; e2; e3; e4g ïÇå³ÛÇÝ µ³½ÇëáõÙ:
àõÝ»Ýù

Te1 =

µ
1 2
3 4

¶µ
1 0
0 0

¶
=

µ
1 0
3 0

¶
= e1 + 3e3;

T e2 = e2 + 3e4; T e3 = 2e1 + 4e3; T e4 = 2e2 + 4e4 :

àñï»ÕÇó

(T )B =

0
B@

1 0 2 0
0 1 0 2
3 0 4 0
0 3 0 4

1
CA : ²

376. ¶ïÝ»É Ñ»ï¨Û³É ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÝ»ñÇ ïÇå³ÛÇÝ Ù³ïñÇóÝ»ñÁ

³) T

µ
v1
v2

¶
=

µ
v1 + v2
v1 ¡ v2

¶
, µ) T

µ
v1
v2

¶
=

0
@

5v1 ¡ 3v2
v1 + v2
v2 ¡ 4v1

1
A,

·) T

0
@

v1
v2
v3

1
A =

0
@

v1 + v2
v1 ¡ v2

v3

1
A, ¹) T

0
@

v1
v2
v3

1
A =

µ
3v3 ¡ 2v2
4v1 + 11v3

¶
:

377. T ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÇ ïÇå³ÛÇÝ Ù³ïñÇóÇ û·ÝáõÃÛ³Ùµ ·ïÝ»É v
ï³ññÇ å³ïÏ»ñÁ

³) T

0
@

v1
v2
v3

1
A =

µ
13v1 ¡ 9v2 + 4v3
6v1 + 5v2 ¡ 3v3

¶
; v =

0
@

1
¡2
1

1
A,

µ) T

0
B@

v1
v2
v3
v4

1
CA =

µ
v1 + v2
v3 + v4

¶
; v =

0
B@

1
¡1
1
¡1

1
CA:

378. ¶ïÝ»É T ûå»ñ³ïáñÇ ïÇå³ÛÇÝ Ù³ïñÇóÁ ¨ Ýñ³ û·ÝáõÃÛ³Ùµ ·ïÝ»É
v ï³ññÇ å³ïÏ»ñÁ: ÜÏ³ñ»É v-Ý ¨ Ýñ³ å³ïÏ»ñÁ
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³) T -Ý Çñ³Ï³Ý³óÝáõÙ ¾ ëÇÙ»ïñÇ³ÛÇ Ó¨³÷áËáõÃÛáõÝ Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÇ
ëÏ½µÝ³Ï»ïÇ ÝÏ³ïÙ³Ùµ R2 ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ`

T

µ
x
y

¶
=

µ
¡x
¡y

¶
; v =

µ
3
4

¶
;

µ) T -Ý Çñ³Ï³Ý³óÝáõÙ ¾ ëÇÙ»ïñÇ³ÛÇ Ó¨³÷áËáõÃÛáõÝ y = x áõÕÕÇ ÝÏ³ï-

Ù³Ùµ R2 ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ` T

µ
x
y

¶
=

µ
y
x

¶
; v =

µ
3
4

¶
,

·) T -Ý R2 ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ Çñ³Ï³Ý³óÝáõÙ ¾ åïáõÛï 135±-áí ¨

v =

µ
4
4

¶
,

¹) T -Ý R2 ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ Çñ³Ï³Ý³óÝáõÙ ¾ åïáõÛï ¡60±-áí ¨

v =

µ
2
2

¶
,

») T -Ý Çñ³Ï³Ý³óÝáõÙ ¾ ëÇÙ»ïñÇ³ÛÇ Ó¨³÷áËáõÃÛáõÝ xy Ïááñ¹ÇÝ³ï³-
Ï³Ý Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý ÝÏ³ïÙ³Ùµ R3 ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ`

T

0
@

x
y
z

1
A =

0
@

x
y
¡z

1
A ; v =

0
@

3
2
2

1
A ;

½) T -Ý Çñ³Ï³Ý³óÝáõÙ ¾ ëÇÙ»ïñÇ³ÛÇ Ó¨³÷áËáõÃÛáõÝ yz Ïááñ¹ÇÝ³ï³-
Ï³Ý Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý ÝÏ³ïÙ³Ùµ R3 ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ

T

0
@

x
y
z

1
A =

0
@

¡x
y
z

1
A ; v =

0
@

2
3
4

1
A :

379. ¶ïÝ»É T2T1 ¨ T1T2 ûå»ñ³ïáñÝ»ñÇ ïÇå³ÛÇÝ Ù³ïñÇóÝ»ñÁ, »Ã»

³) T1

µ
v1
v2

¶
=

µ
v1 ¡ 2v2
2v1 + 3v2

¶
; T2

µ
v1
v2

¶
=

µ
2v1

v1 ¡ v2

¶
;

µ) T1

µ
v1
v2

¶
=

0
@

¡v1 + 2v2
v1 + v2
v1 ¡ v2

1
A ; T2

0
@

v1
v2
v3

1
A =

µ
v1 ¡ 3v2
v3 + 3v1

¶
:
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380. Ð»ï¨Û³É ·Í³ÛÇÝ Ó¨³÷áËáõÃÛáõÝÝ»ñÇó, á±ñÝ ¾ Ñ³Ï³¹³ñÓ»ÉÇ: ¸ñ³-
Ï³Ý å³ï³ëË³ÝÇ ¹»åùáõÙ ·ïÝ»É Ñ³Ï³¹³ñÓÁ

³) T

µ
v1
v2

¶
=

µ
v1 + v2
v1 ¡ v2

¶
;

µ) T

µ
v1
v2

¶
=

µ
2v1
0

¶
;

·) T

µ
v1
v2

¶
=

µ
5v1
5v2

¶
:

381. ¶ïÝ»É Tv ï³ññÁ. û·ï³·áñÍ»Éáí T ûå»ñ³ïáñÇ ïÇå³ÛÇÝ Ù³ï-
ñÇóÁ, û·ï³·áñÍ»Éáí T ûå»ñ³ïáñÇ Ù³ïñÇóÁB ¨B0 µ³½ÇëÝ»ñÇ ÝÏ³ï-
Ù³Ùµ, »Ã»

³) T

µ
v1
v2

¶
=

0
@

v1 + v2
v1
v2

1
A ; v =

µ
5
4

¶
;

B = f
µ

1
¡1

¶
;

µ
0
1

¶
g; B0 = f

0
@

1
1
0

1
A ;

0
@

0
1
1

1
A ;

0
@

1
0
1

1
Ag,

µ) T

0
@

v1
v2
v3

1
A) =

µ
v1 ¡ v2
v2 ¡ v3

¶
; v =

0
@

1
2
¡3

1
A ;

B = f

0
@

1
1
1

1
A ;

0
@

1
1
0

1
A ;

0
@

0
1
1

1
Ag; B0 = f

µ
1
2

¶
;

µ
1
1

¶
g,

382. T : P2 ! P3 ûå»ñ³ïáñÁ ·áñÍáõÙ ¾ Tp = xp ûñ»Ýùáí: ¶ïÝ»É T
ûå»ñ³ïáñÇ Ù³ïñÇóÁ B = f1; x; x2g ¨ B0 = f1; x; x2; x3g µ³½ÇëÝ»ñÇ
ÝÏ³ïÙ³Ùµ:
383. T : P3 ! P4 ûå»ñ³ïáñÁ ·áñÍáõÙ ¾

Txk =

Z x

0

tkdt

ûñ»Ýùáí: ¶ïÝ»É T ûå»ñ³ïáñÇ Ù³ïñÇóÁ P3 ¨ P4 ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ
ëï³Ý¹³ñï µ³½ÇëÝ»ñÇ ÝÏ³ïÙ³Ùµ: êï³óí³Í Ù³ïñÇóÇ û·ÝáõÃÛ³Ùµ
·ïÝ»É p(x) = 6¡ 2x+ 3x3 µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ Ý³ËÝ³Ï³ÝÁ:
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384. òáõÛó ï³É, áñ »Ã» T1 ¨ T2 ûå»ñ³ïáñÝ»ñÁ Ñ³Ï³¹³ñÓ»ÉÇ »Ý, ³å³
Ñ³Ï³¹³ñÓ»ÉÇ ¾ Ý³¨ T1T2 ûå»ñ³ïáñÁ ¨

(T1T2)
¡1 = T¡1

2 T¡1
1 :

385. T : V ! V ûå»ñ³ïáñÝ ³ÛÝåÇëÇÝ ¾, áñ T k = I ÇÝã-áñ µÝ³Ï³Ý
k-Ç Ñ³Ù³ñ: òáõÛó ï³É, áñ ó³ÝÏ³ó³Í b 2 V ï³ññÇ Ñ³Ù³ñ Tx = b
Ñ³í³ë³ñáõÙÝ áõÝÇ ÉáõÍáõÙ:
386. T : V ! V ûå»ñ³ïáñÝ ³ÛÝåÇëÇÝ ¾, áñ T k = O ÇÝã áñ µÝ³Ï³Ý
k-Ç Ñ³Ù³ñ: òáõÛó ï³É, áñ Ï·ïÝíÇ v 2 V (v 6= o) ï³ññ ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ
Tv = o:
387. ¶ïÝ»É L(V; V ) ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ã³÷áÕ³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ, »Ã»
dimV = n:
388. ¶ïÝ»É L(V;W ) ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ã³÷áÕ³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ, »Ã»
dimV = n ¨ dimW = m :
389. òáõÛó ï³É, áñ »Ã» T ûå»ñ³ïáñÇ Ñ³Ï³¹³ñÓÁ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ, ³å³
Tv = o Ñ³í³ë³ñáõÙÝ áõÝÇ ÙÇ³ÛÝ v = o ÉáõÍáõÙ:
390. ¶ïÝ»É ³ÛÝ ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÁ, áñÁ ïñí³Í v1; v2; v3 í»ÏïáñÝ»ñÝ
³ñï³å³ïÏ»ñáõÙ ¾ u1; u2; u3 í»ÏïáñÝ»ñÇÝ: ¶ïÝ»É ûå»ñ³ïáñÇ Ù³ï-
ñÇó³ÛÇÝ å³ïÏ»ñáõÙÁ ïÇå³ÛÇÝ µ³½ÇëáõÙ

³) v1 =

0
@

2
3
5

1
A ; v2 =

0
@

0
1
2

1
A ; v3 =

0
@

1
0
0

1
A ;

u1 =

0
@

1
1
1

1
A ; u2 =

0
@

1
1
¡1

1
A ; u3 =

0
@

2
1
2

1
A:

µ) v1 =

0
@

2
0
3

1
A ; v2 =

0
@

4
1
5

1
A ; v3 =

0
@

3
1
2

1
A ;

u1 =

0
@

1
2
¡1

1
A ; u2 =

0
@

4
5
¡2

1
A ; u3 =

0
@

1
¡1
1

1
A:

391. òáõÛó ï³É, áñ Rn-áõÙ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ³ÛÝåÇëÇ ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñ,
áñÁ ïñí³Í fv1; ¢ ¢ ¢ ; vng ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë Ñ³Ù³ËáõÙµÁ ³ñï³å³ïÏ»ñáõÙ
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¾ fu1; ¢ ¢ ¢ ; ung ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë Ñ³Ù³ËÙµÇÝ: ¶ïÝ»É ³Û¹ ûå»ñ³ïáñÇ
Ù³ïñÇóÁ fv1; ¢ ¢ ¢ ; vng µ³½ÇëáõÙ:
392. ²å³óáõó»É, áñ T : R3 ! R3; Tv = (v; u)u; u = (1; 2; 3)T

ûñ»Ýùáí ·áñÍáÕ ûå»ñ³ïáñÁ ·Í³ÛÇÝ ¾ ¨ ·ïÝ»É Ýñ³ Ù³ïñÇóÁ

f

0
@

1
0
1

1
A ;

0
@

2
0
¡1

1
A ;

0
@

1
1
0

1
Ag

µ³½ÇëáõÙ:
393. T1; T2 : M2;2 ! M2;2 ûå»ñ³ïáñÝ»ñÁ ·áñÍáõÙ »Ý

T1A =

µ
a b
c d

¶
A; T2A = A

µ
a b
c d

¶
; 8A 2 M2;2

ûñ»ÝùÝ»ñáí: ¶ïÝ»É ûå»ñ³ïáñÝ»ñÇ Ù³ïñÇóÝ»ñÁ M2;2 ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³-
ÍáõÃÛ³Ý ïÇå³ÛÇÝ µ³½ÇëáõÙ:
394. Pn ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ T ûå»ñ³ïáñÁ ·áñÍáõÙ ¾

T (p(x)) = p(x+ 1) + p(x)

ûñ»Ýùáí: ¶ïÝ»É T ûå»ñ³ïáñÇ Ù³ïñÇóÁ f1; x; x2; ¢ ¢ ¢ ; xng µ³½ÇëáõÙ:
395. òáõÛó ï³É, áñ Pn ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ ³Í³ÝóÙ³Ý ·áñÍáÕáõÃ-
ÛáõÝÁ ·Í³ÛÇÝ ³ñï³å³ïÏ»ñáõÙ ¾: ¶ïÝ»É ³Û¹ ³ñï³å³ïÏ»ñÙ³Ý Ù³-
ïñÇóÁ Ñ»ï¨Û³É µ³½ÇëÝ»ñáõÙ

³) f1; x; x2; ¢ ¢ ¢ ; xng,

µ) f1; x¡ c;
(x¡ c)2

2!
; ¢ ¢ ¢ ; (x¡ c)n

n!
g, áñï»Õ c-Ý Çñ³Ï³Ý ÃÇí ¾:

396. V = linfcosx; sinxg: ¶ïÝ»É V -áõÙ ·áñÍáÕ ¹Çý»ñ»ÝóÙ³Ý ûå»ñ³-
ïáñÇ Ù³ïñÇóÁ fsinx; cosxg µ³½ÇëáõÙ:

26. úäºð²îàðÆ Ø²îðÆòÆ Òºì²öàÊàôØÀ Üàð ´²¼ÆêÆ

²ÜòÜºÈÆê: úäºð²îàðÆ êºö²Î²Ü ²ðÄºø
ºì êºö²Î²Ü ìºÎîàð

Â»áñ»Ù 84. ºÃ» V -Ý ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¾ B;B0 µ³½ÇëÝ»ñáí ¨
T : V ! V ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñ ¾, ³å³
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(T )B0 = A¡1
B;B0(T )BAB;B0 ;

áñï»Õ AB;B0 Ù³ïñÇóÁ B µ³½ÇëÇó B0 µ³½ÇëÇÝ ³ÝóÙ³Ý Ù³ïñÇóÝ ¾:

úñÇÝ³Ï 180. ¶ïÝ»É T

µ
v1
v2

¶
=

µ
2v1 ¡ 2v2
¡v1 + 3v2

¶
ûå»ñ³ïáñÇ (T )B0

Ù³ïñÇóÁ, »Ã» B0 = f
µ
1
0

¶
;

µ
1
1

¶
g:

B = fe1; e2g-áí Ýß³Ý³Ï»Ýù R2 ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ïÇå³ÛÇÝ
µ³½ÇëÁ

(T )B =

µ
2 ¡2
¡1 3

¶
:

B µ³½ÇëÇó B0 µ³½ÇëÇÝ ³ÝóÙ³Ý Ù³ïñÇóÝ ¾

AB;B0 = P =

µ
1 ¡1
0 1

¶
;

áñÇ Ñ³Ï³¹³ñÓÝ ¾

A¡1
B;B0 = P¡1 =

µ
1 1
0 1

¶
:

Ð»ï¨³µ³ñ

(T )B0 = P¡1(T )BP =

µ
3 ¡2
¡1 2

¶
:

(T )B0 Ù³ïñÇóÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ Ñ³ßí»É ³ÛÉ »Õ³Ý³Ïáí: àõÝ»Ýù

Te1 =

µ
2
¡1

¶
= c1

µ
1
0

¶
+ c2

µ
1
1

¶
:

ÈáõÍ»Éáí Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý Ñ³Ù³Ï³ñ·Á Ïëï³Ý³Ýù

(Te1)B0 =

µ
3
¡1

¶
:

ÜáõÛÝ Ó¨áí

Te2 =

µ
0
2

¶
; (Te2)B0 =

µ
¡2
2

¶
:
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àñï»ÕÇó

(T )B0 =

µ
3 ¡2
¡1 2

¶
: ²

úñÇÝ³Ï 181. B = f
µ
¡3
2

¶
;

µ
4
¡2

¶
g ¨ B0 = f

µ
¡1
2

¶
;

µ
2
¡2

¶
g

Ñ³Ù³ËÙµ»ñÁ R2-Ç µ³½ÇëÝ»ñ »Ý, T : R2 ! R2 ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñ ¾ ¨

(T )B =

µ
¡2 7
¡3 7

¶
:

¶ïÝ»É (T )B0 Ù³ïñÇóÁ: Ð³ßí»É (v)B ; (Tv)B ; (Tv)B0 , »Ã»

(v)B0 =

µ
¡3
¡1

¶
: AB;B0 -áí Ýß³Ý³Ï»Ýù B µ³½ÇëÇó B0 µ³½ÇëÇÝ ³ÝóÙ³Ý

Ù³ïñÇóÁ: àõÝ»Ýù

AB;B0 =

µ
¡1 2
¡2 3

¶
; A¡1

B;B0 =

µ
3 2
2 ¡1

¶
;

(T )B0 = A¡1
B;B0(T )BAb;B0 =

µ
2 1
¡1 3

¶
;

(v)B = AB;B0(v)B0 =

µ
¡7
¡5

¶
; (Tv)B = (T )B(v)B =

µ
¡21
¡14

¶
;

(Tv)B0 = A¡1
B;B0(Tv)B =

µ
¡7
0

¶

Ï³Ù

(Tv)B0 = (T )B0(v)B0 =

µ
¡7
0

¶
: ²

úñÇÝ³Ï 182. R4 ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ ·áñÍáÕ T ·Í³ÛÇÝ ûå»-
ñ³ïáñÇ Ù³ïñÇóÁ B = fe1; e2; e3; e4g µ³½ÇëáõÙ Ñ»ï¨Û³ÉÝ ¾

(T )B =

0
B@

1 2 3 2
¡1 0 3 1
2 1 5 ¡1
1 1 2 2

1
CA :
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¶ïÝ»É T ûå»ñ³ïáñÇ Ù³ïñÇóÁ

B0 = fe1; e1 + e2; e1 + e2 + e3; e1 + e2 + e3 + e4g

µ³½ÇëáõÙ:
àõÝ»Ýù

AB;B0 =

0
B@

1 1 1 1
0 1 1 1
0 0 1 1
0 0 0 1

1
CA ; A¡1

B;B0 =

0
B@

1 ¡1 0 0
0 1 ¡1 0
0 0 1 ¡1
0 0 0 1

1
CA ;

(T )B0 = A¡1
B;B0(T )BAB;B0 =

0
B@

2 4 4 5
¡3 ¡4 ¡6 ¡4
1 1 4 1
1 2 4 6

1
CA : ²

úñÇÝ³Ï 183. T : R3 ! R3 ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñ ¾ ¨ B-Ý R3-Ç
ïÇå³ÛÇÝ µ³½ÇëÝ ¾: ¶ïÝ»É T ûå»ñ³ïáñÇ Ù³ïñÇóÁ

B0 = f

0
@

1
1
0

1
A ;

0
@

1
¡1
0

1
A ;

0
@

0
0
1

1
Ag

µ³½ÇëáõÙ, »Ã»

(T )B =

0
@

1 3 0
3 1 0
0 0 ¡2

1
A :

àõÝ»Ýù

AB;B0 =

0
@

1 1 0
1 ¡1 0
0 0 1

1
A ; A¡1

B;B0 =

0
BBB@

1
2

1
2 0

1
2 ¡1

2 0

0 0 1

1
CCCA ;

(T )B0 =

0
@

4 0 0
0 ¡2 0
0 0 ¡2

1
A : ²
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Ü³Ëáñ¹ ûñÇÝ³ÏáõÙ B0 µ³½ÇëÇ ÝÏ³ïÙ³Ùµ T ûå»ñ³ïáñÇ Ù³ï-
ñÇóÁ ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ ¾: Î³ñ»ÉÇ± ¾ ó³ÝÏ³ó³Í ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÇ Ñ³-
Ù³ñ ·ïÝ»É ³ÛÝåÇëÇ µ³½Çë, áñï»Õ Ýñ³ Ù³ïñÇóÁ ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ ¾:

ø³ÝÇ áñ í»ñç³íáñ ã³÷³ÝÇ ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ

Tv = (T )Bv;

³å³ T ûå»ñ³ïáñÇ Ñ³Ù³ñ Ï·ïÝíÇ µ³½Çë áñï»Õ ³Û¹ ûå»ñ³ïáñÇ
Ù³ïñÇóÁ ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ ¾, »Ã» ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ ï»ëùÇ Ï³ñ»ÉÇ ¾ µ»ñ»É
(T )B Ù³ïñÇóÁ:

ê³ÑÙ³ÝáõÙ 41. ¸ ÃÇíÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý T : V ! V ·Í³ÛÇÝ ûå»-
ñ³ïáñÇ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ù, »Ã» Ï·ïÝíÇ v 2 V; v 6= o ï³ññ ³ÛÝåÇëÇÝ,
áñ

Tv = ¸v :

v ï³ññÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý ¸ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ T
ûå»ñ³ïáñÇ ë»÷³Ï³Ý í»Ïïáñ:

úñÇÝ³Ï 184. Ð³ÛïÝÇ ¾ T ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÇ Ù³ïñÇóÁ áñ¨¾ B
µ³½ÇëáõÙ

(T )B =

0
@

0 2 2
2 3 ¡1
2 ¡1 3

1
A :

Î³ñ»ÉÇ± ¾ ·ïÝ»É ³ÛÝåÇëÇ µ³½Çë, áñï»Õ T ûå»ñ³ïáñÝ áõÝÇ ³ÝÏÛáõÝ³-
·Í³ÛÇÝ Ù³ïñÇó: ¸ñ³Ï³Ý å³ï³ëË³ÝÇ ¹»åùáõÙ ·ïÝ»É ³Û¹ µ³½ÇëÁ:

ÈáõÍ»Ýù µÝáõÃ³·ñÇã Ñ³í³ë³ñáõÙÁ

det((T )B ¡ ¸E) =

¯̄
¯̄
¯̄
¡¸ 2 2
2 3¡ ¸ ¡1
2 ¡1 3¡ ¸

¯̄
¯̄
¯̄ = (4¡ ¸)(¸2 ¡ 2¸¡ 8) = 0;

áñï»ÕÇó
¸1 = ¡2; ¸2 = ¸3 = 4 :

¸ = 4 ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáõÙ »Ý »ñÏáõ ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë
ë»÷³Ï³Ý í»ÏïáñÝ»ñ

v1 =

0
@

1=2
0
1

1
A ; v2 =

0
@

1=2
1
0

1
A :
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¸ = ¡2 ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáõÙ ¾ v3 = (¡2; 1; 1)T

ë»÷³Ï³Ý í»ÏïáñÁ:
T ûå»ñ³ïáñÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ µ»ñ»É ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ ï»ëùÇ: Ð³Ù³å³-

ï³ëË³Ý µ³½ÇëÁ` fv1; v2; v3g: ²
úñÇÝ³Ï 185. T : R3 ! R3 ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÁ ·áñÍáõÙ ¾ Ñ»ï¨Û³É

Ï»ñå

T

0
@

v1
v2
v3

1
A =

0
@

v1 ¡ v2 ¡ v3
v1 + 3v2 + v2
¡3v1 + v2 ¡ v3

1
A :

¶ïÝ»É µ³½Çë, »Ã» ÑÝ³ñ³íáñ ¾, áñï»Õ T ûå»ñ³ïáñÝ áõÝÇ
³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ Ù³ïñÇó:

T -Ç ïÇå³ÛÇÝ Ù³ïñÇóÝ ¾

(T )B =

0
@

1 ¡1 ¡1
1 3 1
¡3 1 ¡1

1
A :

²Ûë Ù³ïñÇóÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ µ»ñ»É ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ ï»ëùÇ ¨ Ýñ³ »ñ»ù ·Íáñ»Ý
³ÝÏ³Ë ë»÷³Ï³Ý í»ÏïáñÝ»ñÁ Ï³½ÙáõÙ »Ý R3 ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý
µ³½Çë

B0 = f

0
@

¡1
0
1

1
A ;

0
@

1
¡1
4

1
A ;

0
@

¡1
1
1

1
Ag;

áñï»Õ

(T )B0 =

0
@

2 0 0
0 ¡2 0
0 0 3

1
A : ²

Â»áñ»Ù 85. ºÃ» T ûå»ñ³ïáñÁ ë³ÑÙ³Ýí³Í ¾ Ñ³Ï³¹³ñÓ»ÉÇ Ù³ï-
ñÇóÇ û·ÝáõÃÛ³Ùµ, ³å³

² áõÕÇÕ ·ÍÇ å³ïÏ»ñÁ áõÕÇÕ ·ÇÍ ¾,
² Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÇ ëÏ½µÝ³Ï»ïáí ³ÝóÝáÕ áõÕÕÇ å³ïÏ»ñÁ Ïááñ¹Ç-

Ý³ïÝ»ñÇ ëÏ½µÝ³Ï»ïáí ³ÝóÝáÕ áõÕÇÕ ¾,
² ½áõ·³Ñ»é áõÕÇÕÝ»ñÇ å³ïÏ»ñÁ ½áõ·³Ñ»é áõÕÕÇÕÝ»ñ »Ý,
² P ¨ Q Í³Ûñ³Ï»ï»ñ áõÝ»óáÕ Ñ³ïí³ÍÇ å³ïÏ»ñÁ Ñ³ïí³Í ¾, áñÇ

Í³Ûñ³Ï»ï»ñÁ P;Q Ï»ï»ñÇ å³ïÏ»ñÝ»ñÝ »Ý,
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² »ñ»ù Ï»ï»ñÇ å³ïÏ»ñÝ»ñÁ ·ïÝíáõÙ »Ý ÙÇ¨ÝáõÛÝ áõÕÕÇ íñ³ ³ÛÝ ¨
ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »Ã» Ýñ³Ýó Ý³Ë³å³ïÏ»ñÝ»ñÁ ÝáõÛÝå»ë ÁÝÏ³Í »Ý
ÙÇ áõÕÕÇ íñ³:

397. ¶ïÝ»É T ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÇ (T )B Ù³ïñÇóÁ

³) T

µ
v1
v2

¶
=

µ
2v1 ¡ v2
v2 ¡ v1

¶
; B = f

µ
1
¡2

¶
;

µ
0
3

¶
g,

µ) T

µ
v1
v2

¶
=

µ
v2
v1

¶
; B = f

µ
1
¡1

¶
;

µ
1
1

¶
g,

·) T

0
@

v1
v2
v3

1
A =

0
@

v1
v2
v3

1
A ; B = f

0
@

1
1
0

1
A ;

0
@

1
0
1

1
A ;

0
@

0
1
1

1
Ag,

398. B = f(1; 3)T ; (¡2;¡2)Tg, B0 = f(¡12; 0)T ; (¡4; 4)T g Ñ³Ù³-
ËÙµ»ñÁ R2 ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý µ³½ÇëÝ»ñ »Ý, T : R2 ! R2 ·Í³ÛÇÝ
ûå»ñ³ïáñ ¾ ¨

(T )B =

µ
3 2
0 4

¶
:

³) ¶ïÝ»É B µ³½ÇëÇó B0 µ³½ÇëÇÝ ³ÝóÙ³Ý P Ù³ïñÇóÁ,
µ) (T )B ¨ P Ù³ïñÇóÝ»ñÇ û·ÝáõÃÛ³Ùµ ·ïÝ»É (v)B ¨ (Tv)B , »Ã»

(v)B0 =

µ
¡1
2

¶
;

·) ·ïÝ»É (T )B0 ,
¹) (Tv)B0 Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÁ ·ïÝ»É »ñÏáõ »Õ³Ý³Ïáí` Ñ³ßí»Éáí

P¡1(Tv)B-Ý ¨ Ñ³ßí»Éáí (T )B0(v)B0 -Á:
399.

B = f(1; 1; 0)T ; (1; 0; 1)T ; (0; 1; 1)T g;

B0 = f(1; 0; 0)T ; (0; 1; 0)T ; (0; 0; 1)Tg
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Ñ³Ù³ËÙµ»ñÁ R3 ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý µ³½ÇëÝ»ñ »Ý, T : R3 ! R3

·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñ ¾ ¨

(T )B =

0
BBB@

3
2

¡1 ¡1
2

¡1
2

2 1
2

1
2

1 5
2

1
CCCA :

³) ¶ïÝ»É B µ³½ÇëÇó B0 µ³½ÇëÇÝ ³ÝóÙ³Ý P Ù³ïñÇóÁ,
µ) (T )B ¨ P Ù³ïñÇóÝ»ñÇ û·ÝáõÃÛ³Ùµ ·ïÝ»É (v)B ¨ (Tv)B , »Ã»

(v)B0 =

0
@

1
0
¡1

1
A ;

·) ·ïÝ»É (T )B0 ,
¹) (Tv)B0 Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÁ ·ïÝ»É »ñÏáõ »Õ³Ý³Ïáí` Ñ³ßí»Éáí

P¡1(Tv)B-Ý ¨ Ñ³ßí»Éáí (T )B0(v)B0 -Á:
400. ¶ïÝ»É ³ÛÝåÇëÇ B µ³½Çë, áñï»Õ T ûå»ñ³ïáñÇ Ù³ïñÇóÁ ³ÝÏÛáõ-
Ý³·Í³ÛÇÝ ¾

³) T

µ
v1
v2

¶
=

µ
v1 + v2
v1 + v2

¶
,

µ) T

0
@

v1
v2
v3

1
A =

0
@

¡2v1 + 2v2 ¡ 3v3
2v1 + v2 ¡ 6v3
¡v1 ¡ 2v2

1
A,

·) T : P1 ! P1; T (a+ bx) = a+ (a+ 2b)x,

¹) T : P2 ! P2; T (a0+a1x+a2x
2) = (2a0+a2)+(3a1+4a2)x+a2x

2:
401. ²å³óáõó»É. áñå»ë½Ç T ûå»ñ³ïáñÇ Ù³ïñÇóÁ ïñí³Í fekgnk=1

µ³½ÇëáõÙ ÉÇÝÇ ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ, ³ÝÑñ³Å»ßï ¾ ¨ µ³í³ñ³ñ, áñ ek ï³ñ-
ñ»ñÁ ÉÇÝ»Ý T ûå»ñ³ïáñÇ ë»÷³Ï³Ý í»ÏïáñÝ»ñ:
402. òáõÛó ï³É, áñ T ¨ T¡1 (»Ã» ³ÛÝ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ) ûå»ñ³ïáñÝ»ñÝ
áõÝ»Ý ÝáõÛÝ ë»÷³Ï³Ý í»ÏïáñÝ»ñÁ: ¶ïÝ»É Ýñ³Ýó ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÇ
ÙÇç¨ »Õ³Í Ï³åÁ:
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403. òáõÛó ï³É, áñ T ¨ T ¡ ¸I ûå»ñ³ïáñÝ»ñÝ áõÝ»Ý ÝáõÛÝ ë»÷³Ï³Ý
í»ÏïáñÝ»ñÁ ó³ÝÏ³ó³Í ¸ ÃíÇ Ñ³Ù³ñ: ¶ïÝ»É Ýñ³Ýó ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ù-
Ý»ñÇ ÙÇç¨ »Õ³Í Ï³åÁ:
404. T ûå»ñ³ïáñÁ ·áñÍáõÙ ¾ R2 ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ` åïï»Éáí
í»ÏïáñÝ»ñÁ ' 2 (0; ¼) ³ÝÏÛáõÝáí: òáõÛó ï³É, áñ ³ÛÝ ãáõÝÇ ë»÷³Ï³Ý
í»ÏïáñÝ»ñ:
405. òáõÛó ï³É, áñ áñ¨¾ µ³½ÇëáõÙ ûå»ñ³ïáñÇ Ù³ïñÇóÇ áñáßÇãÁ Ï³Ë-
í³Í ã¾ ³Û¹ µ³½ÇëÇ ÁÝïñáõÃÛáõÝÇó:
406. îñí³Í ¾ T ûå»ñ³ïáñÇ Ù³ïñÇóÁ B = fe1; e2; e3g µ³½ÇëáõÙ

(T )B =

0
@

15 ¡11 5
20 ¡15 8
8 ¡7 6

1
A :

¶ïÝ»É ûå»ñ³ïáñÇ Ù³ïñÇóÁ B0 = f2e1+3e2+e3; 3e1+4e2+e3; e1+
2e2 + 2e3g µ³½ÇëáõÙ:
407. îñí³Í ¾ T ûå»ñ³ïáñÇ Ù³ïñÇóÁ B = f(1; 2)T ; (2; 3)T g µ³½ÇëáõÙ

A =

µ
3 5
4 3

¶
;

¨ S ûå»ñ³ïáñÇ Ù³ïñÇóÁ B0 = f(3; 1)T ; (4; 2)Tg µ³½ÇëáõÙ

(S)B0 =

µ
4 6
6 9

¶
:

¶ïÝ»É (T + S)B0 :
408. T (1; 0)T = (0; 1)T ; T (0; 1)T = (1; 0)T : ä³ñ½»É T ûå»ñ³ïáñÇ
»ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý ÇÙ³ëïÁ:
409. T (1; 0)T = (2; 0)T ; T (0; 1)T = (0; 1)T : ä³ñ½»É T ûå»ñ³ïáñÇ
»ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý ÇÙ³ëïÁ:
410. ¶ïÝ»É (1; 0)T ; (0; 1)T ; (2; 2)T Ï»ï»ñÇ å³ïÏ»ñÝ»ñÁ, »Ã» T ûå»-
ñ³ïáñÁ ë³ÑÙ³Ýí³Í ¾ Ñ»ï¨Û³É A Ù³ïñÇóáí

³) A =

µ
2 0
0 3

¶
; µ) A =

µ
3 0
0 3

¶
:

411. ä³ñ½»É Ñ»ï¨Û³É Ù³ïñÇóÝ»ñáí ë³ÑÙ³Ýí³Í ûå»ñ³ïáñÝ»ñÇ »ñ-
Ïñ³ã³÷³Ï³Ý ÇÙ³ëïÁ
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³) A =

µ
2 0
0 1

¶
; µ) A =

µ
1 0
2 1

¶
;

·) A =

µ
0 1
1 0

¶
; ¹) A =

µ
1 3
0 1

¶
:

412. ¸Çóáõù `-Á ax + by = 0 áõÕÇÕÝ ¾ Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý íñ³ ¨ L : R2 !
R2 ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÁ Çñ³Ï³Ý³óÝáõÙ ¾ ëÇÙ»ïñÇ³ÛÇ Ó¨³÷áËáõÃÛáõÝ `
áõÕÕÇ ÝÏ³ïÙ³Ùµ: ¶ÁïÝ»É L ûå»ñ³ïáñÇ ïÇå³ÛÇÝ Ù³ïñÇóÁ, »Ã» `-Á

³) x = 0 áõÕÇÕÝ ¾, µ) y = 0 áõÕÇÕÝ ¾, ·) x¡ y = 0 áõÕÇÕÝ ¾:

27. ¾ìÎÈÆ¸ºêÚ²Ü î²ð²ÌàôÂÚàôÜàôØ ¶àðÌàÔ
¶Ì²ÚÆÜ úäºð²îàðÜºð

V -Ý ¾íÏÉÇ¹»ëÛ³Ý ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¾: T ¤ : V ! V ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÝ
³Ýí³ÝáõÙ »Ý T -Ç Ñ³Ù³ÉáõÍ ûå»ñ³ïáñ, »Ã»

(Tv; u) = (v; T ¤u); 8v; u 2 V :

T ûå»ñ³ïáñÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý ÇÝùÝ³Ñ³Ù³ÉáõÍ ûå»ñ³ïáñ, »Ã»

T = T ¤ :

T ûå»ñ³ïáñÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý ûñÃá·áÝ³É ûå»ñ³ïáñ, »Ã»

(Tx; Ty) = (x; y) :

úñÇÝ³Ï 186. òáõÛó ï³É, áñ ó³ÝÏ³ó³Í B = fe1; e2; ¢ ¢ ¢ ; eng ûñ-
ÃáÝáñÙ³íáñí³Í µ³½ÇëáõÙ T ÇÝùÝ³Ñ³Ù³ÉáõÍ ûå»ñ³ïáñÇ (T )B = (tij)
Ù³ïñÇóÁ ëÇÙ»ïñÇÏ ¾:

Ð³ßí»Ýù (Tek; ej) ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ

(Tek; ej) =
nX

i=1

tik(ei; ej) =
nX

i=1

tik±ij = tjk :

ØÛáõë ÏáÕÙÇó, Ñ³Ù³Ó³ÛÝ T = T ¤ å³ÛÙ³ÝÇ

(Tek; ej) = (ek; T ej) =
nX

i=1

tij(ek; ei) =
nX

i=1

tij±ki = tkj :
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àñï»ÕÇó tkj = tjk, ³ÛëÇÝùÝ` (T )B = (T )TB²:
úñÇÝ³Ï 187. òáõÛó ï³É, áñ ó³ÝÏ³ó³Í B = fe1; e2; ¢ ¢ ¢ ; eng ûñÃá-

ÝáñÙ³íáñí³Í µ³½ÇëáõÙ T ûñÃá·áÝ³É ûå»ñ³ïáñÇ (T )B Ù³ïñÇóÁ ûñ-
Ãá·áÝ³É ¾: Ð³Ù³Ó³ÛÝ ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý

(Tek; T ep) = (ek; ep) = ±kp :

²ÛëÇÝùÝ, fTe1; T e2; ¢ ¢ ¢ ; T eng Ñ³Ù³ËáõÙµÁ ûñÃáÝáñÙ³íáñí³Í µ³½Çë ¾:
²ÝóáõÙÁ B µ³½ÇëÇó fTe1; ¢ ¢ ¢ ; T eng µ³½ÇëÇÝ Çñ³Ï³Ý³óíáõÙ ¾ (T )B =
(tij); i; j = 1; n Ù³ïñÇóáí Ñ»ï¨Û³É µ³Ý³Ó¨»ñáí

(T )Bek =
nX

j=1

ejtjk; k = 1; n :

òáõÛó ï³Ýù, áñ (T )B-Ý ûñÃá·áÝ³É ¾

(Tek; T ep) =
nX

j;s=1

tjkasp±js =
nX

j=1

tjktjp;

áñÁ Ù³ïñÇó³Ï³Ý ·ñ³éáõÙáí áõÝÇ Ñ»ï¨Û³É ï»ëùÁ

(T )B(T )
T
B = E : ²

413. R3 ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ T ûå»ñ³ïáñÁ ·áñÍáõÙ ¾

Tx = [b; x]; 8x 2 R3

ûñ»Ýùáí, áñï»Õ b 2 R3 í»ÏïáñÁ ·³Ùí³Í ¾: òáõÛó ï³É, áñ T -Ý ·Í³ÛÇÝ
ûå»ñ³ïáñ ¾ ¨ ·ïÝ»É Ýñ³ Ù³ïñÇóÁ, ³ç »éÛ³Ï Ï³½ÙáÕ ûñÃáÝáñÙ³íáñ-
í³Í µ³½ÇëáõÙ:
414. ä³ñ½»É, Ã» Ñ»ï¨Û³É ³ñï³å³ïÏ»ñáõÙÝ»ñÇó áñá±Ýù »Ý ·Í³ÛÇÝ

³) T : R ! R; x = (x; a)b, áñï»Õ a; b-Ý ·³Ùí³Í ï³ññ»ñ »Ý,
µ) T : R ! R; Tx = (a; x)x, áñï»Õ a 2 R ·³Ùí³Í ¾:
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415. T ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÁ ·áñÍáõÙ ¾ E3-áõÙ ¨ fe1; e2; e3g ûñÃáÝáñÙ³-
íáñí³Í µ³½ÇëáõÙ áõÝÇ Ñ»ï¨Û³É Ù³ïñÇóÝ»ñÁ

³)

0
@

17 ¡8 4
¡8 17 ¡4
4 ¡4 11

1
A ; µ)

0
@

11 2 ¡8
2 2 10
¡8 10 5

1
A :

E3-áõÙ Ï³éáõó»É T ûå»ñ³ïáñÇ ë»÷³Ï³Ý í»ÏïáñÝ»ñÇó Ï³½Ùí³Í ûñÃá-
ÝáñÙ³íáñí³Í µ³½Çë ¨ ·ïÝ»É T -Ç Ù³ïñÇóÁ ³Û¹ µ³½ÇëáõÙ:
416. ²å³óáõó»É Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ

I¤ = I; (T + S)¤ = T ¤ + S¤; (T ¤)¤ = T; (TS)¤ = S¤T ¤ :

417. E3 ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ T ûå»ñ³ïáñÁ ·áñÍáõÙ ¾

Tx = [b; x]; 8x 2 E3

ûñ»Ýùáí, áñï»Õ b 2 E3 í»ÏïáñÁ ·³Ùí³Í ¾: ¶ïÝ»É T ¤ ûå»ñ³ïáñÁ:
418. òáõÛó ï³É, áñ T; S ûñÃá·áÝ³É ûå»ñ³ïáñÝ»ñÇ ST ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ
ûñÃá·áÝ³É ¾ ³ÛÝ ¨ ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »Ã» TS = ST :
419. òáõÛó ï³É, áñ »Ã» ¾íÏÉÇ¹»ëÛ³Ý ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ ·áñÍáÕ ·Í³ÛÇÝ ûå-
»ñ³ïáñÁ å³Ñå³ÝáõÙ ¾ ï³ññ»ñÇ ÝáñÙ»ñÁ, ³å³³ÛÝ ûñÃá·áÝ³É ûå»ñ³-
ïáñ ¾:
420. òáõÛó ï³É, áñ »Ã» ¸ ÃÇíÁ ûñÃá·áÝ³É ûå»ñ³ïáñÇ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ù
¾, ³å³ ¸ = §1:
421. S = fe1; e2g Ñ³Ù³ËáõÙµÁ R2-Ç ûñÃáÝáñÙ³íáñí³Í µ³½Çë ¾ ¨ T
·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÁ S0 = fe1; e1 + e2g µ³½ÇëáõÙ áõÝÇ

(T )S0 =

µ
1 2
1 ¡1

¶

Ù³ïñÇó³ÛÇÝ å³ïÏ»ñáõÙÁ: ¶ïÝ»É T ¤ ûå»ñ³ïáñÇ Ù³ïñÇó³ÛÇÝ å³ï-
Ï»ñáõÙÁ S0 µ³½ÇëáõÙ:
422. T ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÁ S = f(1; 2; 1)T ; (1; 1; 2)T ; (1; 1; 0)T µ³½Ç-
ëáõÙ áõÝÇ

(T )S =

0
@

1 1 3
0 5 ¡1
2 7 ¡3

1
A
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Ù³ïñÇó³ÛÇÝ å³ïÏ»ñáõÙÁ: ¶ïÝ»É T ¤ ûå»ñ³ïáñÇ Ù³ïñÇó³ÛÇÝ å³ï-
Ï»ñáõÙÁ S µ³½ÇëáõÙ:
423. T ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÁ a1 = (0; 0; 1)T ; a2 = (0; 1; 1)T ; a3 =
(1; 1; 1)T í»ÏïáñÝ»ñÝ ³ñï³å³ïÏ»ñáõÙ ¾

b1 = (1; 2; 1)T ; b2 = (3; 1; 2)T ; b3 = (7;¡1; 4)T

í»ÏïáñÝ»ñÇÝ, áñáÝó Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÁ ïñí³Í »Ý fe1; e2; e3g ûñÃáÝáñ-
Ù³íáñí³Í µ³½ÇëáõÙ: ¶ïÝ»É T ¤ ûå»ñ³ïáñÇ Ù³ïñÇó³ÛÇÝ å³ïÏ»ñáõÙÁ
ïÇå³ÛÇÝ µ³½ÇëáõÙ:
424. òáõÛó ï³É, áñ »ñÏáõ ûñÃá·áÝ³É ûå»ñ³ïáñÝ»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ ÝáõÛÝ-
å»ë ûñÃá·áÝ³É ¾:
425. òáõÛó ï³É, áñ ÇÝùÝ³Ñ³Ù³ÉáõÍ ûå»ñ³ïáñÇ ï³ñµ»ñ ë»÷³Ï³Ý ³ñ-
Å»ùÝ»ñÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ ë»÷³Ï³Ý í»ÏïáñÝ»ñÝ ûñÃá·áÝ³É »Ý:
426. ²å³óáõó»É, áñ dim(kerT ) = dim(kerT ¤):
427. V ¾íÏÉÇ¹»ëÛ³Ý ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ Ý»ñÏ³Û³óí³Í ¾ V1 ¨ V2 »ÝÃ³ï³ñ³-
ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ áõÕÇÕ ·áõÙ³ñáí, ÇëÏ T ûå»ñ³ïáñÝ Çñ³Ï³Ý³óÝáõÙ ¾ T :
V ! V2 ³ñï³å³ïÏ»ñáõÙÁ: ²å³óáõó»É, áñ V = V ?

1 © V ?
2 ¨ T ¤

ûå»ñ³ïáñÝ Çñ³Ï³Ý³óÝáõÙ ¾ T ¤ : V ! V ?
2 ³ñï³å³ïÏ»ñáõÙÁ:

428. ²å³óáõó»É, áñ T ¤ ûå»ñ³ïáñÇ ÙÇçáõÏÁ ¨ å³ïÏ»ñÁ Ñ³Ý¹Çë³ÝáõÙ
»Ý T ûå»ñ³ïáñÇ Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ ÙÇçáõÏÇ ¨ å³ïÏ»ñÇ ûñÃá·á-
Ý³É Éñ³óáõÙÝ»ñÁ:
429. V -Ý ³Ýí»ñç ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¨ h > 0 å³ñµ»ñáõÃÛ³Ùµ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ
·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ ¾

(f; g) =

Z h

¡h

f(x)g(x)dx

ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³Éáí:
³) ¶ïÝ»É D ¹Çý»ñ»ÝóÙ³Ý ûå»ñ³ïáñÇ Ñ³Ù³ÉáõÍÁ:
·) ²å³óáõó»É, áñ

Tf = sin2
2¼

h
xD2(f) +

2¼

h
sin

4¼

h
xD(f)

ûñ»Ýùáí ë³ÑÙ³Ýí³Í ûå»ñ³ïáñÝ ÇÝùÝ³Ñ³Ù³ÉáõÍ ûå»ñ³ïáñ ¾:
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28. ø²è²Îàôê²ÚÆÜ Òºìºð: ø²è²Îàôê²ÚÆÜ ÒºìÆ

´ºðàôØÀ Î²ÜàÜ²Î²Ü îºêøÆ

x1; ¢ ¢ ¢ ; xn ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ

Q(x1; ¢ ¢ ¢ ; xn) =
nX

i;j=1

aijxixj; aij = aji; aij 2 R1

ýáõÝÏóÇ³Ý ³Ýí³ÝáõÙ »Ý ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ Ó¨, ÇëÏ A = (aij); i; j = 1; n
Ù³ïñÇóÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ Ó¨Ç Ù³ïñÇó:

ø³é³Ïáõë³ÛÇÝ Ó¨Á ·ñ»Ýù Ù³ïñÇó³ÛÇÝ ï»ëùáí

Q = xTAx; x = (x1; ¢ ¢ ¢ ; xn) :

ø³ÝÇ áñ ó³ÝÏ³ó³Í ëÇÙ»ïñÇÏ Ù³ïñÇó Ï³ñ»ÉÇ ¾ P ûñÃá·áÝ³É Ù³ïñÇ-
óáí µ»ñ»É D ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ ï»ëùÇ` A = PTDP; ³å³ Q ù³é³Ïáõë³-
ÛÇÝ Ó¨Á Ï³ñ»ÉÇ ¾ ·ñ»É Ñ»ï¨Û³É ï»ëùáí

Q = xTAx = xTP TDPx = (Px)TD(Px) :

Î³ï³ñ»Éáí Px = y Ýß³Ý³ÏáõÙ, Ïëï³Ý³Ýù

Q = yTDy;

Ï³Ù áñ ÝáõÛÝÝ ¾

Q =
nX

k=1

¸ky
2
k;

áñÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ Ó¨Ç Ï³ÝáÝ³Ï³Ý ï»ëù: ÀÝ¹ áñáõÙ, ¸k

Ãí»ñÁ A Ù³ïñÇóÇ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÝ »Ý Ï³Ù D Ù³ïñÇóÇ ·ÉË³íáñ
³ÝÏÛáõÝ³·ÍÇ ï³ññ»ñÁ: ¸k Ãí»ñÇÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ Ó¨Ç Ï³-

ÝáÝ³Ï³Ý ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñ:

ê³ÑÙ³ÝáõÙ 42. Q ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ Ó¨Ý ³Ýí³ÝáõÙ »Ý ¹ñ³Ï³Ý (µ³ó³-

ë³Ï³Ý) áñáßí³Í, »Ã» xTAx > 0 (xTAx < 0) ó³ÝÏ³ó³Í x 6= o ï³ññÇ
Ñ³Ù³ñ: Q ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ Ó¨Ý ³Ýí³ÝáõÙ »Ý áãµ³ó³ë³Ï³Ý (áã¹ñ³Ï³Ý)

áñáßí³Í, »Ã» ó³ÝÏ³ó³Í x ï³ññÇ Ñ³Ù³ñ xTAx ¸ 0 (xTAx · 0):
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Â»áñ»Ù 86. ø³é³Ïáõë³ÛÇÝ Ó¨Á ÏÉÇÝÇ ¹ñ³Ï³Ý (µ³ó³ë³Ï³Ý) áñáß-
í³Í ³ÛÝ ¨ ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »Ã» Ýñ³ µáÉáñ Ï³ÝáÝ³Ï³Ý ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñÁ
¹ñ³Ï³Ý (µ³ó³ë³Ï³Ý) »Ý:

Â»áñ»Ù 87.(êÇÉí»ëïñÇ Ï³ÝáÝÁ) àñå»ë½Ç ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ Ó¨Á ÉÇÝÇ
¹ñ³Ï³Ý áñáßí³Í, ³ÝÑñ³Å»ßï ¾ ¨ µ³í³ñ³ñ, áñ Ýñ³ ³ÝÏÛáõÝ³ÛÇÝ ÙÇ-
ÝáñÝ»ñÁ ÉÇÝ»Ý ¹ñ³Ï³Ý: àñå»ë½Ç ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ Ó¨Á ÉÇÝÇ µ³ó³ë³Ï³Ý
áñáßí³Í, ³ÝÑñ³Å»ßï ¾ ¨ µ³í³ñ³ñ, áñ Ýñ³ ³ÝÏÛáõÝ³ÛÇÝ ÙÇÝáñÝ»ñÁ
ÉÇÝ»Ý Ýß³Ý³÷áË, ÁÝ¹ áñáõÙM1 < 0:

Â»áñ»Ù 88.(Ú³ÏáµÇÇ »Õ³Ý³ÏÁ) ºÃ» ³ÝÏÛáõÝ³ÛÇÝ ÙÇÝáñÝ»ñÁ`Mk 6= 0,
k = 1; n, ³å³ ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ Ó¨Á Ï³ñ»ÉÇ ¾ µ»ñ»É Ï³ÝáÝ³Ï³Ý ï»ëùÇ
»é³ÝÏÛáõÝ³Ó¨ Ù³ïñÇóáí ¨

b11 = M1; ¢ ¢ ¢ ; bkk =
Mk

Mk¡1

Ï³ÝáÝ³Ï³Ý ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñáí:
Â»áñ»Ù 89. ¸Çóáõù A-Ý (n £ n) Ï³ñ·Ç ëÇÙ»ïñÇÏ Ù³ïñÇó ¾ ¸1 ¸

¸2 ¸ ¢ ¢ ¢ ¸ ¸n ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñáí: ºÃ» En ¾íÏÉÇ¹»ëÛ³Ý ï³ñ³ÍáõÃ-
ÛáõÝáõÙ jjxjj = 1; x 2 En, ³å³

² ¸1 ¸ xTAx ¸ ¸n,
² xTAx = ¸n, »Ã» x-Á ¸n ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ

ë»÷³Ï³Ý í»ÏïáñÝ ¾ ¨ xTAx = ¸1, »Ã» x-Á ¸1 ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇÝ
Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ ë»÷³Ï³Ý í»ÏïáñÝ ¾:

òáõÛó ï³Ýù, Ã» ÇÝãå»ë Ï³ñ»ÉÇ ¾ ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ Ó¨Á µ»ñ»É Ï³Ýá-
Ý³Ï³Ý ï»ëùÇ` ³é³Ýó Ñ³ßí»Éáõ A Ù³ïñÇóÇ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÁ ¨
ë»÷³Ï³Ý ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ: úñÇÝ³ÏÝ»ñáí ÝÏ³ñ³·ñ»Ýù ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ
Ó¨Á Ï³ÝáÝ³Ï³Ý ï»ëùÇ µ»ñ»Éáõ È³·ñ³ÝÅÇ »Õ³Ý³ÏÁ:

úñÇÝ³Ï 188.

Q(x1; x2; x3) = 3x2
2 + 3x2

3 + 4x1x2 + 4x1x3 ¡ 2x2x3

ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ Ó¨Á µ»ñ»É Ï³ÝáÝ³Ï³Ý ï»ëùÇ:
ø³ÝÇ áñ x2

2-áõ ·áñÍ³ÏÇóÁ ½ñá ã¾` ¹Çï³ñÏ»Ýù µáÉáñ ³ÛÝ ·áõÙ³-
ñ»ÉÇÝ»ñÁ, áñáÝù å³ñáõÝ³ÏáõÙ »Ý x2 ÷á÷áË³Ï³Ý (ÝáõÛÝ Ñ³çáÕáõÃÛ³Ùµ
Ï³ñ»ÉÇ ¾ ëÏë»É x3 ÷á÷áË³Ï³ÝÇó)

3x2
2 + 4x1x2 ¡ 2x2x3 :
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Èñ³óÝ»Ýù ³Ûë ³ñï³Ñ³ÛïáõÃÛáõÝÁ ÙÇã¨ ÉñÇí ù³é³ÏáõëÇ ¨ Ñ³Ý»Ýù ³í»-
É³óñ³Í ·áõÙ³ñ»ÉÇÝ»ñÁ

3

µ
x2 +

2

3
x1 ¡

1

3
x3

¶2

¡ 4

3
x2
1 ¡

1

3
x2
3 +

4

3
x1x3 :

Î³ï³ñ»Ýù Ýß³Ý³ÏáõÙ

y2 = x2 +
2

3
x1 ¡

1

3
x3 :

Îëï³Ý³Ýù

Q(x1; x2; x3) = 3y22 +w(x1; x3); w(x1; x3) =
8

3
x2
3 ¡

4

3
x2
1 +

16

3
x1x3 :

ÜáõÛÝÁ ÏñÏÝ»Ýù w(x1; x3) ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ Ó¨Ç ÝÏ³ïÙ³Ùµ

Q = ¡4

3
y21 + 3y22 + 8y23 ;

áñï»Õ y1 = x1 ¡ 2x3; y3 = x3 :
¶ñ»Ýù ³ÛÝ P Ù³ïñÇóÁ, áñÁ ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ Ó¨Á µ»ñ»ó Ï³ÝáÝ³Ï³Ý

ï»ëùÇ

P =

0
@

1 0 ¡2
2=3 1 ¡1=3
0 0 1

1
A ; y = Px :

²ÛëÇÝùÝ 0
@

y1
y2
y3

1
A =

0
@

1 0 ¡2
2=3 1 ¡1=3
0 0 1

1
A

0
@

x1

x2

x3

1
A : ²

úñÇÝ³Ï 189. 2x3x4 ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ Ó¨Á È³·ñ³ÝÅÇ »Õ³Ý³Ïáí µ»ñ»É
Ï³ÝáÝ³Ï³Ý ï»ëùÇ:

ÂáÕ

x1 = y1; x2 = y2; x3 = y3 + y4; x4 = y3 ¡ y4 :
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Îëï³Ý³Ýù
2y23 ¡ 2y24 : ²

úñÇÝ³Ï 190. ¸Çï³ñÏ»Ýù Ñ»ï¨Û³É »ñÏñáñ¹ Ï³ñ·Ç Ñ³í³ë³ñáõÙÁ

13x2 ¡ 10xy + 13y2 ¡ 72 = 0 :

¶ñ»Ýù Ýñ³Ý Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ Ó¨Á

Q = 13x2 ¡ 10xy + 13y2;

áñÇ Ù³ïñÇóÝ ¾

A =

µ
13 ¡5
¡5 13

¶
:

A Ù³ïñÇóÇ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÝ »Ý ¸1 = 8; ¸2 = 18 : ê³ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¾,
áñ Ýáñ ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñáí »ñÏñáñ¹ Ï³ñ·Ç Ñ³í³ë³ñáõÙÝ áõÝÇ Ñ»ï¨Û³É
ï»ëùÁ

8(x0)2 + 18(y0)2 ¡ 72 = 0

Ï³Ù
(x0)2

32
+

(y0)2

22
= 1;

áñÁ Ù»½ É³í Í³ÝáÃ ¾ÉÇåëÇ Ñ³í³ë³ñáõÙÝ ¾: ²Ûë ûñÇÝ³ÏáõÙ ù³é³Ïáõë³-
ÛÇÝ Ó¨Ç Ï³ÝáÝ³Ï³Ý ï»ëùÇ µ»ñ»ÉÁ Ñ³Ù³ñÅ»ù ¾ Ïááñ¹ÇÝ³ï³Ï³Ý Ñ³Ù³-
Ï³ñ·Ç åïáõÛïÇÝ, áñÇ ³ñ¹ÛáõÝùáõÙ ³ÝÑ»ï³ó³í xy ·áõÙ³ñ»ÉÇÝ: ²

úñÇÝ³Ï 191.

Q(x1; x2; x3) = 3x2
2 + 3x2

3 + 4x1x2 + 4x1x3 ¡ 2x2x3

ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ Ó¨Á µ»ñ»É Ï³ÝáÝ³Ï³Ý ï»ëùÇ ûñÃá·áÝ³É Ó¨³÷áËáõÃ-
Û³Ùµ: ø³é³Ïáõë³ÛÇÝ Ó¨Ç Ù³ïñÇóÝ ¾

A =

0
@

0 2 2
2 3 ¡1
2 ¡1 3

1
A ;

áñÇ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÝ »Ý ` ¸1 = ¡2; ¸2;3 = 4: àõñ»ÙÝ` ù³é³Ïáõë³-
ÛÇÝ Ó¨Ç Ï³ÝáÝ³Ï³Ý ï»ëùÝ ¾

Q = ¡2y21 + 4y22 + 4y23 :
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A Ù³ïñÇóÇ ë»÷³Ï³Ý í»ÏïáñÝ»ñÝ »Ý

v1 =

0
@

¡2
1
1

1
A ; v2 =

0
@

1=2
1
0

1
A ; v3 =

0
@

1=2
0
1

1
A :

úñÃá·áÝ³É³óÝ»Ýù v2 ¨ v3 í»ÏïáñÝ»ñÁ:

w3 =

0
@

0:4
¡0:2
1

1
A

²ÛÅÙ fv1; v2; w3g Ñ³Ù³ËáõÙµÁ ûñÃá·áÝ³É µ³½Çë ¾: ÜáñÙ³íáñ»Ýù

u1 =

0
@

¡2=
p
6

1=
p
6

1=
p
6

1
A ; u2 =

0
@

1=
p
5

2=
p
5

0

1
A ; u3 =

0
@

p
2=
p
15

¡1=
p
30p

5=
p
6

1
A

ëï³Ý³Éáí ûñÃáÝáñÙ³íáñí³Í µ³½Çë: Ð³Ù³å³ï³ëË³Ý ûñÃá·áÝ³É
Ó¨³÷áËáõÃÛáõÝÝ ¾

P =

0
@

¡2=
p
6 1=

p
5

p
2=
p
15

1=
p
6 2=

p
5 ¡1=

p
30

1=
p
6 0

p
5=

p
6

1
A : ²

Â»áñ»Ù 90. ¸Çóáõù

ax2 + 2bxy + cy2 + dx+ ey + f = 0

»ñÏñáñ¹ Ï³ñ·Ç Ñ³í³ë³ñáõÙ ¾, ÇëÏ

xTAx = ax2 + 2bxy + cy2

³ñï³Ñ³ÛïáõÃÛáõÝÁ Ýñ³Ý Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ Ó¨Ý ¾:
Îááñ¹ÇÝ³ï³Ï³Ý ³é³ÝóùÝ»ñÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ åïï»É ³ÛÝå»ë, áñ Ýáñ x0y0

Ïááñ¹ÇÝ³ï³Ï³Ý Ñ³Ù³Ï³ñ·áõÙ Ñ³í³ë³ñáõÙÝ áõÝ»Ý³ Ñ»ï¨Û³É ï»ëùÁ

¸1(x
0)2 + ¸2(y

0)2 + d0x0 + e0y0 + f = 0;
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áñï»Õ ¸1;2 Ãí»ñÁ A Ù³ïñÇóÇ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÝ »Ý: Ð³Ù³å³ï³ë-
Ë³Ý åïáõÛïÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ Çñ³Ï³Ý³óÝ»É x = Px0 Ó¨³÷áËáõÃÛ³Ý û·ÝáõÃ-
Û³Ùµ, »Ã» P ûñÃá·áÝ³É Ù³ïñÇóÁ xTAx ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ Ó¨Á µ»ñáõÙ ¾
Ï³ÝáÝ³Ï³Ý ï»ëùÇ ¨ det(P ) = 1:

úñÇÝ³Ï 192. ¸Çï³ñÏ»Ýù Ñ»ï¨Û³É »ñÏñáñ¹ Ï³ñ·Ç Ñ³í³ë³ñáõÙÁ

5x2 + 4y2 + 5z2 + 8xz ¡ 36 = 0 :

²Ûë Ñ³í³ë³ñÙ³ÝÁ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ Ó¨Ç Ù³ïñÇóÝ ¾

A =

0
@

5 0 4
0 4 0
4 0 5

1
A ;

áñÇ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÝ »Ý ¸1 = 1; ¸2 = 4; ¸3 = 9 : Üáñ ÷á÷áË³-
Ï³ÝÝ»ñáí

(x0)2 + 4(y0)2 + 9(z0)2 ¡ 36 = 0

Ï³Ù
(x0)2

62
+

(y0)2

32
+

(z0)2

22
= 1;

áñÁ ¾ÉÇåëáÇ¹Ç Ñ³í³ë³ñáõÙÝ ¾: ²

430.ø³é³Ïáõë³ÛÇÝ Ó¨Á È³·ñ³ÝÅÇ »Õ³Ý³Ïáí Ó¨³÷áË»É Ï³ÝáÝ³Ï³Ý
ï»ëùÇ ¨ ·ñ»É Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý ·Í³ÛÇÝ Ó¨³÷áËáõÃÛáõÝÁ

³) x2
1 + 5x2

2 ¡ 4x2
3 + 2x1x2 ¡ 4x1x3,

µ) 4x2
1 + x2

2 + x2
3 ¡ 4x1x2 + 4x1x3 ¡ 3x2x3,

·) x1x2 + x1x3 + x2x3,
¹) 2x2

1 + 18x2
2 + 8x2

3 ¡ 12x1x2 + 8x1x3 ¡ 27x2x3,
») ¡12x2

1 ¡ 3x2
2 ¡ 12x2

3 + 12x1x2 ¡ 24x1x3 + 8x2x3,
½) x1x2 + x2x3 + x3x4 + x4x1,
¾) 3x2

1 + 2x2
2 ¡ x2

3 ¡ 2x2
4 + 2x1x2 ¡ 4x2x3 + 2x2x4:
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431. ¶ïÝ»É ¸ å³ñ³Ù»ïñÇ ³ÛÝ ³ñÅ»ùÝ»ñÁ, áñáÝó ¹»åùáõÙ ù³é³Ïáõë³-
ÛÇÝ Ó¨Á ¹ñ³Ï³Ý áñáßí³Í ¾

³) 5x2
1 + x2

2 + ¸x2
3 + 4x1x2 ¡ 2x1x3 ¡ 2x2x3,

µ) 2x2
1 + x2

2 + 3x2
3 + 2¸x1x2 + 2x1x3,

·) x2
1 + x2

2 + 5x2
3 + 2¸x1x2 ¡ 2x1x3 + 4x2x3,

¹) x2
1 + 4x2

2 + x2
3 + 2¸x1x2 + 10x1x3 + 6x2x3,

») 2x2
1 + 2x2

2 + x2
3 + 2¸x1x2 + 6x1x3 + 2x2x3:

432. ø³é³Ïáõë³ÛÇÝ Ó¨Á Ó¨³÷áË»É Ï³ÝáÝ³Ï³Ý ï»ëùÇ ûñÃá·áÝ³É Ó¨³-
÷áËáõÃÛ³Ùµ ¨ ·ñ»É Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý ûñÃá·áÝ³É Ó¨³÷áËáõÃÛáõÝÁ

³) 6x2
1 + 5x2

2 + 7x2
3 ¡ 4x1x2 + 4x1x3,

µ) 11x2
1 + 5x2

2 + 2x2
3 + 16x1x2 + 4x1x3 ¡ 20x2x3,

·) x2
1 + x2

2 + 5x2
3 ¡ 6x1x2 ¡ 2x1x3 + 2x2x3,

¹) x2
1 + x2

2 + x2
3 + 4x1x2 + 4x1x3 + 4x2x3,

») 17x2
1 + 14x2

2 + 14x2
3 ¡ 4x1x2 ¡ 4x1x3 ¡ 8x2x3,

½) x2
1 ¡ 5x2

2 + x2
3 + 4x1x2 + 2x1x3 + 4x2x3:

433. ¶ïÝ»É ¸ å³ñ³Ù»ïñÇ ³ÛÝ ³ñÅ»ùÝ»ñÁ, áñáÝó ¹»åùáõÙ ù³é³Ïáõë³-
ÛÇÝ Ó¨Á µ³ó³ë³Ï³Ý áñáßí³Í ¾

³) ¡x2
1 + ¸x2

2 ¡ x2
3 + 4x1x2 + 8x2x3,

µ) ¸x2
1 ¡ 2x2

2 ¡ 3x2
3 + 2x1x2 ¡ 2x1x3 + 2x2x3:
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¶ È àô Ê Ð Æ Ü ¶ º ð à ð ¸

ÎàØäÈºøê î²ð²ÌàôÂÚàôÜÜºð

29. ÎàØäÈºøê Âìºð

jC-áí Ýß³Ý³Ï»Ýù (x; y) Ï³ñ·³íáñí³Í Ãí³½áõÛ·»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ,
áñï»Õ x; y-Á Çñ³Ï³Ý Ãí»ñ »Ý: (0; 1) Ãí³½áõÛ·ÇÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý Ï»ÕÍ

ÙÇ³íáñ ¨ Ýß³Ý³ÏáõÙ »Ý` i = (0; 1): Ð³ñÃáõÃÛ³Ý ó³ÝÏ³ó³Í Ï»ï ÝáõÛ-
Ý³óíáõÙ ¾ jC µ³½ÙáõÃÛ³Ý (x; y) ï³ññÇ Ñ»ï, Ù³ëÝ³íáñ³å»ë, Ãí³ÛÇÝ
³é³ÝóùÇ (x; 0) Ï»ïÁ ÝáõÛÝ³óíáõÙ ¾ x Çñ³Ï³Ý ÃíÇ Ñ»ï` (x; 0) = x:
²ÛÝáõÑ»ï¨ z1 = z2 ³ÛÝ ¨ ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »Ã» x1 = x2 ¨ y1 = y2: jC
µ³½ÙáõÃÛ³Ý z1 = (x1; y1); z2 = (x2; y2) ï³ññ»ñÇ Ñ³Ù³ñ ë³ÑÙ³ÝíáõÙ
»Ý Ñ»ï¨Û³É ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñÁ

1. z1 § z2 = (x1; y1)§ (x2; y2) = (x1 § x2; y1 § y2),
2. ¸z1 = ¸(x1; y1) = (¸x1; ¸y1), Ï³Ù³Û³Ï³Ý ¸ Çñ³Ï³Ý ÃíÇ

Ñ³Ù³ñ,
3. z1 ¢ z2 = (x1; y1) ¢ (x2; y2) = (x1x2 ¡ y1y2; x1y2 + x2y1),

4.
z1
z2

=

µ
x1x2 + y1y2
x2
2 + y22

;
y1x2 ¡ x1y2
x2
2 + y22

¶
, »Ã» x2

2 + y22 6= 0:

jC µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ, ë³ÑÙ³Ýí³Í ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñáí, ³Ýí³ÝáõÙ »Ý
ÏáÙåÉ»ùë Ãí»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝ:

ú·ïí»Éáí i = (0; 1) Ýß³Ý³ÏáõÙÇó ó³ÝÏ³ó³Í (x; y) Ãí³½áõÛ· Ï³-
ñ»ÉÇ ¾ Ý»ñÏ³Û³óÝ»É

(x; y) = (x; 0) + (0; y) = (x; 0) + i(y; 0) = x+ iy

ï»ëùáí, áñÇÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý ÏáÙåÉ»ùë ÃíÇ Ñ³Ýñ³Ñ³ßí³Ï³Ý Ý»ñÏ³Û³óáõÙ:
ÀÝ¹ áñáõÙ, x-Ý ³Ýí³ÝáõÙ »Ý ÏáÙåÉ»ùë ÃíÇ Çñ³Ï³Ý Ù³ë ¨ Ýß³Ý³ÏáõÙ »Ý
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x = Rez, ÇëÏ y-Ý ³Ýí³ÝáõÙ »Ý ÏáÙåÉ»ùë ÃíÇ Ï»ÕÍ Ù³ë ¨ Ýß³Ý³ÏáõÙ »Ý
y = Imz:

úñÇÝ³Ï 193. z1 = 4 ¡ 5i; z2 = ¡1 + 6i: ¶ïÝ»É z1 + z2; z1 ¡
z2; 3z1;¡z2:

z1 + z2 = (4¡ 5i) + (¡1 + 6i) = (4¡ 1) + (¡5 + 6)i = 3 + i

z1 ¡ z2 = (4¡ 5i)¡ (¡1 + 6i) = (4 + 1) + (¡5¡ 6)i = 5¡ 11i

3z1 = 3(4¡5i) = 12¡15i; ¡z2 = (¡1)z2 = (¡1)(¡1+6i) = 1¡6i : ²

úñÇÝ³Ï 194. z1 = 3 + 2i; z2 = 4 + 5i: ¶ïÝ»É z1z2:
Ð³Ù³Ó³ÛÝ ÏáÙåÉ»ùë Ãí»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³ÉÇ ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý

z1z2 = (3 + 2i)(4 + 5i) = (3 ¢ 4¡ 2 ¢ 5) + (3 ¢ 5 + 2 ¢ 4)i = 2+ 23i : ²

ÖÇßï »Ý Ñ»ï¨Û³É Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ (ëïáõ·»É)

z1 + z2 = z2 + z1; z1z2 = z2z1; z1 + (z2 + z3) = (z1 + z2) + z3;

z1(z2z3) = (z1z2)z3; z1(z2 + z3) = z1z2 + z1z3;

0 + z = z; z + (¡z) = 0; 1 ¢ z = z :

z = x+ iy ÏáÙåÉ»ùë ÃíÇ ÏáÙåÉ»ùë Ñ³Ù³ÉáõÍ Ï³Ýí³Ý»Ýù z = x¡ iy
ÏáÙåÉ»ùë ÃÇíÁ: ºñÏñ³ã³÷áñ»Ý z-Á z-Ç ëÇÙ»ïñÇÏ Ï»ïÝ ¾ Ox ³é³ÝóùÇ
ÝÏ³ïÙ³Ùµ:

úñÇÝ³Ï 195.

z = 3¡ 2i ¹z = 3 + 2i

z = ¡4¡ 2i ¹z = ¡4 + 2i

z = i ¹z = ¡i

z = 4 ¹z = 4 : ²

úñÇÝ³Ï 196. z1 = 3 + 4i; z2 = 1¡ 2i: Ð³ßí»É
z1
z2
:
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z1
z2
Ïáïáñ³ÏÇ Ñ³Ù³ñÇãÝ áõ Ñ³Ûï³ñ³ñÁ µ³½Ù³å³ïÏ»Ýù ¹z2-áí

3 + 4i

1¡ 2i
=

3 + 4i

1¡ 2i

1 + 2i

1 + 2i
=

¡5 + 10i

5
= ¡1 + 2i : ²

ò³ÝÏ³ó³Í z ÏáÙåÉ»ùë ÃíÇ Ñ³Ù³ñ

jzj =
p
x2 + y2

Ù»ÍáõÃÛáõÝÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý z ÏáÙåÉ»ùë ÃíÇ Ùá¹áõÉ:

Â»áñ»Ù 91. ò³ÝÏ³ó³Í z ÏáÙåÉ»ùë ÃíÇ Ñ³Ù³ñ ×Çßï ¾

z¹z = jzj2 :

Â»áñ»Ù 92. ò³ÝÏ³ó³Í z1; z2 ÏáÙåÉ»ùë Ãí»ñÇ Ñ³Ù³ñ ×Çßï »Ý

z1 § z2 = ¹z1 § ¹z2; z1z2 = ¹z1 ¹z2

z1
z2

=
¹z1
¹z2
; ¹¹z = z :

ø³ÝÇ áñ µ¨»é³ÛÇÝ Ïááñ¹ÇÝ³ï³Ï³Ý Ñ³Ù³Ï³ñ·Á áõÕÕ³ÝÏÛáõÝ ¹»-
Ï³ñïÛ³Ý Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç Ñ»ï Ï³åí³Í ¾

x = r cos'; y = r sin'

µ³Ý³Ó¨»ñáí, ³å³ ÏáÙåÉ»ùë Ãí»ñÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ Ý»ñÏ³Û³óÝ»É

z = r(cos'+ i sin')

ï»ëùáí, áñÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý ÏáÙåÉ»ùë ÃíÇ »é³ÝÏÛáõÝ³ã³÷³Ï³Ý Ï³Ù µ¨»-

é³ÛÇÝ Ý»ñÏ³Û³óáõÙ: ' ³ÝÏÛáõÝÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý z ÏáÙåÉ»ùë ÃíÇ ³ñ·áõ-

Ù»Ýï: ÜÏ³ï»Ýù, áñ ÏáÙåÉ»ùë ÃíÇ ³ñ·áõÙ»ÝïÁ ÙÇ³ñÅ»ùáñ»Ý ãÇ áñáß-
íáõÙ: ²ñ·áõÙ»ÝïÇ ³ÛÝ ³ñÅ»ùÁ, áñÁ µ³í³ñ³ñáõÙ ¾ ¡¼ < ' · ¼ å³ÛÙ³-
ÝÇÝ, ³Ýí³ÝáõÙ »Ý³ñ·áõÙ»ÝïÇ ·ÉË³íáñ³ñÅ»ù ¨ Ýß³Ý³ÏáõÙ »Ý `' = argz:
òáõÛó ï³É, áñ z = x + iy ÏáÙåÉ»ë ÃíÇ ³ñ·áõÙ»ÝïÇ ·ÉË³íáñ ³ñÅ»ùÁ
Ï³ñ»ÉÇ ¾ Ñ³ßí»É Ñ»ï¨Û³É µ³Ý³Ó¨»ñáí

argz = arctg
y

x
; x > 0

289



argz =
¼

2
; x = 0; y > 0

argz = ¡¼

2
; x = 0; y < 0

argz = ¼ + arctg
y

x
; x < 0; y ¸ 0

argz = ¡¼ + arctg
y

x
; x < 0; y · 0 :

úñÇÝ³Ï 197. ¶ïÝ»É z = ¡1+i ÏáÙåÉ»ùë ÃíÇ Ùá¹áõÉÁ ¨ ³ñ·áõÙ»ÝïÇ
·ÉË³íáñ ³ñÅ»ùÁ:

j¡1+ij =
p
(¡1)2 + 12 =

p
2; arg(¡1+i) = arctg(¡1)+¼ =

3

4
¼ : ²

úñÇÝ³Ï 198. z = 1+
p
3i ÏáÙåÉ»ùë ÃÇíÁ Ý»ñÏ³Û³óÝ»É »é³ÝÏÛáõÝ³-

ã³÷³Ï³Ý ï»ëùáí:
Ð³ßí»Ýù z-Ç Ùá¹áõÉÁ ¨ ³ñ·áõÙ»ÝïÇ ·ÉË³íáñ ³ñÅ»ùÁ

jzj = 2; argz =
¼

3
:

àõÝ»Ýù

z = 2
³
cos

¼

3
+ i sin

¼

3

´
: ²

¸Çóáõù z1 = r1(cos µ1 + i sin µ1) ¨ z2 = r2(cos µ2 + i sin µ2): êïáõ-
·»É, áñ

z1z2 = r1r2[cos(µ1 + µ2) + i sin(µ1 + µ2)];

z1
z2

=
r1
r2

[cos(µ1 ¡ µ2) + i sin(µ1 ¡ µ2)] :

²ÛÉ Ï»ñå ³ë³Í

jz1z2j = jz1jjz2j; arg(z1z2) = argz1 + argz2 + 2¼k

¯̄
¯̄z1
z2

¯̄
¯̄ = jz1j

jz2j
; arg

µ
z1
z2

¶
= argz1 ¡ argz2 + 2¼k :
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²Ûëï»ÕÇó Ñ»ï¨áõÙ ¾ Øáõ³íñÇ µ³Ý³Ó¨Á

(cos µ + i sin µ)n = cosnµ + i sinnµ;

áñÁ ×Çßï ¾ ó³ÝÏ³ó³Í n ³ÙµáÕç ÃíÇ Ñ³Ù³ñ:
Üß»Ýù Ý³¨ »é³ÝÏÛáõÝ³ã³÷³Ï³Ý ¨ óáõóã³ÛÇÝ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ Ï³åÁ

µ³ó³Ñ³ÛïáÕ Ñ»ï¨Û³É µ³Ý³Ó¨Á

ei' = cos'+ i sin' :

²Ûëï»ÕÇó, ó³ÝÏ³ó³Í z = r(cos µ + i sin µ) ÏáÙåÉ»ùë ÃÇí Ï³ñ»ÉÇ ¾
Ý»ñÏ³Û³óÝ»É

z = reiµ

óáõóã³ÛÇÝ ï»ëùáí:

úñÇÝ³Ï 199. Ð³ßí»É (1¡ i
p
3)3(1 + i)2:

(1¡ i
p
3)3(1 + i)2 =

³
2e¡i¼=3

´3

(1 + 2i+ i2) = 23e¡i¼2i = ¡16i : ²

úñÇÝ³Ï 200. ²å³óáõó»É ÝáõÛÝáõÃÛáõÝÁ

(jzj2 ¡ 1)2 + (2Rez)2 = jz2 + 1j2 :

Ð³ßíÇ ³éÝ»Éáí jzj2 = zz ¨ 2Rez = z + z ÝáõÛÝáõÃÛáõÝÝ»ñÁ Ï³ñáÕ
»Ýù ·ñ»É

(jzj2 ¡ 1)2 + (2Rez)2 = (zz ¡ 1)2 + (z + z)2 =

= (zz)2 ¡ 2zz + 1 + z2 + 2zz + z2 =

= (zz)2 + 1 + z2 + z2 =

= (z2 + 1)(z2 + 1) = (z2 + 1)(z2 + 1) = jz2 + 1j2 : ²
úñÇÝ³Ï 201. ÈáõÍ»É Ñ³í³ë³ñáõÙÁ

z3 = (¡1 + i
p
3)z :
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ÈáõÍáõÙÁ ÷Ýïñ»Ýù z = rei' óáõóã³ÛÇÝ ï»ëùáí: Ð³ßíÇ ³éÝ»Éáí, áñ
z = re¡i' ¨ ¡1 + i

p
3 = 2ei(2¼=3), Ïëï³Ý³Ýù

r3e3i' = 2rei(2¼=3¡') :

²Ûëï»ÕÇó

r3 = 2r; 3' =
2

3
¼ ¡ '+ 2¼k;

áñï»Õ k-Ý ³ÙµáÕç ÃÇí ¾: Ð»ï¨³µ³ñ`

r1 = 0; r2 =
p
2; ' =

¼

6
+

¼k

2
:

z =
p
2ei(¼=6+¼k=2) Ãí»ñÝ Çñ³ñÇó ï³ñµ»ñ »Ý, »Ã» k = 0; 1; 2; 3 :

²ÛëåÇëáí

z1 = 0; z2 =
p
2ei¼=6 =

p
6

2
+ i

p
2

2
;

z3 = iz2; z4 = ¡z2; z5 = ¡iz2 : ²
úñÇÝ³Ï 202. Ð³ñÃáõÃÛ³Ý íñ³ Ýß»É z ÏáÙåÉ»ùë Ãí»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ,

áñáÝù µ³í³ñ³ñáõÙ ¾ Ñ»ï¨Û³É å³ÛÙ³ÝÇÝ

jz ¡ z0j < r :

z-Á Ý»ñÏ³Û³óÝ»Ýù z = x + iy Ñ³Ýñ³Ñ³ßí³Ï³Ý ï»ëùáí: ¸Çóáõù
z0 = x0 + iy0: àôÝ»Ýù`

jz ¡ z0j2 = jx¡ x0 + i(y ¡ y0)j2 = (x¡ x0)
2 + (y ¡ y0)

2 < r2 :

êï³ó³Ýù (x0; y0) Ï»ÝïñáÝáí ¨ r ß³é³íÕáí ßñç³Ý:²
¸Çóáõù n-Á µÝ³Ï³Ý ÃÇí ¾, z-Á` ÏáÙåÉ»ùë: w ÏáÙåÉ»ùë ÃÇíÁ Ï³Ýí³-

Ý»Ýù z ÏáÙåÉ»ùë ÃíÇ n-ñ¹ ³ëïÇ×³ÝÇ ³ñÙ³ï, »Ã»

wn = z :

¸Çóáõù w = ½(cos®+ i sin®) ¨ z = r(cos µ + i sin µ): àõÝ»Ýù

½n(cosn®+ i sinn®) = r(cos µ + i sin µ);
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áñï»ÕÇó
½n = r; n® = µ + 2k¼; k = 0;§1;§2; ¢ ¢ ¢ :

²ÛëåÇëáí

wk = r1=n
·
cos

µ
µ

n
+

2k¼

n

¶
+ i sin

µ
µ

n
+

2k¼

n

¶¸
; k = 0;§1;§2; ¢ ¢ ¢ :

²Ûë µ³Ý³Ó¨áõÙ Ï³ñ»ÉÇ ¾ ë³ÑÙ³Ý³÷³Ïí»É k = 0; ¢ ¢ ¢ ; n¡1 ³ñÅ»ùÝ»ñáí,
ù³ÝÇ áñ ÙÝ³ó³Í ¹»åù»ñáõÙ w ÏáÙåÉ»ùë ÃíÇ ³ñÅ»ùÝ»ñÁ ÏñÏÝíáõÙ »Ý
(ëïáõ·»É):

úñÇÝ³Ï 203. Ð³ßí»É 3
p
¡8:

ø³ÝÇ áñ ¡8 = 8(cos¼ + i sin¼) ³å³

wk = (¡8)1=3= 81=3
·
cos

µ
¼

3
+

2k¼

3

¶
+ i sin

µ
¼

3
+

2k¼

3

¶¸
; k = 0; 1; 2;

áñï»ÕÇó
w1 = 1 + i

p
3; w2 = ¡2; w3 = 1¡ i

p
3 :

ÜÏ³ï»Ýù, áñ ëï³óí³Í Ãí»ñÁ ·ïÝíáõÙ »Ý 2 ß³é³íÕáí ßñç³Ý³·ÍÇ íñ³`
³ÛÝ µ³Å³Ý»Éáí »ñ»ù Ñ³í³ë³ñ Ù³ë»ñÇ: ÀÝ¹Ñ³Ýñ³å»ë, z ÏáÙåÉ»ùë ÃíÇ
n-ñ¹ Ï³ñ·Ç ³ñÙ³ïÝ»ñÁ ·ïÝíáõÙ »Ý jzj1=n ß³é³íÕáí ßñç³Ý³·ÍÇ íñ³
³ÛÝ µ³Å³Ý»Éáí n Ñ³í³ë³ñ Ù³ë»ñÇ: ¸³ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¾, áñ ·ïÝ»Éáí ³ñ-
Ù³ïÝ»ñÇó áñ¨¾ Ù»ÏÁ, ÙÛáõë n ¡ 1 Ñ³ïÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ ëï³Ý³É ëï³óí³Í
³ñÙ³ïÁ 2¼

n ³ÝÏÛáõÝáí ßñç³Ý³·ÍÇ íñ³ åïï»Éáí : ²
úñÇÝ³Ï 204. Ð³ßí»É 11=4:
ÜÏ³ï»Ýù, áñ ³ñÙ³ïÝ»ñÇó Ù»ÏÁ 1 ÃÇíÝ ¾: äïï»Éáí ³ÛÝ ÙÇ³íáñ

ßñç³Ý³·ÍÇ íñ³Ûáí 90±-áí Ïëï³Ý³Ýù i;¡1;¡i Ãí»ñÁ:²
Â»áñ»Ù 93. (Ð³Ýñ³Ñ³ßíÇ ÑÇÙÝ³Ï³Ý Ã»áñ»ÙÁ) Úáõñ³ù³ÝãÛáñ n-ñ¹

Ï³ñ·Ç µ³½Ù³Ý¹³Ù áõÝÇ n ³ñÙ³ï, »Ã» Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñÁ Ñ³ßí»Ýù ³ÛÝù³Ý
³Ý·³Ù, áñù³Ý Çñ å³ïÇÏáõÃÛáõÝÝ ¾:

úñÇÝ³Ï 205. ÈáõÍ»É Ñ³í³ë³ñáõÙÁ

x2 + 1 = 0 :

²Ûë Ñ³í³ë³ñáõÙÁ Çñ³Ï³Ý ÉáõÍáõÙÝ»ñ ãáõÝÇ: Ð³í³ë³ñÙ³Ý ÉáõÍáõÙ-
Ý»ñÁ ÷Ýïñ»Ýù ÏáÙåÉ»ùë Ãí»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝáõÙ: ²Û¹ ÉáõÍáõÙÝ»ñÝ »Ý x1 =p
¡1; x2 = ¡

p
¡1: ²ÛëÇÝùÝ` x1 = i; x2 = ¡i : ²
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úñÇÝ³Ï 206. ¶ïÝ»É p(x) = x2¡6x+13 µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ ³ñÙ³ïÝ»ñÁ:

p(x) = (x¡ 3)2 + 4 = 0 ) (x¡ 3)2 ¡ (2i)2 = 0 )
(x¡ 3¡ 2i)(x¡ 3 + 2i) = 0 )

x = 3§ 2i : ²

434. ¶ïÝ»É x; y-Á, »Ã»
³) x¡ iy = ¡2 + 3i; µ) (x+ y) + (x¡ y)i = 3 + i :

435. ÎáÙåÉ»ùë Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý íñ³ å³ïÏ»ñ»É Ñ»ï¨Û³É Ãí»ñÁ
1; ¡1; i; ¡i; ¡1 + i; 2¡ 3i; ¡1¡ i; 1 + i; 1¡ i; 2i :

436. îñí³Í z1 = 1¡ 2i; z2 = 4 + 5i ÏáÙåÉ»ùë Ãí»ñÇ Ñ³Ù³ñ, ·ïÝ»É
³) z1+z2; µ)z1¡z2; ·) 4z1; ¹)¡z2; ») 3z1+4z2; ½)1

2
z1¡ 3

2
z2 :

437. ¶ïÝ»É z-Á, »Ã»
³) z+(1¡i) = 3+2i; µ)¡5z = 5+10i; ·) (i¡z)+(2z¡3i) = ¡2+7i :

438. ¶ïÝ»É k1; k2 Çñ³Ï³Ý Ãí»ñÁ, »Ã»
³) k1i+ k2(1 + i) = 3¡ 2i; µ) k1(2 + 3i) + k2(1¡ 4i) = 7 + 5i :

439. ¶ïÝ»É z1z2; z21 ; z
2
2 ÏáÙåÉ»ùë Ãí»ñÁ, »Ã»

³) z1 = 3i; z2 = 1¡ i,
µ) z1 = 4 + 6i; z2 = 2¡ 3i,
·) z1 = 1

3 (2 + 4i); z2 = 1
2(1¡ 5i):

440. îñí³Í z1 = 2¡ 5i; z2 = ¡1¡ i ÏáÙåÉ»ùë Ãí»ñÇ Ñ³Ù³ñ ·ïÝ»É
³) z1 ¡ z1z2; µ)(z1 + 3z2)

2; ·) [z1 + (1 + z2)]
2; ¹) iz2 ¡ z21 :

441. Ð³ßí»É
³) (2+i)(3¡i)+(2+3i)(3+4i); µ) (2+i)(3+7i)¡(1+2i)(5+3i),

·) (4 + i)(5 + 3i)¡ (3 + i)(3¡ i); ¹)
(5 + i)(7¡ 6i)

3 + i
,

»)
(5 + i)(3 + 5i)

2i
; ½)

(1 + 3i)(8¡ i)

(2 + i)2
,

¾)
(2 + i)(4 + i)

1 + i
; Á)

(3¡ i)(1¡ 4i)

2¡ i
,
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Ã) (2 + i)3 + (2¡ i)3; Å) (3 + i)3 ¡ (3¡ i)3;

Ç)
(1 + i)5

(1¡ i)3
:

442. Ð³ßí»É
³) i77, µ) i98, ·) i¡57:

443. ÈáõÍ»É Ñ³í³ë³ñáõÙÁ
³) z2 = i; µ) z2 = 3¡ 4i; ·) z2 = 5¡ 12i,
¹) z2 ¡ (1 + i)z + 6 + 3i = 0; ») z2 ¡ 5z + 4 + 10i = 0;
½) z2 + (2i¡ 7)z + 13¡ i = 0, ¾) z2 + 1 = 0; Á) zn + 1 = 0:

444. Ð»ï¨Û³É ÏáÙåÉ»ùë Ãí»ñÁ ·ñ»É »é³ÝÏÛáõÝ³ã³÷³Ï³Ý ï»ëùáí

³) 5, µ) i, ·)¡2, ¹)¡3i, ») 1+i,
½) 1¡ i, ¾) 1 + i

p
3, Á) ¡1 + i

p
3, Ã) 1¡ i

p
3, Å)

p
3 + i,

Ç) ¡
p
3 + i, É) ¡

p
3¡ i, Ë)

p
3¡ i, Í) cos®¡ i sin®,

Ï) sin®+ i cos®:

445. Ð³ßí»É

³) (1 + i)1000, µ) (1 + i
p
3)150, ·) (

p
3 + i)30,

¹)

Ã
1¡ i

p
3

1 + i

!12

, »)

Ãp
3 + i

1¡ i

!30

:

446. ÈáõÍ»É Ñ³í³ë³ñáõÙÁ
³) jzj+ z = 8 + 4i, µ) jzj ¡ z = 8 + 12i:

447. ²å³óáõó»É ÝáõÛÝáõÃÛáõÝÁ

³) cos x+ cos 2x+ ¢ ¢ ¢+ cos nx =
sin nx

2
cos (n+1)x

2

sin x
2

,

µ) sin x+ sin 2x+ ¢ ¢ ¢+ sin nx =
sin nx

2 sin (n+1)x
2

sin x
2

,

·) cos
¼

n
+ cos

3¼

n
+ ¢ ¢ ¢+ cos

(2n¡ 1)¼

n
= 0,

¹) sin
¼

n
+ sin

3¼

n
+ ¢ ¢ ¢+ sin

(2n¡ 1)¼

n
= 0:
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448. ²å³óáõó»É ÝáõÛÝáõÃÛáõÝÁ
jz +wj2 + jz ¡wj2 = 2(jzj2 + jwj2):

449. Ð³ñÃáõÃÛ³Ý íñ³ å³ïÏ»ñ»É ³ÛÝ Ï»ï»ñÇ »ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý ï»ÕÁ,
áñáÝù µ³í³ñ³ñáõÙ »Ý Ñ»ï¨Û³É å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇÝ

³) jzj = 1, µ) argz = ¼=3, ·) jzj · 2, ¹) jz ¡ 1¡ ij < 1,

») jz + 3 + 4ij · 5; ½) 2 < jzj < 3, ¾) 1 · jz ¡ 2ij < 2,

Á) jRezj · 1, Ã) jImzj = 1, Å) jz ¡ 1j+ jz + 1j = 3,

Ç) jz + 2j ¡ jz ¡ 2j = 3, É) ¡1 < Re(iz) < 0:

450. ¶ïÝ»É n-ñ¹ ³ëïÇ×³ÝÇ ³ñÙ³ïÇ ³ñÅ»ùÝ»ñÁ ¨ ¹ñ³Ýù å³ïÏ»ñ»É
Ïááñ¹ÇÝ³ï³Ï³Ý Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý íñ³

³) (¡i)1=2, µ) (1 + i
p
3)1=2, ·) (¡27)1=3,

¹) i1=3, ») (¡1)1=4, ½) (¡8 + i8
p
3)1=4:

451. Ð³ßí»É

³) 11=3, µ) 11=6:

MATHEMATICA-Æ ¶ð²¸²ð²Ü

MATHEMATICA ÷³Ã»ÃáõÙ i Ï»ÕÍ ÙÇ³íáñÁ Ýß³Ý³ÏíáõÙ ¾ I-áí: Ü»ñ-
ÙáõÍ»Ýù z = 1 + i

p
3 ÏáÙåÉ»ùë ÃÇíÁ ¨ Ñ³ßí»Ýù z-Ç Çñ³Ï³Ý ¨ Ï»ÕÍ

Ù³ë»ñÁ, ÏáÙåÉ»ùë Ñ³Ù³ÉáõÍÁ, ³ñ·áõÙ»ÝïÝ áõ Ùá¹áõÉÁ

In[1]:= z = 1+
è!!!!!
3  I;

8Re@zD,Im@zD, Conjugate@zD, Arg@zD, Abs@zD<

Out[2]= 91, è!!!!!
3 , 1− ä

è!!!!!
3 ,

π

3
, 2=
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Ü»ñÙáõÍ»Ýù Ý³¨ w = 1 ¡ i
p
3 ÏáÙåÉ»ùë ÃÇíÁ ¨ Ñ³ßí»Ýù zw; z §

w; z=w; z3 ÏáÙåÉ»ùë Ãí»ñÁ

In[3]:= w = 1−I 
è!!!!!
3 ;

9z w, z+ w, z −w,
z

w
, z3= êê ComplexExpand

Out[4]= 94, 2, 2 ä
è!!!!!
3 , −

1

2
+

ä
è!!!!!
3

2
, −8=

êïáõ·»ù, áñ »Ã» í»ñçáõÙ //ComplexExpand Ññ³Ù³ÝÁ ã·ñíÇ, ³å³
·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ÙÇ Ù³ëÁ ÏÙÝ³ ãÏ³ï³ñí³Í:

¸Çï³ñÏ»Ýù »ññáñ¹ Ï³ñ·Ç µ³½Ù³Ý¹³Ù ¨ ·ïÝ»Ýù Ýñ³ ³ñÙ³ïÝ»ñÁ:
Ð³Ù³Ó³ÛÝ Ñ³Ýñ³Ñ³ßíÇ ÑÇÙÝ³Ï³Ý Ã»áñ»ÙÇ, ³ñÙ³ïÝ»ñÁ »ñ»ùÝ »Ý (³Ûë
¹»åùáõÙ ÙÇ³ÛÝ å³ñ½ ³ñÙ³ïÝ»ñ »Ý)

In[5]:= Solve@x3+ x2+x+ 1� 0, xD
Out[5]= 88x → −1<, 8x → −ä<, 8x → ä<<

30. Ø²îðÆòÜºð, àðàÞÆâÜºð, Ð²Ø²Î²ð¶ºð

ÎáÙåÉ»ùë ï³ññ»ñáí Ù³ïñÇóÝ»ñÇ Ñ»ï ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñÁ Ï³ï³ñ-
íáõÙ »Ý ³ÛÝå»ë, ÇÝãå»ë Çñ³Ï³Ý ï³ññ»ñáí Ù³ïñÇóÝ»ñÇ Ñ»ï:

úñÇÝ³Ï 207.

A =

µ
1 ¡i

1 + i 4¡ i

¶
; B =

µ
i 1¡ i

2¡ 3i 4

¶
:

Ð³ßí»É A+B;A¡B; iA;AB:

A+B =

µ
1 + i 1¡ 2i
3¡ 2i 8¡ i

¶
; A¡B =

µ
1¡ i ¡1

¡1 + 4i ¡i

¶

iA =

µ
i ¡i2

i+ i2 4i¡ i2

¶
=

µ
i 1

¡1 + i 1 + 4i

¶
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AB =

µ
i ¡i

1 + i 4¡ i

¶µ
i 1¡ i

2¡ 3i 4

¶
=

µ
¡3¡ i 1¡ 5i
4¡ 13i 18¡ 4i

¶
: ²

úñÇÝ³Ï 208. Ð³ßí»É

A =

µ
2¡ 4i 2

3 5¡ 3i

¶

Ù³ïñÇóÇ áñáßÇãÁ:

detA =

¯̄
¯̄ 2¡ 4i 2

3 5¡ 3i

¯̄
¯̄ = (2¡ 4i)(5¡ 3i)¡ (2)(3) = ¡8¡ 26i : ²

úñÇÝ³Ï 209. ÈáõÍ»É Ñ»ï¨Û³É Ñ³Ù³Ï³ñ·Á û·ïí»Éáí Îñ³Ù»ñÇ µ³-
Ý³Ó¨»ñÇó

ix+ 2y = 1¡ 2i

4x¡ iy = ¡1 + 3i :

àõÝ»Ýù

x =

¯̄
¯̄ 1¡ 2i 2
¡1 + 3i ¡i

¯̄
¯̄

¯̄
¯̄ i 2
4 ¡i

¯̄
¯̄

=
(¡i)(1¡ 2i)¡ 2(¡1 + 3i)

i(¡i)¡ 2(4)
=

¡7i

¡7
= i

y =

¯̄
¯̄ i 1¡ 2i
4 ¡1 + 3i

¯̄
¯̄

¯̄
¯̄ i 2
4 ¡i

¯̄
¯̄

=
(i)(¡1 + 3i)¡ 4(1¡ 2i)

i(¡i)¡ 2(4)
=

¡7 + 7i

¡7
= 1¡ i : ²

úñÇÝ³Ï 210. Ð³ßí»É

A =

µ
2¡ i ¡5 + 2i
3¡ i ¡6 + 2i

¶

Ù³ïñÇóÇ Ñ³Ï³¹³ñÓÁ:
àõÝ»Ýù

A¡1 =
1

jAj

µ
¡6 + 2i 5¡ 2i
¡3 + i 2¡ i

¶
:
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ø³ÝÇ áñ jAj = 3¡ i, ³å³

A¡1 =
1

10

µ
¡20 17¡ i
¡10 7¡ i

¶
: ²

452. îñí³ÍA =

µ
1 i
¡i 3

¶
¨B =

µ
2 2 + i

3¡ i 4

¶
Ù³ïñÇóÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñ

Ñ³ßí»É

³) A+ 3iB, µ) BA, ·) AB, ¹) B2 ¡A2:

453. îñí³Í

A =

0
@

3 + 2i 0
¡i 2
1 + i 1¡ i

1
A ; B =

µ
¡i 2
0 i

¶
; C =

µ
¡1¡ i 0 ¡i

3 2i ¡5

¶

Ù³ïñÇóÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñ Ñ³ßí»É

³)A(BC), µ) (BC)A, ·) (CA)B2, ¹) (1+i)(AB)+(3¡4i)A:

454. øí³Ýï³ÛÇÝ Ù»Ë³ÝÇÏ³ÛáõÙ Ñ»ï¨Û³É Ù³ïñÇóÝ»ñÁ Ñ³ÛïÝÇ »Ý, áñå»ë
¸Çñ³ÏÇ Ù³ïñÇóÝ»ñ

¯ =

0
B@

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 ¡1 0
0 0 0 ¡1

1
CA ; ®x =

0
B@

0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

1
CA ;

®y =

0
B@

0 0 0 ¡i
0 0 i 0
0 ¡i 0 0
i 0 0 0

1
CA ; ®z =

0
B@

0 0 1 0
0 0 0 ¡1
1 0 0 0
0 ¡1 0 0

1
CA :

òáõÛó ï³É, áñ
³) ¯2 = ®2

x = ®2
y = ®2

z = E;
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µ) AB = ¡BA, áñï»Õ A-Ý ¨ B-Ý Çñ³ñÇó ï³ñµ»ñ ¸Çñ³ÏÇ Ù³ïñÇóÝ»ñ
»Ý:

455. îñí³Í A =

µ
1 + i 1
2¡ 1i ¡3i

¶
¨ B =

µ
1¡ i 3i
¡3 ¡i

¶
Ù³ïñÇóÝ»ñÇ

Ñ³Ù³ñ Ñ³ßí»É

³) det(A), µ) det(B), ·) det(A+B),

¹) det(A¡B), ») det(AB), ½) det(BA):

456. A =

µ
0 i
i 0

¶
:

³) Ð³ßí»É An-Á, »Ã» n = 1; 2; 3; 4; 5,
µ) Ð³ßí»É A57, A1995:
·) ò³ÝÏ³ó³Í µÝ³Ï³Ý n-Ç Ñ³Ù³ñ ·ïÝ»É An-Á:

457. Ð»ï¨Û³É Ù³ïñÇóÝ»ñÇó á±ñÝ ¾ Ñ³Ï³¹³ñÓ»ÉÇ: ¸ñ³Ï³Ý å³ï³ë-
Ë³ÝÇ ¹»åùáõÙ Ñ³ßí»É Ñ³Ï³¹³ñÓÁ:

³) A =

µ
6 3i

2¡ i i

¶
, µ) A =

µ
1¡ i 2
1 1 + i

¶
,

·) A =

0
@

1 0 0
0 1¡ i 0
0 0 1 + i

1
A:

458. ¶ïÝ»É z ÏáÙåÉ»ùë ÃíÇ ³ÛÝ ³ñÅ»ùÝ»ñÁ, áñáÝó ¹»åùáõÙ ïñí³Í
Ù³ïñÇóÁ Ñ³Ï³¹³ñÓ»ÉÇ ã¾

³) A =

µ
5 z
3i 2¡ i

¶
, µ) A =

0
@

2 2i 1 + i
1¡ i ¡1 + i z
1 0 0

1
A:

459. Ð³Ù³Ï³ñ·Á ÉáõÍ»É Îñ³Ù»ñÇ µ³Ý³Ó¨»ñáí
³) ix1 ¡ ix2 = ¡2 µ) x1 + x2 = 2

2x1 + x2 = i; x1 ¡ x2 = 2i;
·) x1 + x2 + x3 = 3 ¹) ix1 + 3x2 + (1 + i)x3 = ¡i

x1 + x2 ¡ x3 = 2 + 2i; x1 + ix2 + 3x3 = ¡2i;
x1 ¡ x2 + x3 = ¡1; x1 + x2 + x3 = 0 :

460. Ð³Ù³Ï³ñ·Á ÉáõÍ»É ¶³áõë-Äáñ¹³ÝÇ ³ñï³ùëÙ³Ý »Õ³Ý³Ïáí
³) ¡x1 ¡ (1 + i)x2 = 0 µ) 2x1 ¡ (1 + i)x1 = 0

(¡1 + i)x1 ¡ 2x2 = 0; (¡1 + i)x1 + x2 = 0:
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461. Ð³Ù³Ï³ñ·Á ÉáõÍ»É ¶³áõë-Äáñ¹³ÝÇ ³ñï³ùëÙ³Ý »Õ³Ý³Ïáí

x1 + ix2 ¡ ix3 = 0

¡x1 + (1¡ i)x2 + 2ix3 = 0

2x1 + (¡1 + 2i)x2 ¡ 3ix3 = 0 :

MATHEMATICA-Æ ¶ð²¸²ð²Ü

Ü»ñÙáõÍ»Ýù A;B Ù³ïñÇóÝ»ñÁ ¨ Ñ³ßí»Ýù A+B;AB;A2 Ù³ïñÇó-
Ý»ñÁ

In[1]:= A = 881, I, −I<, 80, 1 +2 I, −1<, 82, 1, 1+ I<<;
B = 880, I, 1−I<, 81+ I, 0, −1<, 8I, 2, 1 +I<<;
8A+B êê MatrixForm, A.B êê MatrixForm,
A2êê MatrixForm< êê ComplexExpand

Out[3]= 9i
k
jjjj

1 2 ä 1− 2 ä

1+ ä 1+ 2 ä −2

2+ ä 3 2+ 2 ä

y
{
zzzz,

i
k
jjjj

ä −ä 2−3 ä

−1+ 2 ä −2 −2− 3 ä

2 ä 2+ 4 ä 1

y
{
zzzz,

i
k
jjjj
1 −1 −1

0 −3 + 4 ä 1

4 1 2 ä

y
{
zzzz=

Ð³ßí»Ýù A Ù³ïñÇóÇ áñáßÇãÁ ¨ Ýñ³ Ñ³Ï³¹³ñÓÁ

In[4]:= 8Det@AD, Inverse@AD êê MatrixForm<

Out[4]= 9−4 + 3 ä,

i

k

jjjjjjjjjjjj

9

25
−
12ä

25
−
2

5
+

ä

5

8

25
+
6ä

25

8

25
+
6ä

25

1

5
−
3ä

5
−
4

25
−
3ä

25

−
4

25
+
22ä

25

2

5
−

ä

5

2

25
−
11ä

25

y

{

zzzzzzzzzzzz
=
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ÈáõÍ»Ýù Ñ³Ù³Ï³ñ·Á

In[5]:= LinearSolve@A, 81, I, −1<D

Out[5]= 9−
4

25
−
28 ä

25
,

27

25
+
14 ä

25
, −

1

25
+
43 ä

25
=

31. ÎàØäÈºøê ¶Ì²ÚÆÜ î²ð²ÌàôÂÚàôÜÜºð

ÎáÙåÉ»ùë ·Í³ÛÇÝï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ë³ÑÙ³ÝáõÙÁ ÝáõÛÝÝ ¾ ÇÝã Çñ³Ï³Ý ·Í³-
ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³ÝÁ, ÙÇ³ÛÝ Ù»Ï ï³ñµ»ñáõÃÛ³Ùµ, áñ Ãíáí µ³½Ù³å³ï-
ÏáõÙÁ ë³ÑÙ³ÝíáõÙ ¾ ÏáÙåÉ»ùë Ãí»ñÇ Ñ³Ù³ñ: ´áÉáñ ·³Õ³÷³ñÝ»ñÁ ¨
Ã»áñ»ÙÝ»ñÁ, áñáÝù ×Çßï »Ý Çñ³Ï³Ý ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñáõÙ,
³é³Ýó ÷á÷áËáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ÙÝáõÙ »Ý ×Çßï ÏáÙåÉ»ùë ·ÁÍ³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃ-
ÛáõÝÝ»ñáõÙ: ø³ÝÇ áñ Çñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ÏáÙåÉ»ùë Ãí»ñÇ »ÝÃ³-
µ³½ÙáõÃÛáõÝ ¾, ³å³ Çñ³Ï³Ý ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ ÏáÙåÉ»ùë ·Í³ÛÇÝ
ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¾: Üß»Ýù, áñ X ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý
e1; ¢ ¢ ¢ ; en ï³ññ»ñÇ ·Í³ÛÇÝ ÏáÙµÇÝ³óÇ³ ë³ÑÙ³ÝíáõÙ ¾ ÏáÙåÉ»ùë Ãí»-
ñáí:

úñÇÝ³Ï 211. jCn-áí Ýß³Ý³Ï»Ýù ÏáÙåÉ»ùë Ãí»ñÇ n-Û³ÏÝ»ñÇ µ³½-
ÙáõÃÛáõÝÁ` x = (x1; ¢ ¢ ¢ ; xn)

T ; áñï»Õ x1 = a1 + ib1; ¢ ¢ ¢ ; xn = an + ibn:
jCn-Á Rn-áõÙ ë³ÑÙ³Ýí³Í ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñáí ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¾:
ÆÝãå»ë ¨ Rn-áõÙ

e1 =

0
BBBB@

1
0
0
...
0

1
CCCCA

; e2 =

0
BBBB@

0
1
0
...
0

1
CCCCA

; en =

0
BBBB@

0
0
0
...
1

1
CCCCA

Ñ³Ù³ËáõÙµÁ jCn-Ç µ³½Çë ¾ ¨ ù³ÝÇ áñ ³ÛÝ µ³ÕÏ³ó³Í ¾ n ï³ññ»ñÇó,
³å³ dimjCn = n: ²Ûë µ³½ÇëÁ Ï³Ýí³Ý»Ýù jCn-Ç ïÇå³ÛÇÝ µ³½Çë:²

úñÇÝ³Ï 212. òáõÛó ï³É, áñ

S = fv1; v2; v3g = f

0
@

i
0
0

1
A ;

0
@

i
i
0

1
A ;

0
@

0
0
i

1
Ag
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Ñ³Ù³ËáõÙµÁ jC3-Ç µ³½Çë ¾:
ø³ÝÇ áñ dimjC3 = 3, ³å³ µ³í³Ï³Ý ¾ óáõÛó ï³É, áñ S-Á ·Íáñ»Ý

³ÝÏ³Ë ¾: àõÝ»Ýù
c1v1 + c2v2 + c3v3 = o;

c1

0
@

i
0
0

1
A+ c2

0
@

i
i
0

1
A+ c3

0
@

0
0
i

1
A =

0
@

(c1 + c2)i
c2i
c3i

1
A =

0
@

0
0
0

1
A :

²Ûëï»ÕÇó (c1 + c2)i = 0; c2i = 0; c3i = 0: Ð»ï¨³µ³ñ c1 = c2 = c3 =
0:²

úñÇÝ³Ï 213. v =

0
@

2
i

2¡ i

1
A ï³ññÁ í»ñÉáõÍ»É Ý³Ëáñ¹ ûñÇÝ³ÏÇ

µ³½Çëáí:
àõÝ»Ýù 0

@
2
i

2¡ i

1
A =

0
@

(c1 + c2)i
c2i
c3i

1
A :

²Ûëï»ÕÇó
(c1 + c2)i = 2; c2i = i; c3i = 2¡ i :

àõñ»ÙÝ
c1 = ¡1¡ 2i; c2 = 1; c3 = ¡1¡ 2i :

²ÛëÇÝùÝ

0
@

2
i

2¡ i

1
A = (¡1¡ 2i)v1 + v2 + (¡1¡ 2i)v3 : ²

úñÇÝ³Ï 214. Cmn-áí Ýß³Ý³Ï»Ýù (m £ n) Ï³ñ·Ç ÏáÙåÉ»ùë ï³ñ-
ñ»ñáí Ù³ïñÇóÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ: ºÃ» ·áõÙ³ñáõÙÁ ¨ Ãíáí µ³½Ù³å³ï-
ÏáõÙÁ ë³ÑÙ³Ý»Ýù ëáíáñ³Ï³Ý »Õ³Ý³Ïáí, ³å³ Cmn-Á ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³-
ÍáõÃÛáõÝ ¾: ²

úñÇÝ³Ï 215. ¸Çóáõù f1; f2-Á Çñ³Ï³Ý ³ñÅ»ù³ÝÇ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñ »Ý
¨ f(x) = f1(x) + if2(x): ´áÉáñ ³ÛëåÇëÇ f ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ
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Ýß³Ý³Ï»Ýù X-áí: X µ³½ÙáõÃÛáõÝáõÙ ·áõÙ³ñáõÙÁ ¨ Ãíáí µ³½Ù³å³ï-
ÏáõÙÁ ë³ÑÙ³Ý»Ýù Ñ»ï¨Û³É Ï»ñå

(f + g)(x) = f1(x) + g1(x) + i(f2(x) + g2(x))

(kf)(x) = kf1(x) + ikf2(x) :

êïáõ·»É, áñ ³Ûë ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñáí X µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ¹³éÝáõÙ ¾ ·Í³ÛÇÝ
ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ: ²

úñÇÝ³Ï 216. Ü³Ëáñ¹ ûñÇÝ³ÏáõÙ ë³ÑÙ³Ýí³Í f ýáõÝÏóÇ³Ý Ï³Ý-
í³Ý»Ýù ³ÝÁÝ¹Ñ³ï, »Ã» ³Û¹åÇëÇù »Ý f1; f2 ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ: ¸Çï³ñÏ»Ýù
µáÉáñ ³ÛÝ f = f1 + if2 ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ Y µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ, áñáÝù [a; b]
Ñ³ïí³ÍÇ íñ³ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï »Ý: ä³ñ½ ¾, áñ Y -Á ÏáÙåÉ»ùë ·Í³ÛÇÝ ï³-
ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¾ ¨ Ý³Ëáñ¹ ûñÇÝ³ÏáõÙ ë³ÑÙ³Ýí³Í X ÏáÙåÉ»ùë ·Í³ÛÇÝ ï³-
ñ³ÍáõÃÛ³Ý »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ: ²

ÎáÙåÉ»ùë ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÇ ·³Õ³÷³-
ñÁ ÝáõÛÝÝ ¾ ÙÇ³ÛÝ Ã» Ñ³Ù³ë»éáõÃÛ³Ý Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÁ ëïáõ·»ÉÇë Ñ³ñÏ³íáñ
¾ û·ï³·áñÍ»É ÏáÙåÉ»ùë Ãí»ñ:

462. u =

0
B@

2i
0
¡1
3

1
CA ; v =

0
B@

¡i
i

1 + i
¡1

1
CA ; w =

0
B@

1 + i
¡i

¡1 + 2i
0

1
CA: ¶ïÝ»É

³) u¡ v, µ) iv + 2w, ·) ¡w + v,
¹) 3(u¡ (1 + i)v), ») ¡iv + 2iw, ½) 2v ¡ (u+w):

463. u; v; w í»ÏïáñÝ»ñÁ ë³ÑÙ³Ýí³Í »Ý ÇÝãå»ë Ý³Ëáñ¹ í³ñÅáõÃÛáõ-
ÝáõÙ: ¶ïÝ»É ³ÛÝåÇëÇ x í»Ïïáñ, áñÁ µ³í³ñ³ñáõÙ ¾ u¡v+ix = 2ix+w
Ñ³í³ë³ñÙ³ÝÁ:

464. u1 =

0
@

1¡ i
i
0

1
A ; u2 =

0
@

2i
1 + i
1

1
A ; u3 =

0
@

0
2i

2¡ i

1
A: ¶ïÝ»É ³ÛÝåÇëÇ

c1; c2; c3 Ñ³ëï³ïáõÝÝ»ñ, áñ

c1u1 + c2u2 + c3u3 =

0
@

¡3 + i
3 + 2i
3¡ 4i

1
A :
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465. òáõÛó ï³É, áñ ·áÛáõÃÛáõÝ ãáõÝ»Ý c1; c2; c3 Ñ³ëï³ïáõÝÝ»ñ ³ÛÝåÇëÇù,
áñ

c1

0
@

i
2¡ i
2 + i

1
A+ c2

0
@

1 + i
¡2i
2

1
A+ c3

0
@

3
i

6 + i

1
A =

0
@

i
i
i

1
A :

466. (z1; z2; z3)
T »éÛ³ÏÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝáõÙ ·áõÙ³ñáõÙÁ ¨ Ãíáí µ³½Ù³-

å³ïÏáõÙÁ ë³ÑÙ³Ýí³Í ¾ Ñ»ï¨Û³É »Õ³Ý³Ïáí

0
@

z1
z2
z3

1
A+

0
@

z01
z02
z03

1
A =

0
@

z1 + z01
z2 + z02
z3 + z03

1
A ; k

0
@

z1
z2
z3

1
A =

0
@

¹kz1
¹kz2
¹kz3

1
A :

¶Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¾ ³ñ¹Ûáù ³Ûë µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ:

467.

µ
z 0
0 ¹z

¶
ï»ëùÇ Ù³ïñÇóÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ

¾ Ã» áã:
468. Ð»ï¨Û³É µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ»ñÇó áñá±Ýù »Ý jC3-Ç »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñ

³) (z; 0; 0)T ï»ëùÇ í»ÏïáñÝ»ñÁ,
µ) (z; i; i)T ï»ëùÇ í»ÏïáñÝ»ñÁ,
·) (z1; z2; ¹z1 + ¹z2)

T ï»ëùÇ í»ÏïáñÝ»ñÁ,
¹) (z1; z2; z1 + z2 + i)T ï»ëùÇ í»ÏïáñÝ»ñÁ:

469. Ð»ï¨Û³É µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ»ñÇó áñá±Ýù »Ý ÏáÙåÉ»ùëM22-Ç »ÝÃ³ï³ñ³-
ÍáõÃÛáõÝÝ»ñ

³)

µ
z1 z2
z3 z4

¶
ï»ëùÇ Ù³ïñÇóÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ, áñï»Õ z1; z2-Á

Çñ³Ï³Ý Ãí»ñ »Ý,

µ)

µ
z1 z2
z3 ¡z1

¶
ï»ëùÇ Ù³ïñÇóÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ,

·) (2 £ 2) Ï³ñ·Ç ³ÛÝ A Ù³ïñÇóÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ, áñáÝù µ³í³-
ñ³ñáõÙ »Ý A = ( ¹A)T å³ÛÙ³ÝÇÝ, áñï»Õ ¹A Ù³ïñÇóÁ ëï³óíáõÙ ¾ A-Çó
µáÉáñ ï³ññ»ñÁ Çñ»Ýó ÏáÙåÉ»ùë Ñ³Ù³ÉáõÍÝ»ñáí ÷áË³ñÇÝ»Éáí:
470. Ð»ï¨Û³É µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ»ñÇó áñá±Ýù »Ý ÏáÙåÉ»ùë ³ñÅ»ù³ÝÇ ýáõÝÏ-
óÇ³Ý»ñÇ ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñ

³)³ÛÝ f ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ, áñáÝù µ³í³ñ³ñáõÙ »Ý f(1) = 0å³ÛÙ³ÝÇÝ,
µ) ³ÛÝ f ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ, áñáÝù µ³í³ñ³ñáõÙ »Ý f(0) = i å³ÛÙ³ÝÇÝ,
·) ³ÛÝ f ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ, áñáÝù µ³í³ñ³ñáõÙ »Ý f(¡x) = f(x) å³Û-

Ù³ÝÇÝ,
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¹) ³ÛÝ f = k1 + k2e
ix ï»ëùÇ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ, áñï»Õ k1; k2-Á ÏáÙå-

É»ùë Ãí»ñ »Ý:
471. Ð»ï¨Û³É í»ÏïáñÝ»ñÇó áñá±Ýù Ï³ñ»ÉÇ ¾ Ý»ñÏ³Û³óÝ»É u = (i;¡i;
3i)T ; v = (2i; 4i; 0)T í»ÏïáñÝ»ñÇ ·Í³ÛÇÝ ÏáÙµÇÝ³óÇ³Ûáí

³) (3i; 3i; 3i)T , µ) (4i; 2i; 6i)T , ·) (i; 5i; 6i)T , ¹) (0; 0; 0)T :

472. Ð»ï¨Û³É í»ÏïáñÝ»ñÁ Ý»ñÏ³Û³óÝ»É u = (1; 0;¡i)T ; v = (1+i; 1; 1¡
2i)T ; w = (0; i; 2)T í»ÏïáñÝ»ñÇ ·Í³ÛÇÝ ÏáÙµÇÝ³óÇ³Ûáí

³) (1; 1; 1)T , µ) (i; 0;¡i)T , ·) (0; 0; 0)T , ¹) (2¡ i; 1; 1 + i)T :

473. Ð»ï¨Û³É Ñ³Ù³ËÙµ»ñÇó á±ñÝ ¾ jC3-Ç µ³½Çë
³) f(i; i; i)T ; (2i; 2i; 0)T ; (3i; 0; 0)T g,
µ) f(1 + i; 2¡ i; 3 + i)T ; (2 + 3i; 0; 1¡ i)T g,
·) f(1; 0;¡i)T ; (1 + i; 1; 1¡ 2i)T ; (0; i; 2)Tg,
¹) f(1; i; 0)T ; (0;¡i; 1)T ; (1; 0; 1)T g,

474. òáõÛó ï³É, áñ ff; g; hg Ñ³Ù³ËáõÙµÁ ·Íáñ»Ý Ï³ËÛ³É ¾, »Ã»

f = 3 + 3i cos 2x; g = sin2 x+ i cos2 x; h = cos2 x¡ i sin2 x :

475. ¶ïÝ»É Ñ³Ù³ë»é Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ÉáõÍáõÙÝ»ñÇ ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ã³-
÷áÕ³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ ¨ Ï³éáõó»É áñ¨¾ µ³½Çë

³) x1 + (1 + i)x2 = 0 µ) 2x1 ¡ (1 + i)x2 = 0
(1¡ i)x1 + 2x2 = 0; (¡1 + i)x1 + x2 = 0;

·) x1 + (2¡ i)x2 = 0 ¹) x1 + ix2 ¡ 2ix3 + x4 = 0
x2 +3ix3 = 0; ix1 +3x2 +4x3 ¡ 2ix4 = 0 :
ix1 + (2 + 2i)x2 + 3ix3 = 0;

476. ¶ïÝ»É Ù³ïñÇóÇ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÁ ¨ ë»÷³Ï³Ý ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ

³)

0
@

4 ¡5 7
1 ¡4 9
¡4 0 5

1
A ; µ)

0
@

3 ¡i 0
i 3 0
0 0 4

1
A ;

·)

0
@

0 2 1
¡2 0 3
¡1 ¡3 0

1
A ; ¹)

0
@

3 7 ¡3
¡2 ¡5 2
¡4 ¡10 3

1
A:
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477. T : jC2 ! jC2 ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÁ ·áñÍáõÙ ¾

T

µ
1
0

¶
=

µ
2 + i
1

¶
; T

µ
0
1

¶
=

µ
0
¡i

¶

ûñ»Ýùáí: ¶ïÝ»É (x; y)T ï³ññÇ å³ïÏ»ñÁ:
478. T : jC2 ! jC2 ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÁ ·áñÍáõÙ ¾

T

µ
i
0

¶
=

µ
2 + i
1

¶
; T

µ
0
i

¶
=

µ
0
¡i

¶

ûñ»Ýùáí: ¶ïÝ»É (x; y)T ï³ññÇ å³ïÏ»ñÁ:
479. T : jCm ! jCn ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÁ ·áñÍáõÙ ¾ Tv = Av ûñ»Ýùáí:
¶ïÝ»É v ï³ññÇ å³ïÏ»ñÁ ¨ w ï³ññÇ Ý³Ë³å³ïÏ»ñÁ, »Ã»

³) A =

µ
1 0
i i

¶
; v =

µ
1 + i
1¡ i

¶
; w =

µ
0
0

¶
,

µ) A =

µ
0 i 1
i 0 0

¶
; v =

0
@

i
0

1 + i

1
A ; w =

µ
1
1

¶
,

·) A =

0
@

1 0
i 0
i i

1
A ; v =

µ
2¡ i
3 + 2i

¶
; w =

0
@

2
2i
3i

1
A,

¹) A =

0
@

0 1 1
i i ¡1
0 i 0

1
A ; v =

0
@

2
5
0

1
A ; w =

0
@

1¡ i
1 + i
i

1
A:

480. T : jCm ! jCn ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÁ ·áñÍáõÙ ¾ Tv = Av ûñ»Ýùáí,
áñï»Õ

A =

µ
1 0
i i

¶
:

¶ïÝ»É T ûå»ñ³ïáñÇ ÙÇçáõÏÁ:
481. T : jCm ! jCn ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÁ ·áñÍáõÙ ¾ Tv = Av ûñ»Ýùáí,
áñï»Õ

A =

µ
0 i 1
i 0 0

¶
:
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¶ïÝ»É T ûå»ñ³ïáñÇ ÙÇçáõÏÁ:
482. T1; T2 : jCm ! jCn ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÝ»ñÁ ·áñÍáõÙ »Ý Tkv = Akv
ûñ»Ýùáí, áñï»Õ

A1 =

µ
0 i
i 0

¶
; A2 =

µ
¡i i
i ¡i

¶
:

¶ïÝ»É v = (i; i)T ï³ññÇ å³ïÏ»ñÁ T1T2 ¨ T2T1 ³ñï³å³ïÏ»ñáõÙÝ»-
ñáí:

32. ÎàØäÈºøê ¾ìÎÈÆ¸ºêÚ²Ü î²ð²ÌàôÂÚàôÜÜºð

ê³ÑÙ³ÝáõÙ 43. X ÏáÙåÉ»ùë ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý
ÏáÙåÉ»ùë ¾íÏÉÇ¹»ëÛ³Ý ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ Ï³Ù áõÝÇï³ñ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ, »Ã»

³) ó³ÝÏ³ó³Í x; y 2 X ï³ññ»ñÇ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáõÃÛ³Ý Ù»ç
¾ ¹ñí³Í ÏáÙåÉ»ùë ÃÇí, áñÁ Ýß³Ý³ÏáõÙ »Ý (x; y) ¨ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý x; y
ï³ññ»ñÇ ÏáÙåÉ»ùë ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³É,

µ) ³Û¹ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáõÃÛáõÝÝ ûÅïí³Í ¾ Ñ»ï¨Û³É Ñ³ïÏáõÃÛáõÝ-
Ý»ñáí

1. (x; y) = (y; x);
2. (x+ y; z) = (x; z) + (y; z);
3. (¸x; y) = ¸(x; y);
4. (x; x) > 0, »Ã» x 6= o, ¨ (o; o) = 0:
Â»áñ»Ù 98. ò³ÝÏ³ó³Í áõÝÇï³ñï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ ×Çßï »Ý Ñ»ï¨Û³É

Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ
² (o; x) = (x; o) = 0;
² (x; y + z) = (x; y) + (x; z);
² (x; ¸y) = ¹̧(x; y) :
úñÇÝ³Ï 217. jCn ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ

x =

0
@

x1
...
xn

1
A ; y =

0
@

y1
...
yn

1
A

ï³ññ»ñÇ ÏáÙåÉ»ùë ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ ë³ÑÙ³Ý»É Ñ»ï¨Û³É
Ï»ñå (ëïáõ·»É)

(x; y) = x1¹y1 + ¢ ¢ ¢+ xn¹yn :
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²Ûëå»ë Ï³éáõóí³Í áõÝÇï³ñ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ ÏÝß³Ý³Ï»Ýù En-áí:
En-Ç ÏáÙåÉ»ùë ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ Ï³Ýí³Ý»Ýù ¾íÏÉÇ¹»ëÛ³Ý ÏáÙåÉ»ùë

ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³É Ï³Ù ïÇå³ÛÇÝ ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³É: ²
úñÇÝ³Ï 218. u = (u1; u2)

T ; v = (v1; v2)
T ï³ññ»ñÁ å³ïÏ³ÝáõÙ

»Ý jC2-ÇÝ: òáõÛó ï³Ýù, áñ ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ ë³ÑÙ³Ý»É

(u; v) = u1¹v1 + 2u2¹v2

ûñ»Ýùáí:
ÆëÏ³å»ë,

(v; u) = v1¹u1 + 2v2¹u2 = u1¹v1 + 2u2¹v2 = (u; v);

(u+ v;w) = (u1 + v1) ¹w1 + 2(u2 + v2) ¹w2 = (u1 ¹w1 + 2u2 ¹w2)+

(v1 ¹w1 + 2v2 ¹w2) = (u;w) + (v; w);

(ku; v) = (ku1)¹v1 + 2)ku2)¹v2 = k(u1¹v1 + 2u2¹v2) = k(u; v);

(u; u) = u1¹u1 + 2u2¹u2 = ju1j2 + 2ju2j2 ¸ 0

¨ µ³óÇ ³Û¹ (u; u) = 0 ³ÛÝ ¨ ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »Ã» u1 = u2 = 0: ²
úñÇÝ³Ï 219. C22 ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ó³ÝÏ³ó³Í

U =

µ
u1 u2

u3 u4

¶
; V =

µ
v1 v2
v3 v4

¶

ï³ññ»ñÇ ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ ë³ÑÙ³Ý»É Ñ»ï¨Û³É Ï»ñå (ëïáõ-
·»É)

(U;V ) = u1¹v1 + u2¹v2 + u3¹v3 + u4¹v4 :

úñÇÝ³Ï, »Ã»

U =

µ
0 i
1 1 + i

¶
; V =

µ
1 ¡i
0 2i

¶
;

³å³

(U; V ) = 0 ¢ ¹1 + i(¡i) + 1 ¢ ¹0 + (1 + i)(2i) = 1¡ 2i : ²
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úñÇÝ³Ï 220. ¸Çï³ñÏ»Ýù ÏáÙåÉ»ùë ³ñÅ»ù³ÝÇ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ
C[a; b] ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ: êïáõ·»É, áñ ÏáÙåÉ»ùë ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³É Ï³-
ñ»ÉÇ ¾ ë³ÑÙ³Ý»É Ñ»ï¨Û³É µ³Ý³Ó¨áí

(f; g) =

Z b

a

[f1(x) + if2(x)][g1(x) + ig2(x)]dx =

=

Z b

a

[f1(x) + if2(x)][g1(x)¡ ig2(x)]dx =

Z b

a

[f1(x)g1(x) + f2(x)g2(x)]dx+ i

Z b

a

[f2(x)g1(x)¡ f1(x)g2(x)]dx : ²

Â»áñ»Ù 94. (ÎáßÇ-Þí³ñóÇ ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ) ÎáÙåÉ»ùë ¾íÏÉÇ¹»ë-
Û³Ý ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ó³ÝÏ³ó³Í x; y ï³ññ»ñÇ Ñ³Ù³ñ ï»ÕÇ áõÝÇ Ñ»ï¨Û³É
³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ

j(x; y)j2 · (x; x)(y; y) :

àõÝÇï³ñ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñáõÙ ï³ññ»ñÇ ûñÃá·áÝ³ÉáõÃÛáõÝ, ûñÃá-
ÝáñÙ³íáñí³Í µ³½Çë ·³Õ³÷³ñÝ»ñÁ, ¶ñ³Ù-ÞÙÇ¹ïÇ ûñÃá·áÝ³É³óÙ³Ý
»Õ³Ý³ÏÁ ÝáõÛÝÝ »Ý: ÜÙ³Ý³å»ë ë³ÑÙ³ÝíáõÙ ¾ ÝáñÙ³íáñí³Í ï³ñ³ÍáõÃ-
ÛáõÝÁ: Ø³ëÝ³íáñ³å»ë, ó³ÝÏ³ó³Í áõÝÇï³ñ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ ï³ññÇ
ÝáñÙÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ ë³ÑÙ³Ý»É Ñ»ï¨Û³É »Õ³Ý³Ïáí

jjujj = (x; x)1=2;

ÇëÏ ï³ññ»ñÇ Ñ»é³íáñáõÃÛáõÝÁ`

d(u; v) = jju¡ vjj :

úñÇÝ³Ï 221. ºÃ» u = (u1; ¢ ¢ ¢ ; un)
T , v = (v1; ¢ ¢ ¢ ; vn)T ï³ññ»ñÁ

å³ïÏ³ÝáõÙ »Ý ÏáÙåÉ»ùë En-ÇÝ, ³å³

jjujj = (u; u)1=2 =
p
ju1j2 + ju2j2 + ¢ ¢ ¢+ junj2;

d(u; v) = jju¡ vjj = (u¡ v; u¡ v)1=2 =
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=
p
ju1 ¡ v1j2 + ¢ ¢ ¢+ jun ¡ vnj2 : ²

úñÇÝ³Ï 222. u = (i; 1)T ; v = (1; i)T ï³ññ»ñÁ å³ïÏ³ÝáõÙ »Ý
ÏáÙåÉ»ùë En-ÇÝ: àõÝ»Ýù

(u; v) = i ¢ 1 + 1 ¢ (¡i) = 0 :

ê³ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¾, áñ u; v ï³ññ»ñÁ ûñÃá·áÝ³É »Ý: ²
úñÇÝ³Ï 223. ¸Çï³ñÏ»Ýù ÏáÙåÉ»ùë E3 ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ ¨ ¶ñ³Ù-

ÞÙÇ¹ïÇ ûñÃá·áÝ³É³óÙ³Ý »Õ³Ý³ÏÁ ÏÇñ³é»Ýù Ñ»ï¨Û³É Ñ³Ù³ËÙµÇ
ÝÏ³ïÙ³Ùµ

fu1; u2; u3g = f

0
@

i
i
i

1
A ;

0
@

0
i
i

1
A ;

0
@

0
0
i

1
Ag :

àõÝ»Ýù

v1 =
v1

jjv1jj
=

1p
3

0
@

i
i
i

1
A ; v2 =

u2 ¡ (u2; v1)v1
jju2 ¡ (u2; v1)v1jj

=
1p
6

0
@

¡2i
i
i

1
A ;

v3 =
u3 ¡ (u3; v1)v1 ¡ (u3; v2)v2

jju3 ¡ (u3; v1)v1 ¡ (u3; v2)v2jj
=

1

2

0
@

0
¡i
i

1
A :

²ÛëåÇëáí, fv1; v2; v3g Ñ³Ù³ËáõÙµÁ E3-Ç ûñÃáÝáñÙ³É µ³½Çë ¾: ²
úñÇÝ³Ï 224. ÎáÙåÉ»ùë C[0; 2¼] ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ ëÏ³ÉÛ³ñ

³ñï³¹ñÛ³ÉÁ ë³ÑÙ³Ý»Ýù ÇÝãå»ë ûñÇÝ³Ï 220-áõÙ ¨ W -áí Ýß³Ý³Ï»Ýù

ei¼m = cosm¼ + i sinm¼

ï»ëùÇ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ, áñï»Õ m-Á ³ÙµáÕç ÃÇí ¾: W -Ý ûñ-
Ãá·áÝ³É Ñ³Ù³ËáõÙµ ¾, ù³ÝÇ áñ f = eikx ¨ g = eilx; l 6= k ï»ëùÇ
ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ Ñ³Ù³ñ

(f; g) =

Z 2¼

0

eikxeilxdx =

Z 2¼

0

eikxe¡ilxdx =

=

Z 2¼

0

cos(k ¡ l)x+ i

Z 2¼

0

sin(k ¡ l)xdx = 0 :
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ØÛáõë ÏáÕÙÇó

jjf jj = (f; f)1=2 =

µZ 2¼

0

eikxe¡ikxdx

¶1=2

=
p
2¼ :

ºÃ»W µ³½ÙáõÃÛ³Ý Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ï³ññ ÝáñÙ³íáñ»Ýù, ³å³ Ïëï³Ý³Ýù

ÏáÙåÉ»ùë C[0; 2¼] ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý
n

1p
2¼

eimx
o
; m = 0;§1; §2;

¢ ¢ ¢ ûñÃáÝáñÙ³É Ñ³Ù³ËáõÙµÁ: ²

483. u = (u1; u2)
T ; v = (v1; v2)

T : òáõÛó ï³É, áñ (u; v) = 3u1¹v1 +
2u2¹v2 »Õ³Ý³Ïáí Ï³ñ»ÉÇ ¾ ë³ÑÙ³Ý»É jC2 ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ëÏ³ÉÛ³ñ
³ñï³¹ñÛ³ÉÁ: Ð³ßí»É (u; v) ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ, »Ã»

³) u = (1 + i; 1¡ i)T ; v = (1¡ i; 1 + i)T ,
µ) u = (3i;¡1 + 2i)T ; v = (3i;¡1 + 2i)T :

484. u = (u1; u2)
T ; v = (v1; v2)

T : òáõÛó ï³É, áñ

(u; v) = u1¹v1 + (1 + i)u1¹v2 + (1¡ i)u2¹v1 + 3u2¹v2

»Õ³Ý³Ïáí Ï³ñ»ÉÇ ¾ ë³ÑÙ³Ý»É jC2 ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñ-
ï³¹ñÛ³ÉÁ: Ð³ßí»É (u; v) ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ,»Ã»

³) u = (1 + i; 1¡ i)T ; v = (1¡ i; 1 + i)T ,
µ) u = (3i;¡1 + 2i)T ; v = (3i;¡1 + 2i)T :

485. u = (u1; u2)
T ; v = (v1; v2)

T : ä³ñ½»É Ã» Ñ»ï¨Û³É ë³ÑÙ³ÝáõÙÝ»ñÇó
áñá±í ¾ áñáßíáõÙ jC2 ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ

³) (u; v) = u1¹v1,
µ) (u; v) = u1¹v1 ¡ u2¹v2,
·) (u; v) = ju1j2jv1j2 + ju2j2jv2j2,
¹) (u; v) = 2u1¹v1 + iu1¹v2 + iu2¹v1 + 2u2¹v2,
») (u; v) = 2u1¹v1 + iu1¹v2 ¡ iu2¹v1 + 2u2¹v2:

486. ú·ï³·áñÍ»Éáí ûñÇÝ³Ï 219-Ç ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ Ñ³ßí»É (U; V )-
Ý, »Ã»

U =

µ
¡i 1 + i
1¡ i i

¶
; V =

µ
3 ¡2¡ 3i
4i 1

¶
:

312



487. u = (u1; u2; u3)
T ; v = (v1; v2; v3)

T : Î³ñ»ÉÇ± ¾

(u; v) = u1¹v1 + u2¹v2 + u3¹v3 ¡ iu3¹v1

»Õ³Ý³Ïáí ë³ÑÙ³Ý»É jC3 ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ:
488. V -Ý ÏáÙåÉ»ùë ³ñÅ»ù³ÝÇ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ ¾ ¨
f = f1 + if2; g = g1 + ig2: Î³ñ»ÉÇ± ¾

(f; g) = (f1(0) + if2(0))(g1(0) + ig2(0))

»Õ³Ý³Ïáí ë³ÑÙ³Ý»É V ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ:
489. ú·ï³·áñÍ»Éáí ûñÇÝ³Ï 219-Ç ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ Ñ³ßí»É jjAjj-Ý,
»Ã»

³) A =

µ
¡i 7i
6i 2i

¶
, µ) A =

µ
¡1 1 + i
1¡ i 3

¶
:

490. ú·ï³·áñÍ»Éáí ûñÇÝ³Ï 219-Ç ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ Ñ³ßí»É
d(A;B)-Ý, »Ã»

³) A =

µ
¡i 5i
8i 3i

¶
; B =

µ
¡5i 0
7i ¡3i

¶

µ) A =

µ
¡1 1¡ i
1 + i 2

¶
; B =

µ
2i 2¡ 3i
i 1

¶
:

491. k å³ñ³Ù»ïñÇ ÇÝãåÇëÇ± ³ñÅ»ùÝ»ñÇ ¹»åùáõÙ u; v ï³ñññ»Á ÏÉÇÝ»Ý
ûñÃá·áÝ³É ÏáÙåÉ»ùë E3-áõÙ

³) u = (2i; i; 3i)T ; v = (i; 6i; k)T ,
µ) u = (k; k; 1 + i)T ; v = (1;¡1; 1¡ i)T :

492. ú·ï³·áñÍ»Éáí ûñÇÝ³Ï 219-Ç ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ å³ñ½»É Ã»
Ñ»ï¨Û³É Ù³ïñÇóÝ»ñÇó á±ñÝ ¾ ûñÃá·áÝ³É

A =

µ
2i i
¡i 3i

¶

Ù³ïñÇóÇÝ

³)

µ
¡3 1¡ i
1¡ i 2

¶
, µ)

µ
1 1
0 ¡1

¶
; ·)

µ
0 0
0 0

¶
, ¹)

µ
0 1

3¡ i 0

¶
:
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493. Ð»ï¨Û³É Ñ³Ù³ËÙµ»ñÇó á±ñÝ ¾ ûñÃáÝáñÙ³É ÏáÙåÉ»ùë E3-áõÙ

³)

½³
ip
2
; 0; ip

2

´T

;
³

ip
3
; ip

3
;¡ ip

3

´T

;
³
¡ ip

2
; 0; ip

2

´T
¾
,

µ)

n¡
i2
3
;¡i2

3
; i 1

3

¢T
;
¡
i 2
3
; i1

3
;¡i2

3

¢T
;
¡
i1
3
; i 2

3
; i2

3

¢To
,

·)

½³
ip
6
; ip

6
;¡ 2ip

6

´T

;
³

ip
2
;¡ ip

2
; 0
´T

¾
:

494.

x =

µ
ip
5
;¡ ip

5

¶T

; y =

µ
2ip
30

;
3ip
30

¶T

:

òáõÛó ï³É, áñ fx; yg Ñ³Ù³ËáõÙµÁ ûñÃáÝáñÙ³É ¾

(u; v) = 3u1¹v1 + 2u2¹v2

ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³Éáí, ë³Ï³ÛÝ ³Û¹åÇëÇÝ ã¾ ¾íÏÉÇ¹»ëÛ³Ý ÏáÙåÉ»ùë ëÏ³É-
Û³ñ ³ñï³¹ñÛ³Éáí:
495. u; v ï³ññ»ñÁ å³ïÏ³ÝáõÙ »Ý ÏáÙåÉ»ùë E2-ÇÝ: fu; vg Ñ³Ù³ËÙµÇ
ÝÏ³ïÙ³Ùµ ÏÇñ³é»É ¶ñ³Ù-ÞÙÇ¹ïÇ ûñÃá·áÝ³É³óÙ³Ý »Õ³Ý³ÏÁ

³) u = (i;¡3i)T ; v = (2i; 2i)T , µ) u = (i; 0)T ; v = (3i;¡5i)T :
496. u; v; w ï³ññ»ñÁ å³ïÏ³ÝáõÙ »Ý ÏáÙåÉ»ùë E3-ÇÝ: fu; v; wg Ñ³-
Ù³ËÙµÇ ÝÏ³ïÙ³Ùµ ÏÇñ³é»É ¶ñ³Ù-ÞÙÇ¹ïÇ ûñÃá·áÝ³É³óÙ³Ý »Õ³Ý³ÏÁ

³) u = (i; i; i)T ; v = (¡i; i; 0)T ; w = (i; 2i; i)T ,
µ) u = (i; 0; 0)T ; v = (3i; 7i;¡2i)T ; w = (0; 4i; i)T :

497. u1; u2; u3; u4 ï³ññ»ñÁ å³ïÏ³ÝáõÙ »Ý ÏáÙåÉ»ùë E4-ÇÝ: fu1; u2;
u3; u4g Ñ³Ù³ËÙµÇ ÝÏ³ïÙ³Ùµ ÏÇñ³é»É ¶ñ³Ù-ÞÙÇ¹ïÇ ûñÃá·áÝ³É³óÙ³Ý
»Õ³Ý³ÏÁ,»Ã»

u1 = (0; 2i; i; 0)T ; u2 = (i;¡i; 0; 0)T ;

u3 = (i; 2i; 0;¡i)T ; u4 = (i; 0; i; i)T :

498. ²å³óáõó»É, áñ ÎáßÇ-Þí³ñóÇ ³ÝÑ³í³ë³ñ³áõÃÛáõÝáõÙ Ñ³í³ë³ñáõÃ-
ÛáõÝÁ ÑÝ³ñ³íáñ ¾ ³ÛÝ ¨ ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñµ x; y ï³ññ»ñÁ ·Íáñ»Ý
Ï³ËÛ³É »Ý:
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499. ²å³óáõó»É, áñ ó³ÝÏ³ó³Í áõÝÇï³ñ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý u; v ï³ññ»ñÇ
Ñ³Ù³ñ ×Çßï ¾ Ñ»ï¨Û³É Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ

(u; v) =
1

4
jju+ vjj2 ¡ 1

4
jju¡ vjj2 + i

4
jju+ ivjj2 ¡ i

4
jju¡ ivjj2 :

500. fv1; ¢ ¢ ¢ ; vng Ñ³Ù³ËáõÙµÁ V áõÝÇï³ñ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ûñÃáÝáñÙ³É
µ³½Çë ¾: ²å³óáõó»É, áñ »Ã» u;w 2 V , ³å³

(u;w) = (u; v1)(w; v1) + (u; v2)(w; v2) + ¢ ¢ ¢+ (u; vn)(w; vn) :

501. ò³ÝÏ³ó³Í a1; ¢ ¢ ¢ ; an; b1; ¢ ¢ ¢ ; bn ÏáÙåÉ»ùë Ãí»ñÇ Ñ³Ù³ñ ³å³óáõ-
ó»É ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ

¯̄
¯̄
¯

nX

k=1

akbk

¯̄
¯̄
¯

2

·
nX

k=1

jakj2
nX

k=1

jbkj2 :

502. V -Ý áõÝÇï³ñ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¾ ¨ T : V ! V ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñ ¾:
²å³óáõó»É Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ

(¸T )¤ = ¸T ¤ :

33. ÐºðØÆîÚ²Ü, àôÜÆî²ð ºì ÜàðØ²È Ø²îðÆòÜºð

A-Ý ÏáÙåÉ»ùë ï³ññ»ñáí Ù³ïñÇó ¾: ¹A-áí Ýß³Ý³Ï»Ýù ³ÛÝ Ù³ï-
ñÇóÁ, áñÁ ëï³óíáõÙ ¾ A-Çó` Ýñ³ µáÉáñ ï³ññ»ñÁ ÷áË³ñÇÝ»Éáí Çñ»Ýó
ÏáÙåÉ»ùë Ñ³Ù³ÉáõÍÝ»ñáí: Ð³ëÏ³Ý³ÉÇ ¾, áñ A = ¹A ³ÛÝ ¨ ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ
¹»åùáõÙ, »Ã» A Ù³ïñÇóÇ µáÉáñ ï³ññ»ñÁ Çñ³Ï³Ý Ãí»ñ »Ý:

A¤-áí Ýß³Ý³Ï»Ýù Ñ»ï¨Û³É Ù³ïñÇóÁ` A¤ = ¹AT : ÜÏ³ï»Ýù, áñ »Ã»
A-Ç µáÉáñ ï³ññ»ñÁ Çñ³Ï³Ý »Ý, ³å³ A¤ = AT :

úñÇÝ³Ï 225. ¸Çóáõù

A =

µ
1 + i ¡i 0
2 3¡ 2i i

¶
:
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àõÝ»Ýù

¹A =

µ
1¡ i i 0
2 3 + 2i ¡i

¶
; A¤ =

0
@

1¡ i 2
i 3 + 2i
0 ¡i

1
A : ²

ÖÇßï »Ý Ñ»ï¨Û³É Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñÁ

(A¤)¤ = A; (A+B)¤ = A¤ +B¤; (kA)¤ = ¹kA¤; (AB)¤ = B¤A¤ :

ê³ÑÙ³ÝáõÙ 44. A ù³é³ÏáõëÇ Ù³ïñÇóÁ Ï³Ýí³Ý»Ýù áõÝÇï³ñ Ù³ï-

ñÇó, »Ã»
A¡1 = A¤ :

²ÏÝÑ³Ûï ¾, áñ »Ã» A áõÝÇï³ñ Ù³ïñÇóÇ µáÉáñ ï³ññ»ñÁ Çñ³Ï³Ý »Ý,
³å³ A-Ý ûñÃá·áÝ³É Ù³ïñÇó ¾:

Â»áñ»Ù 95. ò³ÝÏ³ó³Í (n£n) Ï³ñ·Ç A Ù³ïñÇóÇ Ñ³Ù³ñ Ñ»ï¨Û³É
åÝ¹áõÙÝ»ñÁ Ñ³Ù³ñÅ»ù »Ý

² A-Ý áõÝÇï³ñ Ù³ïñÇó ¾,
² A Ù³ïñÇóÇ ïáÕ»ñÁ Ï³½ÙáõÙ »Ý ûñÃáÝáñÙ³É Ñ³Ù³ËáõÙµ En áõÝÇ-

ï³ñ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ,
²A Ù³ïñÇóÇ ëÛáõÝ»ñÁ Ï³½ÙáõÙ »Ý ûñÃáÝáñÙ³É Ñ³Ù³ËáõÙµEn áõÝÇ-

ï³ñ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ:
úñÇÝ³Ï 226. ¸Çï³ñÏ»Ýù

A =

0
@

1+i
2

1+i
2

1¡i
2

¡1+i
2

1
A

Ù³ïñÇóÁ, áñÇ ïáÕ»ñÁ Ýß³Ý³Ï»Ýù

r1 =

µ
1 + i

2
;
1 + i

2

¶
; r2 =

µ
1¡ i

2
;
¡1 + i

2

¶
:

E2 áõÝÇï³ñ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ áõÝ»Ýù

jjr1jj =
s¯̄

¯̄1 + i

2

¯̄
¯̄
2

+

¯̄
¯̄1 + i

2

¯̄
¯̄
2

= 1;
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jjr2jj =
s¯̄
¯̄1¡ i

2

¯̄
¯̄
2

+

¯̄
¯̄¡1 + i

2

¯̄
¯̄
2

= 1 :

ØÛáõë ÏáÕÙÇó

(r1; r2) =

µ
1 + i

2

¶µ
1 + i

2

¶
+

µ
1 + i

2

¶µ¡1 + i

2

¶
= 0 :

²ÛëÇÝùÝ A-Ý áõÝÇï³ñ Ù³ïñÇó ¾

A¡1 = A¤ =

0
@

1¡i
2

1+i
2

1¡i
2

¡1¡i
2

1
A : ²

ê³ÑÙ³ÝáõÙ 45. A ù³é³ÏáõëÇ Ù³ïñÇóÁ Ï³Ýí³Ý»Ýù Ñ»ñÙÇïÛ³Ý

Ù³ïñÇó, »Ã»
A = A¤ :

ºÃ» A Ñ»ñÙÇïÛ³Ý Ù³ïñÇóÇ µáÉáñ ï³ññ»ñÁ Çñ³Ï³Ý »Ý, ³å³ A-Ý ëÇ-
Ù»ïñÇÏ Ù³ïñÇó ¾:

úñÇÝ³Ï 227. ¸Çóáõù

A =

0
@

1 i 1 + i
¡i ¡5 2¡ i
1¡ i 2 + i 3

1
A :

àõÝ»Ýù

¹A =

0
@

1 ¡i 1¡ i
i ¡5 2 + i

1 + i 2¡ i 3

1
A ; A¤ = ¹AT = A :

²ÛëÇÝùÝ A-Ý Ñ»ñÙÇïÛ³Ý Ù³ïñÇó ¾: ²
Â»áñ»Ù 96. A = (aij) Ù³ïñÇóÁ Ñ»ñÙÇïÛ³Ý ¾ ³ÛÝ ¨ ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ

¹»åùáõÙ, »Ã»
² ·ÉË³íáñ ³ÝÏÛáõÝ³·ÍÇ íñ³ ÙÇ³ÛÝ Çñ³Ï³Ý Ãí»ñ »Ý,
² aij ï³ññÁ aji ï³ññÇ ÏáÙåÉ»ùë Ñ³Ù³ÉáõÍÝ ¾:
ê³ÑÙ³ÝáõÙ 46. A ù³é³ÏáõëÇ Ù³ïñÇóÁ Ï³Ýí³Ý»Ýù ÝáñÙ³É Ù³ïñÇó,

»Ã»
AA¤ = A¤A :
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²ÏÝÑ³Ûï ¾, áñ ó³ÝÏ³ó³Í Ñ»ñÙÇïÛ³Ý Ù³ïñÇó ÝáñÙ³É Ù³ïñÇó ¾:
ê³ÑÙ³ÝáõÙ 47. Î³ë»Ýù, áñ A ù³é³ÏáõëÇ Ù³ïñÇóÁ áõÝÇï³ñ Ó¨³-

÷áËáõÃÛ³Ùµ Ï³ñ»ÉÇ ¾ µ»ñ»É ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ ï»ëùÇ, »Ã» ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ
³ÛÝåÇëÇ P áõÝÇï³ñ Ù³ïñÇó, áñ

P¡1AP (= P ¤AP )

Ù³ïñÇóÁ ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ ¾:
´Ý³Ï³Ý ¾ å³ñ½»É, Ã» á±ñ Ù³ïñÇóÝ»ñÝ »Ý ûÅïí³Í ³Û¹åÇëÇ Ñ³ï-

ÏáõÃÛ³Ùµ ¨ ÇÝãå»±ë Ï³éáõó»É ³Û¹ áõÝÇï³ñ Ù³ïñÇóÁ:
Â»áñ»Ù 97. ºÃ» A-Ý ù³é³ÏáõëÇ Ù³ïñÇó ¾, ³å³ Ñ»ï¨Û³É åÝ¹áõÙ-

Ý»ñÁ Ñ³Ù³ñÅ»ù »Ý
² A Ù³ïñÇóÁ áõÝÇï³ñ Ó¨³÷áËáõÃÛ³Ùµ Ï³ñ»ÉÇ ¾ µ»ñ»É ³ÝÏÛáõÝ³-

·Í³ÛÇÝ ï»ëùÇ,
²A-Ý áõÝÇ nï³ññå³ñáõÝ³ÏáÕ ë»÷³Ï³Ý í»ÏïáñÝ»ñÇ ûñÃáÝáñÙ³É

Ñ³Ù³ËáõÙµ,
² A-Ý ÝáñÙ³É Ù³ïñÇó ¾:
Â»áñ»Ù 98. ºÃ» A-Ý ÝáñÙ³É Ù³ïñÇó ¾, ³å³ ï³ñµ»ñ ë»÷³Ï³Ý

³ñÅ»ùÝ»ñÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ ë»÷³Ï³Ý í»ÏïáñÝ»ñÁ ûñÃá·áÝ³É »Ý:
úñÇÝ³Ï 228. ¸Çï³ñÏ»Ýù

A =

µ
2 1 + i

1¡ i 3

¶

Ù³ïñÇóÁ: ø³ÝÇ áñ ³ÛÝ Ñ»ñÙÇïÛ³Ý Ù³ïñÇó ¾, ³å³ ³ÛÝ áõÝÇï³ñ Ó¨³-
÷áËáõÃÛ³Ùµ Ï³ñ»ÉÇ ¾ µ»ñ»É ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ ï»ëùÇ: ¶ïÝ»Ýù ³Û¹ P
áõÝÇï³ñ Ù³ïñÇóÁ: A Ù³ïñÇóÇ µÝáõÃ³·ñÇã Ñ³í³ë³ñáõÙÝ ¾

¸2 ¡ 5¸+ 4 = 0;

áñÇ ³ñÙ³ïÝ»ñÝ »Ý ¸1 = 1; ¸2 = 4: ¸1 = 1 ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇ ë»÷³Ï³Ý
í»ÏïáñÝ ¾

u =

µ
¡1¡ i

1

¶
:

p1 =
u

jjujj =

0
@

¡1¡ip
3

1p
3

1
A
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ï³ññÁ ÏÉÇÝÇ ¸1 = 1 ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇ ë»÷³Ï³Ý »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý
ûñÃáÝáñÙ³É µ³½ÇëÁ: ÜáõÛÝ »Õ³Ý³Ïáí ¸2 = 4 ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇ ë»÷³-
Ï³Ý »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ûñÃáÝáñÙ³É µ³½ÇëÝ ¾

p2 = (
1 + ip

6
;
2p
6
)T

ï³ññÁ: Î³½Ù»Ýù P = (p1jp2) Ñ³Ù³Ïóí³Í Ù³ïñÇóÁ

P =

0
@

¡1¡ip
3

1+ip
6

1p
3

2p
6

1
A ;

áñÝ ¾É ÏÉÇÝÇ áñáÝíáÕ áõÝÇï³ñ Ù³ïñÇóÁ, ù³ÝÇ áñ

P¡1AP =

µ
1 0
0 4

¶
: ²

Â»áñ»Ù 99. Ð»ñÙÇïÛ³Ý Ù³ïñÇóÇ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÁ Çñ³Ï³Ý »Ý:
²Ûë Ã»áñ»ÙÇó Ñ»ï¨áõÙ ¾, áñ Çñ³Ï³Ý ï³ññ»ñáí ëÇÙ»ïñÇÏ Ù³ïñÇóÇ

ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÁ ÝáõÛÝå»ë Çñ³Ï³Ý »Ý:
Ð³Ù»Ù³ï»Ýù Çñ³Ï³Ý ï³ññ»ñáí ëÇÙ»ïñÇÏ ¨ ÏáÙåÉ»ùë ï³ññ»ñáí

Ñ»ñÙÇïÛ³Ý Ù³ïñÇóÝ»ñÁ:

A-Ý Çñ³Ï³Ý ï³ññ»ñáí A-Ý ÏáÙåÉ»ùë ï³ññ»ñáí

ëÇÙ»ïñÇÏ Ù³ïñÇó ¾ Ñ»ñÙÇïÛ³Ý Ù³ïñÇó ¾

² A-Ç ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÝ ² A-Ç ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÝ
Çñ³Ï³Ý »Ý: Çñ³Ï³Ý »Ý:
² ï³ñµ»ñ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÇÝ ² ï³ñµ»ñ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÇÝ
Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ ë»÷³Ï³Ý Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ ë»÷³Ï³Ý
í»ÏïáñÝ»ñÁ ûñÃá·áÝ³É »Ý: í»ÏïáñÝ»ñÁ ûñÃá·áÝ³É »Ý:
² ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ P ² ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ P
ûñÃá·áÝáÉ Ù³ïñÇó ³ÛÝåÇëÇÝ, áõÝÇï³ñ Ù³ïñÇó ³ÛÝåÇëÇÝ,
áñ PTAP Ù³ïñÇóÁ áñ P ¤AP Ù³ïñÇóÁ
³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ ¾: ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ ¾:
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úñÇÝ³Ï 229. V -Ý áõÝÇï³ñ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¾, T : V ! V ûå»ñ³-
ïáñÁ ·Í³ÛÇÝ ¾ ¨ B = fv1; ¢ ¢ ¢ ; vng Ñ³Ù³ËáõÙµÁ V -Ç ûñÃáÝáñÙ³íáñí³Í
µ³½Çë ¾: ¶ïÝ»Ýù (T )B = (tij) ¨ (T ¤)B = (¿ij) Ù³ïñÇóÝ»ñÇ Ï³åÁ:
àõÝ»Ýù

(Tek; ej) =

nX

i=1

tik(ei; ej) =

nX

i=1

tik±ij = tjk :

ØÛáõë ÏáÕÙÇó

(Tek; ej) = (ek; T
¤ej) =

nX

i=1

¹¿ij(ek; ei) =
nX

i=1

¹¿ij±ki = ¹¿kj :

²ÛëÇÝùÝ
tjk = ¹¿kj

Ï³Ù áñ ÝáõÛÝÝ ¾
(T ¤)B = (T )¤B :

ºÃ» T ûå»ñ³ïáñÁ ÇÝùÝ³Ñ³Ù³ÉáõÍ ¾, ³å³

(T )B = (T ¤)B : ²

ê³ÑÙ³ÝáõÙ 48. T ûå»ñ³ïáñÁ Ï³Ýí³Ý»Ýù áõÝÇï³ñ ûå»ñ³ïáñ, »Ã»

(Tv; Tu) = (v; u); v; u 2 V

ê³ÑÙ³ÝáõÙ 49. T ûå»ñ³ïáñÁ Ï³Ýí³Ý»Ýù ÝáñÙ³É ûå»ñ³ïáñ, »Ã»

TT ¤ = T ¤T :

Î³ñ»ÉÇ ¾ óáõÛó ï³É, áñ ó³ÝÏ³ó³Í ûñÃáÝáñÙ³íáñí³Í µ³½ÇëáõÙ
áõÝÇï³ñ ûå»ñ³ïáñÇ Ù³ïñÇóÁ áõÝÇï³ñ ¾, ÝáñÙ³É ûå»ñ³ïáñÇ Ù³ï-
ñÇóÁ ÝáñÙ³É ¾: ê³ Çñ Ñ»ñÃÇÝ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¾, áñ Ñ»ñÙÇïÛ³Ý, ÝáñÙ³É ¨
áõÝÇï³ñ Ù³ïñÇóÝ»ñÇ µáÉáñ Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñÁ ï³ñ³ÍíáõÙ »Ý Ñ³Ù³å³-
ï³ëË³Ý³µ³ñ Ñ»ñÙÇïÛ³Ý, ÝáñÙ³É ¨ áõÝÇï³ñ ûå»ñ³ïáñÝ»ñÇ íñ³:
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503. ¶ïÝ»É A¤ Ù³ïñÇóÁ, »Ã»

³) A =

0
@

2i 1¡ i
4 3 + i

5 + i 0

1
A, µ) A =

0
@

2i 1¡ i ¡1 + i
4 5¡ 7i ¡i
i 3 1

1
A,

·) A = ( 7i 0 ¡3i ), ¹) A =

µ
a11 a12 a13
a21 a22 a23

¶
:

504. Ð»ï¨Û³É Ù³ïñÇóÝ»ñÇó á±ñÝ ¾ Ñ»ñÙÇïÛ³Ý

³) A =

µ
0 i
i 2

¶
, µ) A =

µ
1 1 + i

1¡ i ¡3

¶
, ·) A =

µ
i i
¡i i

¶
,

¹) A =

0
@

¡2 1¡ i ¡1 + i
1 + i 0 3
¡1¡ i 3 5

1
A, ») A =

0
@

1 0 0
0 1 0
0 0 1

1
A:

505. k; l;m Ñ³ëï³ïáõÝÝ»ñÇ ³ñÅ»ùÝ»ñÁ áñáß»É ³ÛÝå»ë, áñ Ñ»ï¨Û³É
Ù³ïñÇóÁ ÉÇÝÇ Ñ»ñÙÇïÛ³Ý

0
@

¡1 k ¡i
3¡ 5i 0 m

l 2 + 4i 2

1
A :

506. Ð»ï¨Û³É Ù³ïñÇóÝ»ñÇó á±ñÝ ¾ áõÝÇï³ñ

³)

µ
i 0
0 i

¶
, µ)

0
@

ip
2

1p
2

¡ ip
2

1p
2

1
A,

·)

µ
1 + i 1 + i
1¡ i ¡1 + i

¶
, ¹)

0
BBBB@

¡ ip
2

ip
6

ip
3

0 ¡ ip
6

ip
3

ip
2

ip
6

ip
3

1
CCCCA
:
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507. êïáõ·»É, áñ Ñ»ï¨Û³É Ù³ïñÇóÝ»ñÁ áõÝÇï³ñ »Ý ¨ ·ïÝ»É Ñ³Ï³¹³ñÓ-
Ý»ñÁ

³)

0
@

3
5

4
5
i

¡4
5

3
5
i

1
A, µ)

0
@

1p
2

1p
2

¡1+i
2

1+i
2

1
A,

·)

0
@

1
4(
p
3 + i) 1

4 (1¡ i
p
3)

1
4(1 + i

p
3) 1

4 (i¡
p
3)

1
A, ¹)

0
BBBB@

1+i
2

¡1
2

1
2

ip
3

1p
3

¡ ip
3

3+i
2
p
15

4+3i
2
p
15

5i
2
p
15

1
CCCCA
:

508. òáõÛó ï³É, áñ ó³ÝÏ³ó³Í Çñ³Ï³Ý µ-Ç Ñ³Ù³ñ

1p
2

µ
eiµ e¡iµ

ieiµ ¡ie¡iµ

¶

Ù³ïñÇóÁ áõÝÇï³ñ ¾:

509. a; b; c Ñ³ëï³ïáõÝÝ»ñÇ ³ñÅ»ùÝ»ñÁ áñáß»É ³ÛÝå»ë, áñ Ñ»ï¨Û³É
Ù³ïñÇóÝ»ñÁ ÉÇÝ»Ý áõÝÇï³ñ

³) 1p
2

µ
¡1 a
b c

¶
, µ) 1p

2

0
@

3¡4i
5

a

b c

1
A,

·) 1p
2

µ
i a
b c

¶
, ¹) 1p

2

0
@

a 6+3ip
45

b c

1
A:

510. A Ù³ïñÇóÁ µ»ñ»É ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ ï»ëùÇ P áõÝÇï³ñ Ù³ïñÇóÇ
û·ÝáõÃÛ³Ùµ ¨ Ñ³ßí»É P¡1AP Ù³ïñÇóÁ

³)

µ
4 1¡ i

1 + i 5

¶
, µ)

µ
3 ¡i
i 3

¶
, ·)

µ
6 2 + 2i

2¡ 2i 4

¶
,

¹)

µ
0 3 + i

3¡ i ¡3

¶
, »)

0
@

5 0 0
0 ¡1 ¡1 + i
0 ¡1¡ i 0

1
A, ½)

0
BBBB@

2 ip
2

¡ ip
2

¡ ip
2

2 0

ip
2

0 2

1
CCCCA
:
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511. òáõÛó ï³É, áñ µ
1 4i
4i 3

¶

ëÇÙ»ïñÇÏ Ù³ïñÇóÇ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÁ Çñ³Ï³Ý ã»Ý:

512. A-Ý (n£ n) Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇó ¾: ²å³óáõó»É, áñ det( ¹A) = detA :

513. A-Ý (n£ n) Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇó ¾: ²å³óáõó»É, áñ
² det(A¤) = det(A),
² »Ã» A-Ý Ñ»ñÙÇïÛ³Ý Ù³ïñÇó ¾, ³å³ detA-Ý Çñ³Ï³Ý ¾,
² »Ã» A-Ý áõÝÇï³ñ ¾, ³å³ jdetAj = 1:

514. ²å³óáõó»É, áñ »Ã» A Ù³ïñÇóÁ Ñ³Ï³¹³ñÓ»ÉÇ ¾, ³å³ ³Û¹åÇëÇÝ ¾
Ý³¨ A¤-Á ¨

(A¤)¡1 = (A¡1)¤ :

515. òáõÛó ï³É, áñ »Ã» A-Ý áõÝÇï³ñ Ù³ïñÇó ¾, ³å³ ³Û¹åÇëÇÝ ¾ Ý³¨
A¤-Á:

516. ¸Çóáõù A¤ = ¡A: òáõÛó ï³É, áñ
² iA Ù³ïñÇóÁ Ñ»ñÙÇïÛ³Ý ¾,
² A-Ý áõÝÇï³ñ Ó¨³÷áËáõÃÛ³Ùµ Ï³ñ»ÉÇ ¾ µ»ñ»É ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ

ï»ëùÇ ¨ ³ÛÝ áõÝÇ ÙÇ³ÛÝ Ï»ÕÍ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñ:

517. Ð»ï¨Û³É µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ»ñÇó á±ñÝ ¾ ÏáÙåÉ»ùë Mn;n ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý
»ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ

³) (n£ n) Ï³ñ·Ç Ñ»ñÙÇïÛ³Ý Ù³ïñÇóÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ,
µ) (n£ n) Ï³ñ·Ç áõÝÇï³ñ Ù³ïñÇóÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ,
·) (n£ n) Ï³ñ·Ç ÝáñÙ³É Ù³ïñÇóÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ:

518. ²å³óáõó»É, áñ
² ó³ÝÏ³ó³Í Ñ»ñÙÇïÛ³Ý Ù³ïñÇó ÝáñÙ³É Ù³ïñÇó ¾,
² ó³ÝÏ³ó³Í áõÝÇï³ñ Ù³ïñÇó ÝáñÙ³É Ù³ïñÇó ¾,

Ï³éáõó»É ³ÛÝåÇëÇ (2£ 2) Ï³ñ·Ç
² Ñ»ñÙÇïÛ³Ý Ù³ïñÇó, áñÁ áõÝÇï³ñ ã¾,
² áõÝÇï³ñ Ù³ïñÇó, áñÁ Ñ»ñÙÇïÛ³Ý ã¾,
² ÝáñÙ³É Ù³ïñÇó, áñÁ áã Ñ»ñÙÇïÛ³Ý ¾ ¨ áã ¾É áõÝÇï³ñ: ¶ïÝ»É

ëï³óí³Í Ù³ïñÇóÇ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÝ áõ ë»÷³Ï³Ý í»ÏïáñÝ»ñÁ:

519.òáõÛó ï³É, áñ »ñÏáõ áõÝÇï³ñ ûå»ñ³ïáñÝ»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ ÝáõÛÝå»ë
áõÝÇï³ñ ¾:
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520. V -Ý áõÝÇï³ñ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¾ ¨ T : V ! V ûå»ñ³ïáñÁ ÇÝùÝ³-
Ñ³Ù³ÉáõÍ ¾: ²å³óáõó»É, áñ ó³ÝÏ³ó³Í v 2 V ï³ññÇ Ñ³Ù³ñ (Tv; v)
ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ Çñ³Ï³Ý ÃÇí ¾:

521. V -Ý áõÝÇï³ñ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¾ ¨ T : V ! V áõÝÇï³ñ ûå»ñ³ïáñ
¾: òáõÛó ï³É, áñ ó³ÝÏ³ó³Í ûñÃáÝáñÙ³íáñí³Í µ³½ÇëáõÙ T ûå»ñ³ïáñÇ
Ù³ïñÇóÁ áõÝÇï³ñ ¾:

522. V -Ý áõÝÇï³ñ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¾ ¨ T : V ! V ÝáñÙ³É ûå»ñ³ïáñ
¾: òáõÛó ï³É, áñ ó³ÝÏ³ó³Í ûñÃáÝáñÙ³íáñí³Í µ³½ÇëáõÙ T ûå»ñ³ïáñÇ
Ù³ïñÇóÁ ÝáñÙ³É ¾:

523. A;B-Ý Ñ»ñÙÇïÛ³Ý Ù³ïñÇóÝ»ñ »Ý: òáõÛó ï³É, áñ AB = BA ³ÛÝ ¨
ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »Ã» AB Ù³ïñÇóÁ ÝáõÛÝå»ë Ñ»ñÙÇïÛ³Ý ¾:

MATHEMATICA-Æ ¶ð²¸²ð²Ü

Ü»ñÙáõÍ»Ýù A Ù³ïñÇóÁ ¨ ·ïÝ»Ýù A¤-Á

In[1]:= A = 881, 2, I<, 80, 2, −I<, 80, 0, 1<<;
A∗ = Transpose@Conjugate@ADD;
8A êê MatrixForm, A∗ êê MatrixForm<

Out[3]= 9ik
jjjj
1 2 ä

0 2 −ä

0 0 1

y
{
zzzz, i

k
jjjj
1 0 0

2 2 0

−ä ä 1

y
{
zzzz=

òáõÛó ï³Ýù, áñ A Ù³ïñÇóÁ Ñ»ñÙÇïÛ³Ý ã¾

In[4]:= A� A∗

Out[4]= False
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¸Çï³ñÏ»Ýù Ñ»ñÙÇïÛ³Ý Ù³ïñÇó

In[5]:= A = 881, 2, I<, 82, 2, −I<, 8−I, I, 1<<;
A∗ = Transpose@Conjugate@ADD;
A� A∗

Out[7]= True

Ð³ßí»Ýù A Ù³ïñÇóÇ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÝ áõ ë»÷³Ï³Ý í»Ïïáñ-
Ý»ñÁ

In[8]:= Eigenvalues@AD êê N êê Chop
Out[8]= 83.57577 , 1.81272 , −1.38849 <

In[9]:= Eigenvectors@AD êê N êê Chop
Out[9]= 88−7.21038 ä, −9.78616 ä, 1.<,

80.526776 ä, −0.28594 ä, 1.<,
8−1.31639 ä, 1.0721 ä, 1.<<

A Ù³ïñÇóÁ áõÝÇï³ñ Ó¨³÷áËáõÃÛ³Ùµ µ»ñ»Ýù ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ ï»ë-
ùÇ

In[15]:= 8m1, m2< = SchurDecomposition@AD êê N êê Chop;
8m1 êê MatrixForm, m2 êê MatrixForm<

— SchurDecomposition ::schurf  :  

SchurDecomposition has received a

matrix with infinite precision . More…

Out[16]= 9ik
jjjj

−0.668101 −0.591177 −0.45183

0.544114 −0.802364 0.245259

−0.507524 ä −0.0819897 ä 0.857728 ä

y
{
zzzz,

i
k
jjjj

−1.38849 0 0

0 3.57577 0

0 0 1.81272

y
{
zzzz=
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ä³ï³ëË³ÝÁ ëïáõ·»Ýù

In[17]:= m1.m2.Transpose@Conjugate@m1DD êê Chop êê MatrixForm
Out[17]//MatrixForm=

i
k
jjjj

1. 2. 1. ä

2. 2. −1. ä

−1. ä 1. ä 1.

y
{
zzzz

êïáõ·»Ýù, áñ m1 Ù³ïñÇóÁ áõÝÇï³ñ ¾

In[18]:= Hm1.Transpose@Conjugate@m1DD êê ChopL �

HTranspose@Conjugate@m1DD.m1 êê ChopL �

IdentityMatrix@3D
Out[18]= True

34. ¶Ì²ÚÆÜ úäºð²îàðÆ Äàð¸²ÜÆ ÒºìÀ

²ÛëáõÑ»ï¨ V -Ý n ã³÷³ÝÇ ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¾, T : V ! V
ûå»ñ³ïáñÁ ·Í³ÛÇÝ ¾:

È»Ù³ 1. ÖßÙ³ñÇï ¾ Ý»ñ¹ñáõÙÝ»ñÇ Ñ»ï¨Û³É ßÕÃ³Ý

V ¶ R(T ) ¶ R(T 2) ¶ ¢ ¢ ¢ ;

fog µ N (T ) µ N (T 2) µ ¢ ¢ ¢ :
ÀÝ¹ áñáõÙ, ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ³ÛÝåÇëÇ k · n ÃÇí, áñ

R(T j) ¾ R(T j+1); j < k;

R(T j) = R(T j+1); j ¸ k :

úñÇÝ³Ï 230. D : P3 ! P3 ûå»ñ³ïáñÁ ·áñÍáõÙ ¾

D(a+ bx+ cx2 + dx3) = b+ 2cx+ 3dx2
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ûñ»Ýùáí: D ûå»ñ³ïáñÇ Ñ³Ù³ñ áõÝ»Ýù

R(D) = P2; R(D2) = P1; R(D3) = P0; R(D4) = fog;

N (D) = P1; N (D2) = P2; N (D3) = P3;

Ñ»ï¨³µ³ñ

P3 ¾ R(D) ¾ R(D2) ¾ R(D3) ¾ fog = fog = ¢ ¢ ¢ ;

fog ½ N (D3) ½ N (D2) ½ N (D3) = N (D3) = ¢ ¢ ¢ ²
úñÇÝ³Ï 231. T : jC3 ! jC3 ûå»ñ³ïáñÁ ·áñÍáõÙ ¾

0
@

c1
c2
c3

1
A 7¡!

T

0
@

c1
c2
0

1
A

ûñ»Ýùáí:
àõÝ»Ýù

jC3 ¾ R(T) = R(T) = R(T2) = ¢ ¢ ¢ ;
fog ½ N (T ) = N (T 2) = ¢ ¢ ¢ : ²

ä³ñï³¹Çñ ã¾, áñ Ý»ñ¹ñáõÙÝ»ñÇ ßÕÃ³Ý ëÏëíÇ Ï³Ù ³í³ñïíÇ fog
·Í³ÛÇÝ »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáí:

úñÇÝ³Ï 232. T : P2 ! P2 ûå»ñ³ïáñÁ ·áñÍáõÙ ¾

c0 + c1x+ c2x
2 7¡!

T

2c0 + c2x

ûñ»Ýùáí:
àõÝ»Ýù

R(T 0) = P2; R(T ) = P1;a; b 2 jCg; R(T2) = jC

¨ ³ÛÝáõÑ»ï¨
R(T 2) = R(T 3) = R(T 4) = ¢ ¢ ¢ :

ØÇ¨ÝáõÛÝ Å³Ù³Ý³Ï

N (T 0) = fog; N (T ) = fcx; c 2 jCg; N (T 2) = fcx+ d; c; d 2 jCg
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¨ ³ÛÝáõÑ»ï¨
N (T 2) = N (T 3) = N (T 4) = ¢ ¢ ¢ : ²

ò³ÝÏ³ó³Í T : V ! V ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÇ Ñ³Ù³ñ

V = R(T 0)©N (T 0);

ù³ÝÇ áñ T 0 = I ) N (T 0) = fog;R(T 0) = V :
È»Ù³ 2. ò³ÝÏ³ó³Í T : V ! V ûå»ñ³ïáñÇ Ñ³Ù³ñ (dimV = n)

V = R(Tn)©N (Tn) :

T ûå»ñ³ïáñÇ T j(0 < j < n) ³ëïÇ×³ÝÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñ, ÁÝ¹Ñ³Ýñ³-
å»ë, ¹³ ³Û¹å»ë ã¾:

úñÇÝ³Ï 233. T : jC2 ! jC2 ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÁ ·áñÍáõÙ ¾

e1 =

µ
1
0

¶
7¡!

T
µ
0
1

¶
; e2 =

µ
0
1

¶
7¡!

T
µ
0
0

¶

ûñ»Ýùáí:
ÜÏ³ï»Ýù, áñ e2 6= o ï³ññÁ å³ïÏ³ÝáõÙ ¾ R(T ) \ N (T ) »ÝÃ³-

ï³ñ³ÍáõÃÛ³ÝÁ: ¸³ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¾, áñ

V 6= N (T )©R(T ) :

²Ûë ûñÇÝ³ÏáõÙ, T ûå»ñ³ïáñÇ í³ñùÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ ÝÏ³ñ³·ñ»É Ý³¨ Ñ»ï¨Û³É
ëË»Ù³Ûáí

e1 7¡! e2 7¡! fog : ²
úñÇÝ³Ï 234. T : jC4 ! jC4 ûå»ñ³ïáñÁ B = fe1; e2; e3; e4g µ³½ÇëÇ
íñ³ ·áñÍáõÙ ¾ Ñ»ï¨Û³É Ï»ñå

e4 7¡! e3 7¡! e2 7¡! e1 7¡! fog :

ä³ñ½ ¾, áñ
R(T ) \N (T ) = linfe1g;

R(T 2) \N (T 2) = linfe2; e1g; R(T 3) \N (T 3) = linfe1g :
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T ûå»ñ³ïáñÇ Ù³ïñÇóÁ B = fT 3e4; T
2e4; T e4; e4g µ³½ÇëáõÙ áõÝÇ

Ñ»ï¨Û³É ï»ëùÁ

(T )B =

0
B@

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

1
CA : ²

úñÇÝ³Ï 235. T ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÁ

B = fe1; ¢ ¢ ¢ ; e5g = fT 2e3; T e3; e3; T e5; e5g

µ³½ÇëÇ íñ³ ·áñÍáõÙ ¾ Ñ»ï¨Û³É ëË»Ù³Ûáí

e3 7¡! e2 7¡! e1 7¡! o; (27)

e5 7¡! e4 7¡! o : (28)

B µ³½ÇëáõÙ T ûå»ñ³ïáñÇ Ù³ïñÇó³ÛÇÝ å³ïÏ»ñáõÙÝ ¾

(T )B =

0
BBBBB@

0 1 0 j 0 0
0 0 1 j 0 0
0 0 0 j 0 0
¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡
0 0 0 j 0 1
0 0 0 j 0 0

1
CCCCCA

:

Î»ï³·Í»ñáí ³é³ÓÝ³óí³Í »Ý »ñÏáõ ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ í³Ý¹³ÏÝ»ñÁ,
áñáÝù Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáõÙ »Ý (27); (28) ßÕÃ³Ý»ñÇÝ:²

ê³ÑÙ³ÝáõÙ 50. T : V ! V ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÁ Ï³Ýí³Ý»Ýù k-ñ¹
³ëïÇ×³ÝÇ ÇÝùÝ³ã»½áù³óÝáÕ (ÝÇÉåáï»Ýï) ûå»ñ³ïáñ, »Ã»

T 6= O; T 2 6= O; ¢ ¢ ¢ ; T k¡1 6= O; T k = O :

úñÇÝ³Ï 233-Ç T ûå»ñ³ïáñÁ »ñÏñáñ¹ ³ëïÇ×³ÝÇ ÇÝùÝ³ã»½áù³ó-
ÝáÕ ûå»ñ³ïáñ ¾:

úñÇÝ³Ï 235-Ç T ûå»ñ³ïáñÁ »ñññáñ¹ ³ëïÇ×³ÝÇ ÇÝùÝ³ã»½áù³ó-
ÝáÕ ûå»ñ³ïáñ ¾:

àã µáÉáñ µ³½ÇëÝ»ñáõÙ ÇÝùÝ³ã»½áù³óÝáÕ ûå»ñ³ïáñÇ Ù³ïñÇóÝ
áõÝÇ ³ÛÝåÇëÇ å³ñ½ï»ëù, ÇÝãåÇëÇÝ ëï³ó»É »Ýù ûñÇÝ³ÏÝ»ñ 233,235-áõÙ:
Ð»ï³·³ ß³ñ³¹ñ³ÝùÇó å³ñ½ Ï¹³éÝ³ ³Û¹åÇëÇ µ³½ÇëÇ ·áÛáõÃÛáõÝÁ:
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ê³ÑÙ³ÝáõÙ 51. ¸Çóáõù T : V ! V ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÁ k-ñ¹
³ëïÇ×³ÝÇ ÇÝùÝ³ã»½áù³óÝáÕ ûå»ñ³ïáñ ¾: v 2 V ï³ññáí ÍÝí³Í

fT k¡1; ¢ ¢ ¢ ; T 2v; Tv; vg

Ñ³Ù³ËáõÙµÁ Ï³Ýí³Ý»Ýù v-áí ÍÝí³Í T -ß³ñ³Ý: T -ß³ñ³ÝÝ»ñÇ ÙÇ³íá-
ñáõÙÇó Ï³½Ùí³Í µ³½ÇëÁ Ï³Ýí³Ý»Ýù T -ß³ñ³Ý µ³½Çë: T -ß³ñ³Ý µ³½ÇëÁ
Ñ³×³Ë ³Ýí³ÝáõÙ »Ý Ý³¨ T ÇÝùÝ³ã»½áù³óÝáÕ ûå»ñ³ïáñÇ Ï³ÝáÝ³Ï³Ý

µ³½Çë: Î³ÝáÝ³Ï³Ý µ³½ÇëáõÙ T ûå»ñ³ïáñÇ Ù³ïñÇóÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý
ÇÝùÝ³ã»½áù³óÝáÕ ûå»ñ³ïáñÇ Ï³ÝáÝ³Ï³Ý Ó¨:

úñÇÝ³Ï 235-Ç B µ³½ÇëÁ T -ß³ñ³Ý µ³½Çë ¾: ä³ï³Ñ³Ï³Ý ã¾, áñ
³Û¹ï»Õ ³Ù»Ý³»ñÏ³ñ T -ß³ñ³ÝÇ »ñÏ³ñáõÃÛáõÝÁ »ñ»ù ¾, ù³ÝÇ áñ T ûå»-
ñ³ïáñÁ »ññáñ¹ ³ëïÇ×³ÝÇ ÇÝùÝ³ã»½áù³óÝáÕ ûå»ñ³ïáñ ¾:

È»Ù³ 3. ºÃ» V ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ áõÝÇ T -ß³ñ³Ý µ³½Çë, ³å³
³Ù»Ý³»ñÏ³ñ ß³ñ³ÝÇ »ñÏ³ñáõÃÛáõÝÁ Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ ¾ T ûå»ñ³ïáñÇ ÇÝ-
ùÝ³ã»½áù³óÙ³Ý ³ëïÇ×³ÝÇ Ñ»ï:

Â»áñ»Ù 100. Úáõñ³ù³ÝãÛáõñ T ÇÝùÝ³ã»½áù³óÝáÕ ûå»ñ³ïáñáí Ï³-
ñ»ÉÇ ¾ Ï³éáõó»É T -ß³ñ³Ý µ³½Çë, ÁÝ¹ áñáõÙ ß³ñ³ÝÝ»ñÇ ù³Ý³ÏÁ ¨ »ñÏ³-
ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ ÙÇ³ñÅ»ùáñ»Ý áñáßíáõÙ »Ý T ûå»ñ³ïáñáí:

úñÇÝ³Ï 236. ¸Çï³ñÏ»Ýù »ñÏñáñ¹ ³ëïÇ×³ÝÇ ÇÝùÝ³ã»½áù³óÝáÕ
M Ù³ïñÇóÁ

M =

µ
1 ¡1
1 ¡1

¶
:

ºÝÃ³¹ñ»Ýù, áñ M -Á T ûå»ñ³ïáñÇ Ù³ïñÇóÝ ¾ ïÇå³ÛÇÝ µ³½ÇëáõÙ:
²ÛëÇÝùÝ, T -Ý »ñÏñáñ¹ ³ëïÇ×³ÝÇ ÇÝùÝ³ã»½áù³óÝáÕ ûå»ñ³ïáñ ¾ ¨ Ñ³-
Ù³Ó³ÛÝ Ã»áñ»Ù 100-Ç Ýñ³Ý Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáõÙ ¾ Ï³ÝáÝ³Ï³Ý µ³½Çë:
¶ïÝ»Ýù Ï³ÝáÝ³Ï³Ý µ³½ÇëÁ ¨ T ûå»ñ³ïáñÇ Ï³ÝáÝ³Ï³Ý Ó¨Á:

Ð³ßí»ÝùN (M);N (M2) ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ã³÷áÕ³Ï³ÝáõÃÛáõÝÝ»-
ñÁ ¨ ëï³óí³Í ³ñ¹ÛáõÝùÝ»ñÝ ³Ù÷á÷»Ýù Ñ»ï¨Û³É ³ÕÛáõë³ÏáõÙ

p Mp N (Mp) dim(N (Np))

1

µ
1 ¡1
1 ¡1

¶
f
µ
x
x

¶
;x 2 jCg 1

2

µ
0 0
0 0

¶
jC2 2

330



ø³ÝÇ áñ, dim(N (M)) = 1, ³å³ Ï³ÝáÝ³Ï³Ý µ³½ÇëÇ Ù»Ï ï³ññ T
ûå»ñ³ïáñáí ³ñï³å³ïÏ»ñíáõÙ ¾ ½ñáÛ³Ï³Ý ï³ññÇÝ

e1 7¡! o :

ºñÏñáñ¹ ù³ÛÉáõÙ ¨ë Ù»Ï µ³½Çë³ÛÇÝ ï³ññ ³ñï³å³ïÏ»ñíáõÙ ¾ ½ñáÛ³-
Ï³Ý ï³ññÇ

e2 7¡! e1 7¡! o :

B = fe1; e2g = fTe2; e2g µ³½ÇëÁ T ûå»ñ³ïáñÇ Ï³ÝáÝ³Ï³Ý µ³½ÇëÝ
¾: B µ³½ÇëáõÙ T ûå»ñ³ïáñÇ Ù³ïñÇóÝ áõÝÇ Ñ»ï¨Û³É ï»ëùÁ

(T )B =

µ
0 1
0 0

¶
:

²ÕÛáõë³ÏÇó »ñ¨áõÙ ¾, áñ

e1 =

µ
1
1

¶
:

e2 ï³ññÁ ·ïÝ»Éáõ Ñ³Ù³ñ Ñ³ñÏ³íáñ ¾ ÉáõÍ»É Te2 = Me2 = e1 Ñ³í³-
ë³ñáõÙÁ, áñï»ÕÇó

e2 =

µ
1
0

¶
:

Î³½Ù»Ýù

P = (e1je2) =
µ
1 1
1 0

¶

Ñ³Ù³Ïóí³Í Ù³ïñÇóÁ: Ð»ßï ¾ ëïáõ·»É, áñ

P¡1MP = (T )B =

µ
0 1
0 0

¶
: ²

úñÇÝ³Ï 237. ¸Çï³ñÏ»Ýù

M =

0
BBB@

0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
¡1 1 1 ¡1 1
0 1 0 0 0
1 0 ¡1 1 ¡1

1
CCCA
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Ù³ïñÇóÁ:
Î³½Ù»Ýù Ñ»ï¨Û³É ³ÕÛáõë³ÏÁ

p Mp N (Mp) dim(N (Np))

1

0
BBB@

0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
¡1 1 1 ¡1 1
0 1 0 0 0
1 0 ¡1 1 ¡1

1
CCCA f

0
BBB@

0
0

u¡ v
u
v

1
CCCA ;u; v 2 jCg 2

2

0
BBB@

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
1 0 0 0 0
0 0 0 0 0

1
CCCA f

0
BBB@

o
y
z
u
v

1
CCCA ; y; z; u; v 2 jCg 4

3 O jC5 5

ø³ÝÇ áñ dim(N (M)) = 2, ³å³ »ñÏáõ µ³½Çë³ÛÇÝ ï³ññ ³ñï³-
å³ïÏ»ñíáõÙ »Ý ½ñáÛ³Ï³Ý ï³ññÇ

e1 7¡! o; e2 7¡! o :

ø³ÝÇ áñ dim(N (M2)) = 4, ³å³ »ñÏñáñ¹ ù³ÛÉáõÙ ¨ë »ñÏáõ µ³½Ç-
ë³ÛÇÝ ï³ññ ³ñï³å³ïÏ»ñíáõÙ »Ý ½ñáÛ³Ï³Ý ï³ññÇ

e3 7¡! e1 7¡! o; e4 7¡! e2 7¡! o :

ø³ÝÇ áñ dim(N (M3)) = 5, ³å³ »ññáñ¹ ù³ÛÉáõÙ ¨ë Ù»Ï µ³½Çë³ÛÇÝ
ï³ññ ³ñï³å³ïÏ»ñíáõÙ ¾ ½ñáÛ³Ï³Ý ï³ññÇ

e5 7¡! e3 7¡! e1 7¡! o; e4 7¡! e2 7¡! o :
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B = fe1; e3; e5; e2; e4g = fT 2e5; T e5; e5; T e4; e4g Ï³ÝáÝ³Ï³Ý µ³-
½ÇëáõÙ T ûå»ñ³ïáñÇ Ï³ÝáÝ³Ï³Ý ï»ëùÝ ¾

(T )B =

0
BBB@

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

1
CCCA :

¶ïÝ»Ýù B µ³½ÇëÁ: ²ÕÛáõë³ÏÇó »ñ¨áõÙ ¾, áñ fe1; e2g Ñ³Ù³ËáõÙµÁ
N (M) ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý µ³½ÇëÝ ¾, áñï»Õ

e1 =

0
BBB@

0
0
1
1
0

1
CCCA ; e2 =

0
BBB@

0
0
0
1
1

1
CCCA :

N (M2) ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý fe3; e4g µ³½ÇëÁ ·ïÝ»Éáõ Ñ³Ù³ñ ÉáõÍ»Ýù

Te3 = e1; T e4 = e2

Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÁ, áñï»ÕÇó

e3 =

0
BBB@

0
1
0
0
0

1
CCCA ; e4 =

0
BBB@

0
1
0
1
0

1
CCCA :

e5 2 jC5 ¨ Te5 = e3 å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇó ëï³ÝáõÙ »Ýù, áñ

e5 =

0
BBB@

1
0
1
0
0

1
CCCA : ²
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È»Ù³ 4. T ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÁ ÇÝùÝ³ã»½áù³óÝáÕ ¾ ³ÛÝ ¨ ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ
¹»åùáõÙ, »ñµ ¸ = 0 ÃÇíÁ Ýñ³ ÙÇ³Ï ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ ¾:

¸Çóáõù ¸ ÃÇíÁ T : V ! V ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÇ ÙÇ³Ï ë»÷³Ï³Ý
³ñÅ»ùÝ ¾ (Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý å³ïÇÏáõÃÛ³Ùµ): ä³ñ½ ¾, áñ T ¡ ¸I ûå»-
ñ³ïáñÇ ÙÇ³Ï ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÁ 0-Ý ¾ ¨ áõñ»ÙÝ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ É»ÙÙ³ 4-Ç ³ÛÝ
ÇÝùÝ³ã»½áù³óÝáÕ ûå»ñ³ïáñ ¾:

úñÇÝ³Ï 238. ¸Çï³ñÏ»Ýù

M =

µ
2 ¡1
1 4

¶

Ù³ïñÇóÁ:
²ÛÝ áõÝÇ ÙÇ³ÛÝ Ù»Ï ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ù

¸1 = ¸2 = 3 :

M ¡ 3E Ù³ïñÇóÁ ÇÝùÝ³ã»½áù³óÝáÕ ¾

N (M ¡ 3E) = f
µ
¡y
y

¶
; y 2 jCg

N ((M ¡ 3E)2) = jC2 :

M ¡ 3E Ù³ïñÇóáí áñáßíáÕ T ¡ 3I ûå»ñ³ïáñÇ Ï³ÝáÝ³Ï³Ý µ³½ÇëÝ ¾

e2 7¡! e1 7¡! o :

B = fe2; e1g = fTe2; e2g Ï³ÝáÝ³Ï³Ý µ³½ÇëáõÙ

(T ¡ 3I)B =

µ
0 1
0 0

¶
:

ê³ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¾, áñ

(T )B =

µ
3 1
0 3

¶
:

Î³ñ»ÉÇ ¾ óáõÛó ï³É, áñ

B = f
µ
1
1

¶
;

µ
¡2
2

¶
g : ²

334



úñÇÝ³Ï 239. ¸Çï³ñÏ»Ýù

M =

0
B@

4 1 0 ¡1
0 3 0 1
0 0 4 0
1 0 0 5

1
CA

Ù³ïñÇóÁ:
M Ù³ïñÇóÇ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÝ »Ý

¸1 = ¸2 = ¸3 = ¸4 = 4 :

¸Çï³ñÏ»ÝùM ¡ 4E ÇÝùÝ³ã»½áù³óÝáÕ Ù³ïñÇóÁ: àõÝ»Ýù

dim(N (M ¡ 4E)) = 2

dim(N (M ¡ 4E)2) = 3

dim(N (M ¡ 4E)3) = 4 :

ë³ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¾, áñ M ¡ 4E Ù³ïñÇóáí áñáßíáÕ T ¡ 4I ûå»ñ³ïáñÁ
·áñÍáõÙ ¾ Ñ»ï¨Û³É ëË»Ù³Ûáí

e4 7¡! e3 7¡! e1 7¡! o

e2 7¡! 0 :

B = fe4; e3; e1; ; e2g Ï³ÝáÝ³Ï³Ý µ³½ÇëáõÙ T ¡ 4I ûå»ñ³ïáñÇ Ï³Ýá-
Ý³Ï³Ý Ó¨Ý ¾

(T ¡ 4I)B =

0
B@

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

1
CA :

²Ûëï»ÕÇó

(T )B =

0
B@

4 1 0 0
0 4 1 0
0 0 4 0
0 0 0 4

1
CA : ²
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ê³ÑÙ³ÝáõÙ 52. Jk(¸) 2 jCk;k

Jk(¸) =

0
BBB@

¸ 1 ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ 0
0 ¸ 1 ¢ ¢ ¢ 0
0 0 ¸ ¢ ¢ ¢ 0
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
0 ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¸

1
CCCA

Ù³ïñÇóÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý Äáñ¹³ÝÇ í³Ý¹³Ï:

ê³ÑÙ³ÝáõÙ 53. J 2 jCn;n

J =

0
BBB@

Jn1(¸1)
Jn2

(¸2)
Jn3

(¸3)
¢ ¢ ¢

Jnk
(¸k)

1
CCCA ;

n1 + n2 + ¢ ¢ ¢+ nk = n

Ù³ïñÇóÁ, áñï»Õ ã·ñí³Í ï³ññ»ñÁ Ñ³í³ë³ñ »Ý ½ñáÛÇ, ³Ýí³ÝáõÙ »Ý
Äáñ¹³ÝÇ Ù³ïñÇó:

ÜÏ³ï»Ýù, áñ »Ã» Äáñ¹³ÝÇ Ù³ïñÇóáõÙ ni = 1 µáÉáñ i-ñÇ Ñ³Ù³ñ ¨
k = n, ³å³ Äáñ¹³ÝÇ Ù³ïñÇóÁ ³ÝÏáõÝ³·Í³ÛÇÝ Ù³ïñÇó ¾:

ê³ÑÙ³ÝáõÙ 54. T : V ! V ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÇ ÙÝ³ÛáõÝ (ÇÝí³-

ñÇ³Ýï) »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ³ë»Éáí ÏÑ³ëÏ³Ý³Ýù ³ÛÝ U ½ V »ÝÃ³ï³-
ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ, áñÇ Ñ³Ù³ñ

TU µ U :

úñÇÝ³Ï 240. ò³ÝÏ³ó³Í T : V ! V ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÇ N (Tn)
¨ R(Tn) »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÁ T ûå»ñ³ïáñÇ ÙÝ³ÛáõÝ »ÝÃ³ï³ñ³-
ÍáõÃÛáõÝÝ»ñ »Ý (ëïáõ·»É):

È»Ù³ 5. ¸Çóáõù U1 ¨U2 »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÁ T : V ! V ·Í³ÛÇÝ
ûå»ñ³ïáñÇ ÙÝ³ÛáõÝ »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñ »Ý ¨

V = U1 © U2;

³å³ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ³ÛÝåÇëÇ B µ³½Çë, áñ

(T )B =

µ
M1 O
O M2

¶
;
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áñï»Õ M1 Ù³ïñÇóÇ ïáÕ»ñÁ dim(U1) Ñ³ï »Ý, ÇëÏM2-ÇÝÁ` dim(U2):
È»Ù³ 6. ¸Çóáõù ¸1; ¢ ¢ ¢ ; ¸k Ãí»ñÁ T : V ! V ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÇ

ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÝ »Ý Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ p1; ¢ ¢ ¢ ; pk Ñ³Ýñ³Ñ³ß-
í³Ï³Ý å³ïÇÏáõÃÛáõÝÝ»ñáí, ³å³

V = N ((T ¡ ¸1I)
n)©N ((T ¡ ¸2I)

n)© ¢ ¢ ¢ © N ((T ¡ ¸kI)
n);

dim(N (T ¡ ¸iI)
n) = pi :

N ((T ¡ ¸iI)
n) »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ T ûå»ñ³ïáñÇ ÙÝ³ÛáõÝ »ÝÃ³-

ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¾ ¨ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ É»ÙÙ³ 5-Ç ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ³ÛÝåÇëÇ µ³½Çë, áñ
³Û¹ µ³½ÇëáõÙ T ûå»ñ³ïáñÝ áõÝÇ ùí³½Ç-³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ ï»ëù` Ù³ï-
ñÇóÇ µáÉáñ ï³ññ»ñÁ ½ñá »Ý µ³ó³éáõÃÛ³Ùµ ·ÉË³íáñ ³ÝÏÛáõÝ³·ÍÇ íñ³
·ïÝíáÕ ù³é³ÏáõëÇ í³Ý¹³ÏÝ»ñÇó: ø³ÝÇ áñ T ¡ ¸iI ûå»ñ³ïáñÇ Ý»-
Õ³óáõÙÁ N ((T ¡¸iI)

n) »Ý³ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý íñ³ ÇÝùÝ³ã»½áù³óÝáÕ ûå»-
ñ³ïáñ ¾, ³å³ Ýßí³Í µ³½ÇëÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ ÁÝïñ»É ³ÛÝå»ë, áñ ³Û¹ í³Ý-
¹³ÏÝ»ñÁ ÉÇÝ»Ý Äáñ¹³ÝÇ í³Ý¹³ÏÝ»ñ: êï³óí³Í Ù³ïñÇóÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý
·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÇ Äáñ¹³ÝÇ Ó¨, ÇëÏ Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý µ³½ÇëÁ` Äáñ¹³ÝÇ

Ï³ÝáÝ³Ï³Ý µ³½Çë:

Â»áñ»Ù 101. Úáõñ³ù³ÝãÛáõñ T ûå»ñ³ïáñÇ Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ
Ï³ÝáÝ³Ï³Ý µ³½Çë:

Â»áñ»Ù 102. Úáõñ³ù³ÝãÛáõñ M Ù³ïñÇóÇ Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ
Ñ³Ï³¹³ñÓ»ÉÇ P Ù³ïñÇó ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ J(M) = P¡1MP Ù³ïñÇóÁ
Äáñ¹³ÝÇ Ù³ïñÇó ¾:

úå»ñ³ïáñÇ Äáñ¹³ÝÇ Ó¨Á ÙÇ³ÏÝ ¾, »Ã» å³ÛÙ³Ý³íáñí»Ýù ûå»ñ³-
ïáñÇ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÁ ¹³ë³íáñ»É ³×Ù³Ý Ï³ñ·áí, ÇëÏ Ûáõñ³ù³Ýã-
Ûáõñ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ Äáñ¹³ÝÛ³Ý í³Ý¹³ÏÝ»ñÁ`
Ù»ÍÇó ÷áùñ: Üß»Ýù ûå»ñ³ïáñÇ Äáñ¹³ÝÇ Ó¨Ç ÙÇ ù³ÝÇ Ï³ñ¨áñ Ñ³ï-
ÏáõÃÛáõÝÝ»ñ

1.Äáñ¹³ÝÛ³Ý í³Ý¹³ÏÝ»ñÇ ù³Ý³ÏÁ Ñ³í³ë³ñ ¾ ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë ë»-
÷³Ï³Ý í»ÏïáñÝ»ñÇ Ù³ùëÇÙ³É ù³Ý³ÏáõÃÛ³ÝÁ:

2.îíÛ³É ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ Äáñ¹³ÝÛ³Ý í³Ý-
¹³ÏÝ»ñÇ ù³Ý³ÏÁ Ñ³í³ë³ñ ¾ Ýñ³ »ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý å³ïÇÏáõÃÛ³ÝÁ:

3.îíÛ³É ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ Äáñ¹³ÝÛ³Ý í³Ý-
¹³ÏÝ»ñÇ Ï³ñ·»ñÇ ·áõÙ³ñÁ Ñ³í³ë³ñ ¾ ³Û¹ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇ Ñ³Ýñ³-
Ñ³ßí³Ï³Ý å³ïÇÏáõÃÛ³ÝÁ:
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úñÇÝ³Ï 241. ¸Çï³ñÏ»Ýù

M =

0
@

2 0 1
0 6 2
0 0 2

1
A

Ù³ïñÇóÁ:
M -Ç ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÝ »Ý

¸1 = ¸2 = 2; ¸3 = 6 :

Ü³Ë áõëáõÙÝ³ëÇñ»ÝùM ¡ 2E Ù³ïñÇóÁ

p (M ¡ 2E)p N ((M ¡ 2E)p) dim(N ((M ¡ 2E)p))

1

0
@

0 0 1
0 4 2
0 0 0

1
A f

0
@

x
0
0

1
A ;x 2 jCg 1

2

0
@

0 0 0
0 16 8
0 0 0

1
A f

0
@

x
¡z=2
z

1
A ;x; z 2 jCg 2

3

0
@

0 0 0
0 64 32
0 0 0

1
A f

0
@

x
¡z=2
z

1
A ;x; z 2 jCg 2

ê³ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¾, áñ dim(N (M ¡ 2E)3) = 2: M ¡ 2E Ù³ïñÇóáí
áñáßíáÕ T ¡ 2I ûå»ñ³ïáñÁ ·áñÍáõÙ ¾

e2 7¡! e1 7¡! o

ëË»Ù³Ûáí: T ¡ 2I ûå»ñ³ïáñÇ Ý»Õ³óáõÙÁ N ((T ¡ 2I)3) »ÝÃ³ï³ñ³-
ÍáõÃÛ³Ý íñ³ áõÝÇ Ñ»ï¨Û³É Ï³ÝáÝ³Ï³Ý ï»ëùÁ

µ
2 0
1 2

¶
:
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¸ = 6 ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ ë»÷³Ï³Ý í»ÏïáñÝ ¾

e3 =

0
@

0
1
0

1
A :

B = fe1; e2; e3g = fTe2; e2; e3g µ³½ÇëáõÙ T ûå»ñ³ïáñÇ Äáñ¹³ÝÇ Ó¨Ý
¾

(T )B =

0
@

2 1 0
0 2 0
0 0 6

1
A : ²

úñÇÝ³Ï 242. ¸Çï³ñÏ»Ýù

M =

0
@

2 2 1
0 6 2
0 0 2

1
A

Ù³ïñÇóÁ, áñÁ Ý³Ëáñ¹ ûñÇÝ³ÏÇ Ù³ïñÇóÇó ï³ñµ»ñíáõÙ ¾ ÙÇ³ÛÝ m12

ï³ññáí:
M -Ç ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÝ »Ý

¸1 = ¸2 = 2; ¸3 = 6 :

Ü³Ë áõëáõÙÝ³ëÇñ»ÝùM ¡ 2E Ù³ïñÇóÁ

p (M ¡ 2E)p N ((M ¡ 2E)p) dim(N ((M ¡ 2E)p))

1

0
@

0 2 1
0 4 2
0 0 0

1
A f

0
@

x
¡z=2
z

1
A ;x; z 2 jCg 2

2

0
@

0 8 4
0 16 8
0 0 0

1
A f

0
@

x
¡z=2
z

1
A ;x; z 2 jCg 2
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M ¡ 2E Ù³ïñÇóáí áñáßíáÕ T ¡ 2I ûå»ñ³ïáñÁ ·áñÍáõÙ ¾

e1 7¡! o; e2 7¡! o

ëË»Ù³Ûáí, áñÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáõÙ ¾ Äáñ¹³ÝÇ Ñ»ï¨Û³É í³Ý¹³ÏÁ

J2 =

µ
2 0
0 2

¶
:

¸ = 6 ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ ë»÷³Ï³Ý í»ÏïáñÝ ¾

e3 = (3; 4; 0)T :

B = fe1; e2; e3g = f

0
@

1
0
0

1
A ;

0
@

0
1
¡2

1
A ;

0
@

3
4
0

1
Ag µ³½ÇëáõÙ T ûå»ñ³ïáñÇ

Äáñ¹³ÝÇ Ó¨Ý ¾ (T )B =

0
@

2 0 0
0 2 0
0 0 6

1
A : ²

524. T -ß³ñ³Ý µ³½ÇëÝ»ñÇ û·ÝáõÃÛ³Ùµ ·ïÝ»É T ûå»ñ³ïáñÇ ÇÝùÝ³-
ã»½áù³óÙ³Ý ³ëïÇ×³ÝÁ ¨ R(T k);N (T k) ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ã³÷áÕ³-
Ï³ÝáõÃÛáõÝÝ»ñÁ: ¶ïÝ»É Ý³¨ T ûå»ñ³ïáñÇ Ù³ïñÇó³ÛÇÝ å³ïÏ»ñáõÙÁ
Ýßí³Í µ³½ÇëÝ»ñáõÙ

³) e1 7! e2 7! o; e3 7! e4 7! o;
µ) e1 7! e2 7! e3 7! o; e4 7! o; e5 7! o; e6 7! o;
·) e1 7! e2 7! e3 7! o :

525. ¶ïÝ»É Ñ»ï¨Û³É ÇÝùÝ³ã»½áù³óÝáÕ Ù³ïñÇóÝ»ñÇ Ï³ÝáÝ³Ï³Ý
Ó¨Á

³)

0
@

0 0 0
0 ¡1 1
0 ¡1 1

1
A ; µ)

0
@

¡1 1 ¡1
1 0 1
1 ¡1 1

1
A ; ·)

0
BBB@

0 1 1 0 1
0 0 1 1 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

1
CCCA :
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526. Ð»ï¨Û³É ïíÛ³ÉÝ»ñáí ·ïÝ»É Äáñ¹³ÝÇ Ï³ÝáÝ³Ï³Ý Ó¨Á
³) T -Ý (5£ 5) Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇó ¾ ¸ = 3 ÙÇ³Ï ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùáí,

dim(N (T ¡ 3I)) = 2; dim(N (T ¡ 3I)2) = 3;

dim(N (T ¡ 3I)3) = 4; dim(N (T ¡ 3I)4) = 5;

µ) T -Ý (5£ 5) Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇó ¾ ¸ = 2; ¸ = ¡1 ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»-
ñáí,

dim(N (T ¡ 2I)) = 2; dim(N (T ¡ 3I)2) = 4; dim(N (T + I)) = 1 :

527. ¶ïÝ»É Ñ»ï¨Û³É Ù³ïñÇóÝ»ñÇ Äáñ¹³ÝÇ Ó¨Á

³)

0
@

0 1 0
¡4 4 0
¡2 1 2

1
A ; µ)

0
@

2 6 ¡15
1 1 ¡5
1 2 ¡6

1
A ; ·)

0
@

9 ¡6 ¡2
18 ¡12 ¡3
18 ¡9 ¡6

1
A ;

¹)

0
@

4 6 ¡15
1 3 ¡5
1 2 ¡4

1
A ; »)

0
@

0 ¡4 0
1 ¡4 0
1 ¡2 ¡2

1
A ; ½)

0
@

12 ¡6 ¡2
18 ¡9 ¡3
18 ¡9 ¡3

1
A ;

¾)

0
@

5 ¡3 2
6 ¡4 4
4 ¡4 5

1
A ; Á)

0
@

® 0 0
0 ® 0
® 0 ®

1
A :

528. ¶ïÝ»É Ñ»ï¨Û³É Ù³ïñÇóÝ»ñÇ Äáñ¹³ÝÇ Ó¨Á ¨ Ï³ÝáÝ³Ï³Ý µ³-
½ÇëÁ

³)

0
@

3 2 ¡3
4 10 ¡12
3 6 ¡7

1
A ; µ)

0
@

1 1 ¡1
¡3 ¡3 3
¡2 ¡2 2

1
A ;

·)

0
@

0 3 3
¡1 8 5
2 ¡14 ¡10

1
A ; ¹)

0
@

6 6 ¡15
1 5 ¡5
1 2 ¡2

1
A :
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MATHEMATICA-Æ ¶ð²¸²ð²Ü

Ü»ñÙáõÍ»Ýù A Ù³ïñÇóÁ ¨ ·ïÝ»Ýù Äáñ¹³ÝÇ Ï³ÝáÝ³Ï³Ý Ó¨Á

In[1]:= A =

i

k
jjjjjj
2 4 −6 0
4 6 −3 −4
0 0 4 0
0 4 −6 2

y

{
zzzzzz;

8P, J< = JordanDecomposition@AD;
8P êê MatrixForm, J êê MatrixForm<

Out[3]= 9
i

k

jjjjjjjjjjjj

1 −
1

4
0 1

0 1

4
3 1

0 0 2 0

1 0 0 1

y

{

zzzzzzzzzzzz
,

i
k
jjjjjj
2 1 0 0

0 2 0 0

0 0 4 0

0 0 0 6

y
{
zzzzzz=

êïáõ·»Ýù ëï³óí³Í å³ï³ëË³ÝÁ

In[4]:= MatrixForm@P.J.Inverse@PDD
Out[4]//MatrixForm=

i
k
jjjjjj
2 4 −6 0

4 6 −3 −4

0 0 4 0

0 4 −6 2

y
{
zzzzzz

35. Ø²îðÆò²ÚÆÜ ÜàðØ: üàôÜÎòÆ²Üºð Ø²îðÆòÜºðÆò

jj ¢ jj : Cn;n ! R ýáõÝÏóÇ³Ý ³Ýí³ÝáõÙ »Ý Ù³ïñÇó³ÛÇÝ ÝáñÙ, »Ã»
ó³ÝÏ³ó³Í A;B 2 Cn;n Ù³ïñÇóÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñ ³ÛÝ µ³í³ñ³ñáõÙ ¾ Ñ»ï¨-
Û³É ³ùëÇáÙÝ»ñÇÝ

1. jjAjj ¸ 0 ¨ jjAjj = 0 , A = O;
2. jjcAjj = jcj jjAjj ó³ÝÏ³ó³Í c ÃíÇ Ñ³Ù³ñ,
3. jjA+Bjj · jjAjj+ jjBjj;
4. jjABjj · jjAjj jjBjj :
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ºÃ» jj ¢ jj : Cn;n ! R ýáõÝÏóÇ³Ý µ³í³ñ³ñáõÙ ¾ ÙÇ³ÛÝ ³é³çÇÝ »ñ»ù
³ùëÇáÙÝ»ñÇÝ, ³å³ ³ÛÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý Ù³ïñÇó³ÛÇÝ ÁÝ¹Ñ³Ýñ³óí³Í ÝáñÙ:

ÜÏ³ï»Ýù, áñ ³é³çÇÝ »ñ»ù å³ÛÙ³ÝÝ»ñÁ ëáíáñ³Ï³Ý ÝáñÙÇ ³ùëÇáÙÝ»ñÝ
»Ý:

ø³ÝÇ áñ ó³ÝÏ³ó³Í A Ù³ïñÇóÇ Ñ³Ù³ñ

jjA2jj = jjAAjj · jjAjj jjAjj = jjAjj2;

³å³ ó³ÝÏ³ó³Í áã ½ñáÛ³Ï³Ý Ù³ïñÇóÇ Ñ³Ù³ñ jjAjj ¸ 1, »Ã» A2 = A:
Ø³ëÝ³íáñ³å»ë, jjEjj ¸ 1: ºÃ» A Ù³ïñÇóÁ Ñ³Ï³¹³ñÓ»ÉÇ ¾, ³å³

jjEjj = jjAA¡1jj · jjAjj jjA¡1jj;

áñï»ÕÇó

jjA¡1jj ¸ jjEjj
jjAjj :

úñÇÝ³Ï 243. A = (aij) 2 Cn;n Ù³ïñÇóÇ `2 Ù³ïñÇó³ÛÇÝ ÝáñÙÁ
ë³ÑÙ³ÝíáõÙ ¾ Ñ»ï¨Û³É µ³Ý³Ó¨áí

jjAjj`2 =

0
@

nX

i;j=1

jaijj2
1
A

1=2

:

`2 ÝáñÙÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý ¾íÏÉÇ¹»ëÛ³Ý ÝáñÙ, »ñµ»ÙÝ Ý³¨, üñáµ»ÝÇáõëÇ ÝáñÙ

(jj ¢ jj`2 ´ jj ¢ jjF ): Ð»ßï ¾ ëïáõ·»É, áñ ³ÛÝ µ³í³ñ³ñáõÙ ¾ 1.-3. ³ùëÇáÙÝ»-
ñÇÝ: êïáõ·»Ýù 4. ³ùëÇáÙÁ: ÎáßÇ-Þí³ñóÇ ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÇó áõÝ»Ýù

jjABjj2`2 =
nX

i;j=1

¯̄
¯̄
¯

nX

k=1

aikbkj

¯̄
¯̄
¯

2

·

nX

i;k=1

jaikj2
nX

k;j=1

jbkjj2 · jjAjj2`2 jjBjj2`2 : ²

úñÇÝ³Ï 244. A = (aij) 2 Cn;n Ù³ïñÇóÇ `1 ÁÝ¹Ñ³Ýñ³óí³Í
Ù³ïñÇó³ÛÇÝ ÝáñÙÁ ë³ÑÙ³ÝíáõÙ ¾ Ñ»ï¨Û³É µ³Ý³Ó¨áí

jjAjj`1 = max
1·i;j·n

jaijj :
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²ÛÝ µ³í³ñ³ñáõÙ ¾ 1.-3. ³ùëÇáÙÝ»ñÇÝ: òáõÛó ï³Ýù, áñ jj ¢ jj`1 ÝáñÙÁ ãÇ
µ³í³ñ³ñáõÙ 4. ³ùëÇáÙÇÝ: ¸Çóáõù

A = B =

µ
1 1
0 1

¶
:

àõÝ»Ýù

jjAjj`1 = jjBjj`1 = 1; jjABjj`1 = 2 > jjAjj`1 jjBjj`1 : ²

Ü»ñÏ³Û³óÝ»Ýù Ù³ïñÇó³ÛÇÝ ÝáñÙÇ ïñÙ³Ý Ï³ñ¨áñ³·áõÛÝ »Õ³Ý³Ï-
Ý»ñÇó Ù»ÏÁ: ¸Çóáõù jCn-Á ÝáñÙ³íáñí³Í ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¾ jj ¢ jj ÝáñÙáí:
A 2 Cn;n Ù³ïñÇóÇ Ù³ïñÇó³ÛÇÝ ÝáñÙÁ ë³ÑÙ³Ý»Ýù Ñ»ï¨Û³É µ³Ý³Ó¨áí

jjAjj = max
jjxjj=1

jjAxjj :

²Ûëå»ë ë³ÑÙ³Ýí³Í Ù³ïñÇó³ÛÇÝ ÝáñÙÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý Ý³¨ ûå»ñ³ïáñ³ÛÇÝ

ÝáñÙ, áñÝ ûÅïí³Í ¾ Ñ»ï¨Û³É Ï³ñ¨áñ Ñ³ïÏáõÃÛ³Ùµ

jjEjj = max
jjxjj=1

jjExjj = max
jjxjj=1

jjxjj = 1 :

Üß»Ýù, áñ üñáµ»ÝÇáõëÇ ÝáñÙÁ ûå»ñ³ïáñ³ÛÇÝ ã¾, ù³ÝÇ áñ

E 2 Cn;n ) jjEjjF =
p
n :

úñÇÝ³Ï 245. ¸Çóáõù jCn ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ x ï³ññÇ ÝáñÙÁ
ë³ÑÙ³Ýí³Í ¾ Ñ»ï¨Û³É »Õ³Ý³Ïáí

jjxjjp = (jx1jp + jx2jp + ¢ ¢ ¢+ jxnjp)1=p; p ¸ 1 :

ºÃ» p = 1, ³å³
jjxjj1 = max

1·k·n
jxkj :

A 2 Cn;n Ù³ïñÇóÇ ûå»ñ³ïáñ³ÛÇÝ ÝáñÙÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ ë³ÑÙ³Ý»É

jjAjjp = max
jjxjjp=1

jjAxjjp

344



µ³Ý³Ó¨áí:
Üß»Ýù jj ¢ jj2 ÝáñÙÇ Ï³ñ¨áñ³·áõÛÝ Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñÇó Ù»ÏÁ: ºÃ»

¸max-Á ATA Ù³ïñÇóÇ ³Ù»Ý³Ù»Í ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ ¾, ³å³

jjAjj2 =
p
¸max :

Ø³ëÝ³íáñ³å»ë, »Ã» A Ù³ïñÇóÁ ëÇÙ»ïñÇÏ ¾, ³å³

jjAjj2 = ½(A) : ²

Â»áñ»Ù 103. Ø³ïñÇóÇ ëå»Ïïñ³É ß³é³íÇÕÁ ãÇ ·»ñ³½³ÝóáõÙ ³Û¹
Ù³ïñÇóÇ ó³ÝÏ³ó³Í Ù³ïñÇó³ÛÇÝ ÝáñÙÇÝ

½(A) · jjAjj :

úñÇÝ³Ï 246. A 2 Cn;n Ù³ïñÇóÇ Ù³ùëÇÙ³É ëÛáõÝ³ÛÇÝ ¨ ïáÕ³ÛÇÝ

Ù³ïñÇó³ÛÇÝ ÝáñÙ»ñÁ ë³ÑÙ³ÝíáõÙ »Ý Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ Ñ»ï¨Û³É
µ³Ý³Ó¨»ñáí

jjAjjI = max
1·j·n

nX

i=1

jaijj; jjAjjII = max
1·i·n

nX

j=1

jaij j :

Î³ñ»ÉÇ ¾ óáõÛó ï³É, áñ

jjAjjI = jjAjj1; jjAjjII = jjAjj1 : ²

¸Çóáõù Ak = (a
(k)
ij ) 2 Cn;n Ù³ïñÇóÝ»ñÇ Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝ ¾:

ºÃ» ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ

aij = lim
k!1

a
(k)
ij

ë³ÑÙ³ÝÁ, ³å³ A = (aij) Ù³ïñÇóÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý Ak Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃ-
Û³Ý ë³ÑÙ³Ý: î³Ýù Ñ³Ù³ñÅ»ù ë³ÑÙ³ÝáõÙ: Î³ë»Ýù, áñ Ù³ïñÇóÝ»ñÇ Ak

Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ ½áõ·³ÙÇïáõÙ ¾ A Ù³ïñÇóÇÝ, »Ã» ÙÇ áñ¨¾ jj ¢ jj
Ù³ïñÇó³ÛÇÝ ÝáñÙÇ Ñ³Ù³ñ

lim
k!1

jjAk ¡Ajj = 0 :
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ºÃ» ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ

S = lim
n!1

Sn; Sn =
nX

k=1

Ak

Ù³ïñÇóÁ, ³å³ ³ÛÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý Ù³ïñÇó³ÛÇÝ ß³ñùÇ ·áõÙ³ñ

S =

1X

k=1

Ak;

ÇëÏ Ù³ïñÇó³ÛÇÝ ß³ñùÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý ½áõ·³Ù»ï:
P1

k=1 Ak ß³ñùÝ ³Ý-
í³ÝáõÙ »Ý Ü»ÛÙ³ÝÇ ß³ñù: Ü»ÛÙ³ÝÇ ß³ñùÁ Ï³Ýí³Ý»Ýù µ³ó³ñÓ³Ï ½áõ·³-
Ù»ï, »Ã» ½áõ·³Ù»ï ¾ ³Û¹ ß³ñùÇ ÝáñÙ»ñÇó Ï³½Ùí³Í

P1
k=1 jjAkjj ß³ñùÁ

ÙÇ áñ¨¾ Ù³ïñÇó³ÛÇÝ ÝáñÙáí:
Â»áñ»Ù 104. àñå»ë½Ç Ü»ÛÙ³ÝÇ ß³ñùÁ ÉÇÝÇ ½áõ·³Ù»ï, ³ÝÑñ³Å»ßï

¾ ¨ µ³í³ñ³ñ, áñ ½(A) < 1 : ÀÝ¹ áñáõÙ,

(I ¡A)¡1 =
1X

k=0

Ak :

Â»áñ»Ù 105. ºÃ» A Ù³ïñÇóÇ áñ¨¾ Ù³ïñÇó³ÛÇÝ ÝáñÙ ÷áùñ ¾ Ù»ÏÇó,
³å³ Ü»ÛÙ³ÝÇ ß³ñùÁ ½áõ·³Ù»ï ¾ ¨

1

1 + jjAjj · jj(I ¡A)¡1jj · 1

1¡ jjAjj :

Â»áñ»Ù 104-Á Ï³ñ»ÉÇ ¾ û·ï³·áñÍ»É Ñ³Ï³¹³ñÓ Ù³ïñÇóÇ Ùáï³íáñ
Ñ³ßíÙ³Ý Ñ³Ù³ñ:

Â»áñ»Ù 106. ºÃ»

f(z) =

1X

k=0

ckz
k

ß³ñùÁ ½áõ·³Ù»ï ¾ jzj < R ßñç³ÝáõÙ, ³å³

f(A) =
1X

k=0

ckA
k
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Ù³ïñÇóÁ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ µáÉáñ ³ÛÝ A 2 Cn;n Ù³ïñÇóÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñ, áñáÝù
µ³í³ñ³ñáõÙ »Ý ½(A) < R å³ÛÙ³ÝÇÝ:

Â»áñ»Ù 106-Çó µËáõÙ ¾ Ñ»ï¨Û³É Ù³ïñÇó ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ·áÛáõÃÛáõÝÁ

f(z) = x2 + 3x¡ 7 ) f(A) = A2 + 3A¡ 7E;

ez =
1X

k=0

zk

k!
) eA =

1X

k=0

Ak

k!
;

cos z =
1X

k=0

(¡1)k
z2k

(2k)!
) cosA =

1X

k=0

(¡1)k
A2k

(2k)!

¨ ³ÛÉÝ:
ºÃ» ¸1; ¢ ¢ ¢ ; ¸n Ãí»ñÁ A 2 Cn;n Ù³ïñÇóÇ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÝ

»Ý Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ x1; ¢ ¢ ¢ ; xn ë»÷³Ï³Ý í»ÏïáñÝ»ñáí, ³å³
ez; cos z; sin z ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ³Ý³ÉÇïÇÏáõÃÛáõÝÇó Ñ»ï¨áõÙ ¾, áñ »Ã»

A = Xdiag(¸1; ¢ ¢ ¢ ; ¸n)X
¡1;

³å³
eA = Xdiag(e¸1 ; ¢ ¢ ¢ ; e¸n)X¡1;

cosA = Xdiag(cos¸1; ¢ ¢ ¢ ; cos¸n)X
¡1;

sinA = Xdiag(sin¸1; ¢ ¢ ¢ ; sin¸n)X
¡1 :

Â»áñ»Ù 107. ¸Çóáõù A 2 Cn;n ¨ X¡1AX = diag(J1; ¢ ¢ ¢ ; Jp) Ýñ³
Äáñ¹³ÝÇ Ï³ÝáÝ³Ï³Ý Ó¨Ý ¾: ºÃ» ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ f(A) Ù³ïñÇó ýáõÝÏ-
óÇ³Ý, ³å³

f(A) = Xdiag(f(J1); ¢ ¢ ¢ ; f(Jp))X¡1;

áñï»Õ

f(Ji) =

0
BBBBBBBB@

f(¸i) f 0(¸i) ¢ ¢ ¢ f (mi¡1)(¸i)
(mi¡1)!

0 f(¸i)
. . . ¢ ¢ ¢

...
...

...
. . .

. . .
...

...
... f 0(¸i)

0 ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ f(¸i)

1
CCCCCCCCA
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¨ mi ÃÇíÁ Ji Äáñ¹³ÝÇ í³Ý¹³ÏÇ Ï³ñ·Ý ¾:
úñÇÝ³Ï 247. ¶ïÝ»É cosA Ù³ïñÇó ýáõÝÏóÇ³Ý, »Ã»

A =

0
BBB@

0 0 1 1 1
0 0 0 1 1
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

1
CCCA :

A Ù³ïñÇóÇ Äáñ¹³ÝÇ Ï³ÝáÝ³Ï³Ý Ó¨Ý ¾

A = XJX¡1; X =

0
BBB@

1 1 1 1 0
0 1 0 1 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 1 0 0

1
CCCA ; J = diag(J1; J2);

J1 =

0
@

0 1 0
0 0 1
0 0 0

1
A ; J2 =

µ
0 1
0 0

¶
:

Ð³Ù³Ó³ÛÝ Ý³Ëáñ¹ Ã»áñ»ÙÇ

cosJ1 ==

0
@

cos 0 ¡ sin 0
1!

¡ cos 0
2!

0 cos 0 ¡ sin 0
1!

0 0 cos 0

1
A =

0
@

1 0 ¡1
2

0 1 0
0 0 1

1
A ;

cosJ2 =

µ
1 0
0 1

¶
;

cosA =

0
BBB@

1 0 0 0 ¡1=2
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

1
CCCA : ²
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529. Ð³ßí»É Ñ»ï¨Û³É Ù³ñÇóÝ»ñÇ `2 ÝáñÙÁ

³)

0
@

1 2 3
0 5 4
2 1 3

1
A ; µ)

0
B@

0 0 1 2
3 0 5 4
1 1 1 2
1 3 2 2

1
CA ; ·)

0
BBB@

1 1 1 1 1
2 3 4 5 6
0 1 0 1 0
3 4 3 4 3
5 5 5 5 5

1
CCCA :

530. Ð³ßí»É A Ù³ïñÇóÇ jjAjj`2 ; jjAjj`1 ; jjAjj2; jjAjj1 ÝáñÙ»ñÁ

³) A =

0
@

0 0 1
0 1 0
1 1 1

1
A ; µ) A =

0
@

3 0 0
0 2 0
0 0 1

1
A :

531. òáõÛó ï³É, áñ ó³ÝÏ³ó³Í A 2 Cn;n Ù³ïñÇóÇ Ñ³Ù³ñ

E + cos(2A) = 2 cos2 A;

sin(2A) = 2 sinA cosA :

532. îñí³Í A Ù³ïñÇóÇ Ñ³Ù³ñ Ñ³ßí»É eA Ù³ïñÇóÁ

³) A =

µ
3 0
0 ¡2

¶
; µ) A =

µ
0 1
¡1 0

¶
; ·) A =

µ
2 1
0 2

¶
;

¹) A =

0
@

0 1 0
0 0 0
0 0 2

1
A ; ») A =

0
@

2 1 0
0 2 1
0 0 2

1
A :

533. ²é³Ýó Ñ³ßí»Éáõ eA Ù³ïñÇóÁ ·ïÝ»É ¹ñ³ áñáßÇãÁ

³) A =

0
@

1 0 3
¡1 2 0
0 1 ¡1

1
A ; µ) A =

0
@

1 4 2
3 1 ¡1
2 1 ¡3

1
A :

534. òáõÛó ï³É, áñ

(eA)¡1 = e¡A; det(eA) = eTr(A);

»Ã» AB = BA, ³å³
eA+B = eAeB :
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MATHEMATICA-Æ ¶ð²¸²ð²Ü

¸Çï³ñÏ»Ýù Ñ»ï¨Û³É A Ù³ïñÇóÁ

In[1]:= A = 881ê2, 0, −.1<, 8.1, .1, 0<, 80, −.1, 0<<;
A êê MatrixForm

Out[2]//MatrixForm=

i
k
jjjjjj

1

2
0 −0.1

0.1 0.1 0

0 −0.1 0

y
{
zzzzzz

îñí³Í A Ù³ïñÇóÇ jjAjjp ÝáñÙÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ Ñ³ßí»É Norm[A; p] Ññ³-
Ù³Ýáí: Ð³ßí»Ýù A Ù³ïñÇóÇ jjAjj2 ÝáñÙÁ

In[3]:= Norm@A, 2D
Out[3]= 0.519629

Ð³ßí»Ýù jjAjj1 ÝáñÙÁ

In[4]:= Norm@A, ∞D
Out[4]= 0.6

¶ïÝ»Ýù A Ù³ïñÇóÇ Ñ³Ï³¹³ñÓÁ

In[5]:= invA = Inverse@AD;
invA êê MatrixForm

Out[6]//MatrixForm=

i
k
jjjj

−1.11022 ×10−16 10. 10.

0. 0. −10.

−10. 50. 50.

y
{
zzzz

350



Ð³ßí»Ýù jjA¡1jj2 ÝáñÙÁ

In[7]:= Norm@invA, 2D
Out[7]= 73.1149

îñí³Í A Ù³ïñÇóÇ Ñ³Ï³¹³ñÓÇ jjA¡1jjp ÝáñÙÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾
ÙÇ³Ý·³ÙÇó Ñ³ßí»É Linear`Algebra`MatrixManipulations ÷³Ã»ÃÇ
InverseMatrixNorm[A; p] Ññ³Ù³Ýáí

In[8]:= << LinearAlgebra`MatrixManipulation`;

InverseMatrixNorm@A, 2D
Out[9]= 73.1149

Ð³ßí»Ýù jjAjj1 ÝáñÙÁ

In[10]:= InverseMatrixNorm@A,∞D
Out[10]= 110.

ø³ÝÇ áñ A Ù³ïñÇóÇ jjAjj2 ÝáñÙÁ Ù»ÏÇó ÷áùñ ¾, ³å³ Ýñ³ Ñ³Ï³-
¹³ñÓ Ù³ïñÇóÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ Ñ³ßí»É Ã»áñ»Ù 104-Ç û·ÝáõÃÛ³Ùµ

In[13]:= A
¯

= „
k=0

500

 MatrixPowerAi
k
jjjj
1 0 0
0 1 0
0 0 1

y
{
zzzz− A, kE;

A
¯ êê MatrixForm

Out[14]//MatrixForm=

i
k
jjjjj
6.80214 × 10−7 10. 10.

−9.82938 ×10−7 4.61197 ×10−6 −10.

−10. 50. 50.

y
{
zzzzz
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¶ïÝ»Ýù Ñ³Ï³¹³ñÓ Ù³ïñÇóÇ Ñ³ßíÙ³Ý Ñ³ñ³µ»ñ³Ï³Ý ëË³ÉÁ

In[15]:=
Norm@Inverse@AD− A

¯
, 2D

Norm@Inverse@AD, 2D

Out[15]= 2.70024 × 10−7

îñí³Í A Ù³ïñÇóÇ Ñ³Ù³ñ eA Ù³ïñÇóÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ Ñ³ßí»É ³Ûëå»ë

In[16]:= MatrixExpAi
k
jjjj
1 0 0
0 2 1
2 0 0

y
{
zzzzE êê MatrixForm

Out[16]//MatrixForm=

i
k
jjjjjj

ã 0 0

1− 2 ã + ã
2

ã
2 1

2
I−1 + ã

2M
2 H−1 + ãL 0 1

y
{
zzzzzz

352



¶ È àô Ê ì º ò º ð à ð ¸

¶Ì²ÚÆÜ Ð²ì²ê²ðàôØÜºðÆ
Ð²Ø²Î²ð¶ºðÆ ÈàôÌØ²Ü
ÖÞ¶ðÆî ºì Øàî²ìàð

ºÔ²Ü²ÎÜºð

36. ¶Ì²ÚÆÜ Ð²ì²ê²ðàôØÜºðÆ Ð²Ø²Î²ð¶ºðÆ
ÈàôÌØ²Ü ÖÞ¶ðÆî ºÔ²Ü²ÎÜºð:

Ð³Ù³Ï³ñ·ã³ÛÇÝ Ãí³µ³ÝáõÃÛáõÝÁ áõÝÇ áñáß ³é³ÝÓÝ³Ñ³ïÏáõÃÛáõÝ-
Ý»ñ: ò³ÝÏ³ó³Í Ñ³Ù³Ï³ñ·Çã Ãí»ñÁ Çñ ÑÇßáÕáõÃÛ³Ý Ù»ç å³Ñ»Éáõ Ñ³Ù³ñ
Ï³ñáÕ ¾ û·ï³·áñÍ»É ëïáñ³Ï»ïÇó Ñ»ïá ÙÇ³ÛÝ í»ñç³íáñ ù³Ý³ÏáõÃ-
Û³Ùµ ÝÇß»ñ: ºÃ» ³Û¹åÇëÇ ÝÇß»ñÁ ³ë»Ýù áõÃÝ »Ý, ³å³ ûñÇÝ³Ï 2

3
Ïá-

ïáñ³ÏÁ Ñ³Ù³Ï³ñ·ãÇ ÑÇßáÕáõÃÛ³Ý Ù»ç Ï³ñ»ÉÇ ¾ å³Ñ»É 0:66666667 Ï³Ù
0:66666666 í»ñç³íáñ ï³ëÝáñ¹³Ï³Ý Ïáïáñ³ÏÝ»ñÇ ï»ëùáí, áñáÝù
ÇÑ³ñÏ» ïñí³Í Ïáïáñ³ÏÇ Ñ³Ù»Ù³ïáõÃÛ³Ùµ Çñ»Ýó Ù»ç ëË³É »Ý å³ñáõ-
Ý³ÏáõÙ: ²Û¹ ëË³ÉÁ å³ÛÙ³Ý³Ï³Ýáñ»Ý ³Ýí³ÝáõÙ »Ý �ÏÉáñ³óÙ³Ý ëË³É�:

²É·áñÇÃÙÇ Çñ³Ï³Ý³óÙ³Ý Å³Ù³Ý³Ï ³Û¹åÇëÇ ëË³ÉÝ»ñÁ í»ñ³¹ñíáõÙ »Ý
¨ ËÝ¹ñÇ å³ï³ëË³ÝÁ Ï³ñáÕ ¾ ëï³óí»É Ñ³Ù»Ù³ï³µ³ñ Ù»Í ëË³Éáí:
²Ûë »ñ¨áõÛÃÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý ëË³ÉÝ»ñÇ Ïáõï³ÏáõÙ: È³íÝ ¾ ³ÛÝ ³É·áñÇÃÙÁ,
áñÁ µ³óÇ ùÇã ù³Ý³ÏáõÃÛ³Ùµ ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñ Ï³ï³ñ»ÉÁ ï³ÉÇë ¾ ëË³É-
Ý»ñÇ ùÇã Ïáõï³ÏáõÙ: êáíáñ³µ³ñ ÝáõÛÝ ³É·áñÇÃÙÇ ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñÇ
Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ ÷áË»Éáí Ï³ñ»ÉÇ ¾ ¾³å»ë Ýí³½»óÝ»É ëË³ÉÝ»ñÇ
Ïáõï³ÏáõÙÁ: ´³óÇ ³Û¹, ÙÇßï ã¾, áñ ËÝ¹ñÇ ïíÛ³ÉÝ»ñÁ ïñíáõÙ »Ý ×ß·ñÇï:
Þ³ï Ñ³×³Ë Ùáõïù³ÛÇÝ ïíÛ³ÉÝ»ñÁ ëï³óíáõÙ »Ý ÷áñÓÇó, áñÇ å³ï-
×³éáí å³ñáõÝ³ÏáõÙ »Ý ëË³É³ÝùÝ»ñ: ²Ûë µáÉáñÁ Ñ³ßíÇ ³éÝ»Éáí ³Ý-
Ññ³Å»ßïáõÃÛáõÝ ¾ ³é³ç³ÝáõÙ å³ñ½»É, Ã» ÝÏ³ñ³·ñí³Í ëË³É³ÝùÝ»ñÇ
å³ï×³éáí ÇÝãù³Ý ¾ ÷áËíáõÙ ËÝ¹ñÇ ÉáõÍáõÙÁ:

Ü³Ë ùÝÝ³ñÏ»Ýù ³ÛÝ ëË³É³ÝùÝ»ñÁ, áñáÝù ³é³ç³ÝáõÙ »Ý Ñ³Ù³-
Ï³ñ·ã³ÛÇÝ Ãí³µ³ÝáõÃÛ³Ý å³ï×³éáí: àõëáõÙÝ³ëÇñ»Ýù n ³ÝÑ³Ûïáí n
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·Í³ÛÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇ Ax = b Ñ³Ù³Ï³ñ·Á: Æñ³ñ Ñ»ï Ñ³Ù»Ù³ï»Ýù
Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ÉáõÍÙ³Ý ãáñë »Õ³Ý³ÏÝ»ñ, áñáÝó ëáíáñ³µ³ñ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý
Öß·ñÇï »Õ³Ý³ÏÝ»ñ.

I: ¶³áõëÇ ³ñï³ùëÙ³Ý »Õ³Ý³ÏÁ Ñ»ïÁÝÃ³ó ï»Õ³¹ñáõÙáí,
II: ¶³áõë-Äáñ¹³ÝÇ ³ñï³ùëÙ³Ý »Õ³Ý³ÏÁ,
III: Ñ³Ï³¹³ñÓ Ù³ïñÇóÇ Ñ³ßíÙ³Ý »Õ³Ý³ÏÁ` x = A¡1b,
IV: Îñ³Ù»ñÇ »Õ³Ý³ÏÁ:
Ð»ï¨Û³É ³ÕÛáõë³ÏáõÙ Ý»ñÏ³Û³óí³Í »Ý Ýßí³Í ãáñë ³É·áñÇÃÙÝ»ñÇ

Çñ³Ï³Ý³óÙ³Ý Å³Ù³Ý³Ï Ï³ï³ñíáÕ ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ù³Ý³ÏÁ, áñ-
ï»Õ ÙÇ³íáñí³Í »Ý Ñ³ÝáõÙ-·áõÙ³ñáõÙÁ ¨ µ³Å³ÝáõÙ-µ³½Ù³å³ïÏáõÙÁ

»Õ³Ý³ÏÁ ·áõÙ³ñáõÙ µ³½Ù³å³ïÏáõÙ

I 1
3
n3 + 1

2
n2 ¡ 5

6
n 1

3
n3 + 1

2
n2 ¡ 5

6
n

II 1
3
n3 + 1

2
n2 ¡ 5

6
n 1

3
n3 + 1

2
n2 ¡ 5

6
n

III n3 ¡ n2 n3 + n2

IV 1
3n

4¡ 1
6n

3¡ 1
3n

2+ 1
6n

1
3n

4+ 1
3n

3+ 2
3n

2¡ 1
3n¡1

²ÕÛáõë³ÏÇó å³ñ½ ¾, áñ III ¨ IV »Õ³Ý³ÏÝ»ñÁ ³ñ¹ÛáõÝ³í»ï ã»Ý:
ºÃ» Ñ³ßíÇ ³éÝ»Ýù Ý³¨ ³ÛÝ Ñ³Ý·³Ù³ÝùÁ, áñ ëáíáñ³µ³ñ ëË³ÉÝ»ñÇ Ïáõ-
ï³ÏáõÙÁ Ñ³Ù»Ù³ï³Ï³Ý ¾ ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ù³Ý³ÏáõÃÛ³ÝÁ, ³å³ Ý³-
ËÁÝïñ»ÉÇ »Ý ¶³áõëÇ ¨ ¶³áõë-Äáñ¹³ÝÇ ³ñï³ùëÙ³Ý »Õ³Ý³ÏÝ»ñÁ: ²Õ-
Ûáõë³ÏÇó »ñ¨áõÙ ¾, áñ ³Ûë Ù»Ãá¹Ý»ñÇ ³ñ¹ÛáõÝ³í»ïáõÃÛáõÝÁ ÝáõÛÝÝ ¾:

àñáß ¹»åù»ñáõÙ, ¶³áõëÇ »Õ³Ý³ÏÇ ÏÇñ³éáõÙÁ Ï³ñáÕ ¾ Ñ³Ý·»óÝ»É
ëË³ÉÝ»ñÇ Ù»Í Ïáõï³ÏÙ³Ý: òáõÛó ï³Ýù, Ã» ÇÝãå»ë Ï³ñ»ÉÇ ¾ ÷áË»É
·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñÇ Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ, áñå»ë½Ç ¶³áõëÇ ³ñï³ùëÙ³Ý
»Õ³Ý³ÏáõÙ Ýí³½»óÝ»Ýù ëË³ÉÝ»ñÇ Ïáõï³ÏáõÙÁ:

úñÇÝ³Ï 248. ¸Çï³ñÏ»Ýù Ñ»ï¨Û³É Ñ³Ù³Ï³ñ·Á

0:00044x1 + 0:0003x2 ¡ 0:0001x3 = 0:00046

4x1 + x2 + x3 = 1:5

3x1 ¡ 9:2x2 ¡ 0:5x3 = ¡8:2 :

Ð³Ù³Ï³ñ·Ç ×ß·ñÇï ÉáõÍáõÙÝ ¾

x1 =
1

4
; x2 = 1; x3 = ¡1

2
:
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ºÃ» Ñ³Ù³Ï³ñ·Á ÉáõÍ»Ýù ¶³áõëÇ »Õ³Ý³Ïáí ¨ ³Ù»Ý ³Ý·³Ù Ãí»ñÁ Ñ³ß-
í»Ýù ëïáñ³Ï»ïÇó Ñ»ïá »ñ»ù ÝÇßÇ ×ßïáõÃÛ³Ùµ, ³å³ Ïëï³Ý³Ýù Ñ»ï¨-
Û³É å³ï³ëË³ÝÁ

x1 = 0:245; x2 = 1:01; x3 = ¡0:492 :

òáõÛó ï³Ýù, Ã» ÇÝãå»ë Ï³ñ»ÉÇ ¾ Ýí³½»óÝ»É ëË³ÉÝ»ñÇ Ïáõï³ÏáõÙÁ: ¸Ç-
ï³ñÏ»Ýù Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ÁÝ¹É³ÛÝí³Í Ù³ïñÇóÁ

0
@

0:00044 0:0003 ¡0:0001 0:00046
4 1 1 1:5
3 ¡9:2 ¡0:5 ¡8:2

1
A :

²é³çÇÝ ëÛ³Ý µ³ó³ñÓ³Ï ³ñÅ»ùáí ³Ù»Ý³Ù»Í ï³ññÁ 4-Ý ¾: î»Õ³÷á-
Ë»Ýù Ù³ïñÇóÇ »ñÏñáñ¹ ¨ ³é³çÇÝ ïáÕ»ñÁ

0
@

4 1 1 1:5
0:00044 0:0003 ¡0:0001 0:00046

3 ¡9:2 ¡0:5 ¡8:2

1
A :

²é³çÇÝ ïáÕÇ µáÉáñ ï³ññ»ñÁ µ³Å³Ý»Ýù 4-Ç

0
@

1 0:25 0:25 0:375
0:00044 0:0003 ¡0:0001 0:00046

3 ¡9:2 ¡0:5 ¡8:2

1
A :

²é³çÇÝ ëÛ³Ý »ñÏñáñ¹ ¨ »ññáñ¹ ï³ññ»ñÁ ¹³ñÓÝ»Ýù ½ñá

0
@

1 0:25 0:25 0:375
0 0:000190 ¡0:00021 0:000295
0 ¡9:95 ¡2:25 ¡9:32

1
A :

ÜÏ³ï»Ýù, áñ »ñÏñáñ¹ ëÛ³Ý »ñÏñáñ¹ ¨ »ññáñ¹ ï³ññ»ñÇó µ³ó³ñÓ³Ï
³ñÅ»ùáí ³Ù»Ý³Ù»ÍÁ¡9:95-Ý ¾: î»Õ³÷áË»Ýù »ñÏñáñ¹ ¨ »ññáñ¹ ïáÕ»ñÁ

0
@

1 0:25 0:25 0:375
0 ¡9:95 ¡2:25 ¡9:32
0 0:000190 ¡0:00021 0:000295

1
A :
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ºñÏñáñ¹ ïáÕÇ µáÉáñ ï³ññ»ñÁ µ³Å³Ý»Ýù ¡9:95-Ç

0
@

1 0:25 0:25 0:375
0 1 0:126 0:937
0 0:000190 ¡0:00021 0:000295

1
A :

ºñÏñáñ¹ ëÛ³Ý í»ñçÇÝ ï³ññÁ ¹³ñÓÝ»Ýù ½ñá

0
@

1 0:25 0:25 0:375
0 1 0:126 0:937
0 0 1 ¡0:5

1
A :

Ð»ï³¹³ñÓ ï»Õ³¹ñáõÙáí Ïëï³Ý³Ýù

x1 = 0:250; x2 = 1:00; x3 = ¡0:492 :

Ð³Ù»Ù³ïáõÃÛáõÝÁ ×ß·ñÇï å³ï³ëË³ÝÇ ¨ Ý³ËÏÇÝáõÙ ëï³óí³Í å³-
ï³ëË³ÝÇ Ñ»ï óáõÛó ¾ ï³ÉÇë, áñ ËÝ¹ÇñÁ ÉáõÍí³Í ¾: ²

´»ñí³Í ûñÇÝ³ÏÁ óáõÛó ¾ ï³ÉÇë, áñ ÙÇ³ÛÝ ½ñáÛ³Ï³Ý ·ÉË³íáñ ï³ñ-
ñ»ñÇó Ëáõë³÷»ÉÁ µ³í³ñ³ñ ã¾: ²ÝÑñ³Å»ßï ¾ Ëáõë³÷»É Ý³¨ Ñ³ñ³-
µ»ñ³Ï³Ýáñ»Ý ÷áùñ ·ÉË³íáñ ï³ññ»ñÇó: ¸ñ³ Ñ³Ù³ñ Ý³ËÁÝïñ»ÉÇ ¾
·ÉË³íáñ ï³ññÇ ÁÝïñáõÃÛ³Ý ï³ñµ»ñ³ÏÁ: êáíáñ³µ³ñ ³é³ÝÓÝ³óíáõÙ
»Ý ·ÉË³íáñ ï³ññÇ ÁÝïñáõÃÛáõÝ Áëï ëÛ³Ý, ïáÕÇ Ï³Ù Ù³ïñÇóÇ:

øÝÝ³ñÏ»Ýù ³ÛÝ ¹»åùÁ, »ñµ ËÝ¹ñÇ Ùáõïù³ÛÇÝ ïíÛ³ÉÝ»ñÁ Ñ³ÛïÝÇ »Ý
ëË³É³ÝùÝ»ñáí: ºÃ» Ùáõïù³ÛÇÝ ïíÛ³ÉÝ»ñÇ ÷áùñ ëË³É³ÝùÝ»ñÇÝ Ñ³Ù³-
å³ï³ëË³ÝáõÙ ¾ ËÝ¹ñÇ ÉáõÍÙ³Ý Ñ³Ù»Ù³ï³µ³ñ ÷áùñ ëË³É³Ýù, ³å³
³ëáõÙ »Ý, áñ ËÝ¹ÇñÁ Ï³ÛáõÝ ¾ Ùáõïù³ÛÇÝ ïíÛ³ÉÝ»ñÇó: ºñµ ËáëùÁ í»ñ³-
µ»ñáõÙ ¾ Ax = b Ñ³Ù³Ï³ñ·ÇÝ, ³å³ ï³ñµ»ñáõÙ »Ý Ï³ÛáõÝáõÃÛáõÝ Áëï
A Ù³ïñÇóÇ ¨ b í»ÏïáñÇ: ¸Çï³ñÏ»Ýù A 2 Cn;n Ù³ïñÇóÇ Ñ³Ï³¹³ñÓÁ
Ñ³ßí»Éáõ ËÝ¹ÇñÁ, »ÝÃ³¹ñ»Éáí, áñ A Ù³ïñÇóÇ ÷áË³ñ»Ý Ñ³ÛïÝÇ ¾ A+
¢A, ¢A 2 Cn;n Ù³ïñÇóÁ, áñï»Õ ¢A-Ý ·ñ·éáõÙÝ ¾: ¸Çóáõù A + ¢A
Ù³ïñÇóÁ Ñ³Ï³¹³ñÓ»ÉÇ ¾: Ð³ßí»Ýù A¡1 ¡ (A+¢A)¡1 ëË³ÉÁ »ÝÃ³¹-
ñ»Éáí, áñ jjA¡1¢Ajj < 1 ÙÇ ÇÝã áñ Ù³ïñÇó³ÛÇÝ ÝáñÙÇ Ñ³Ù³ñ: àõÝ»Ýù

A¡1 ¡ (A+¢A)¡1 = A¡1 ¡ (E +A¡1¢A)¡1A¡1 =

= A¡1 ¡
1X

k=0

(¡1)k(A¡1¢A)kA¡1 =
1X

k=1

(¡1)k+1(A¡1¢A)kA¡1;
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áñï»ÕÇó

jjA¡1 ¡ (A+¢A)¡1jj · jjA¡1jj
1X

k=1

jjA¡1¢Ajjk =

= jjA¡1jj jjA¡1¢Ajj
1¡ jjA¡1¢Ajj :

Ð³Ï³¹³ñÓ Ù³ïñÇóÇ Ñ³ßíÙ³Ý Ñ³ñ³µ»ñ³Ï³Ý ëË³ÉÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ ·ñ»É Ñ»-
ï¨Û³É ï»ëùáí

jjA¡1 ¡ (A+¢A)¡1jj
jjA¡1jj · (jjAjj jjA¡1jj)

1¡ (jjAjj jjA¡1jj) jj¢Ajj
jjAjj

jj¢Ajj
jjAjj : (29)

²Ûë ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ ÑÝ³ñ³íáñáõÃÛáõÝ ¾ ï³ÉÇë Ñ³ßí³ñÏ»É ëï³ó-
í³Í Ñ³Ï³¹³ñÓ Ù³ïñÇóÇ Ñ³ñ³µ»ñ³Ï³Ý ëË³ÉÁ ëÏ½µÝ³Ï³Ý Ù³ïñÇóÇ
û·ÝáõÃÛ³Ùµ:

k(A) = jjAjj jjA¡1jj
ÃÇíÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý A Ù³ïñÇóÇ å³ÛÙ³Ý³íáñí³ÍáõÃÛ³Ý ÃÇí: ºÃ»
det(A) = 0, ³å³ »ÝÃ³¹ñíáõÙ ¾, áñ k(A) = 1: jjAjj`2 ; jjAjj`1 ; jjAjjp
ÝáñÙ»ñÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ å³ÛÙ³Ý³íáñí³ÍáõÃÛ³Ý ÃÇíÁ ÏÁÝÁß³Ý³-
Ï»Ýù` k`2(A); k`1(A); kp(A): ²ÝÏ³Ë Ù³ïñÇó³ÛÇÝ ÝáñÙÇ ÁÝïñáõÃÛáõÝÇó
Ù³ïñÇóÇ å³ÛÙ³Ý³íáñí³ÍáõÃÛ³Ý ÃÇíÁ µ³í³ñ³ñáõÙ ¾ Ñ»ï¨Û³É Ñ³ï-
ÏáõÃÛáõÝÝ»ñÇÝ

k(A) ¸ 1;

k(A¡1) = k(A);

k(AB) · k(A)k(B);

»Ã» A = AT , ³å³

k2(A) =
maxj¸Aj
minj¸Aj

;

»Ã» A-Ý ûñÃá·áÝ³É Ù³ïñÇó ¾, ³å³

k2(A) = 1 :
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ºÃ» k(A) ÃÇíÁ Ù»Í ¾, ³å³ A Ù³ïñÇóÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý í³ï å³ÛÙ³Ý³íáñ-

í³Í Ù³ïñÇó, Ñ³Ï³é³Ï ¹»åùáõÙ` É³í å³ÛÙ³Ý³íáñí³Í Ù³ïñÇó:

(29) ·Ý³Ñ³ï³Ï³ÝÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ ³ñï³·ñ»É ³Ûëå»ë

jjA¡1 ¡ (A+¢A)¡1jj
jjA¡1jj · k(A)

1¡ k(A) jj¢Ajj
jjAjj

jj¢Ajj
jjAjj :

ºÃ» Ù³ïñÇóÁ í³ï å³ÛÙ³Ý³íáñí³Í ¾, ³å³ ”÷áùñ” ·ñ·éáõÙÝ»ñÇ
¹»åùáõÙ ¾É Ñ³Ï³¹³ñÓ Ù³ïñÇóÇ Ñ³ßíÙ³Ý ëË³ÉÁ Ù»Í ¾ ÉÇÝáõÙ:

øÝÝ³ñÏ»Ýù Ax = b Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç Ï³ÛáõÝáõÃÛáõÝÁ Áëï A Ù³ïñÇóÇ ¨
¹Çï³ñÏ»Ýù (A + ¢A)~x = b Ñ³Ù³Ï³ñ·Á, áñï»Õ ~x = x + ¢x: Ð³ßíÇ
³éÝ»Éáí í»ñ¨áõÙ ëï³óí³Í ·Ý³Ñ³ï³Ï³ÝÁ, áõÝ»Ýù

jj¢xjj
jjxjj · jjA¡1¢Ajj

1¡ jjA¡1¢Ajj ·
k(A)

1¡ k(A) jj¢Ajj
jjAjj

jj¢Ajj
jjAjj :

úñÇÝ³Ï 249. ¸Çï³ñÏ»Ýù í³ï å³ÛÙ³Ý³íáñí³Í Ñ³Ù³Ï³ñ·:

x1 + x2 = ¡3

x1 + 1:016x2 = 5;

áñÇ ×ß·ñÇï ÉáõÍáõÙÝ ¾ x1 = ¡503; x2 = 500: ÎÉáñ³óÝ»Ýù 1:016 ÃÇíÁ
ëïáñ³Ï»ïÇó Ñ»ïá »ñÏñáñ¹ ÝÇßÇ ×ßïáõÃÛ³Ùµ ¨ ¹Çï³ñÏ»Ýù

x1 + x2 = ¡3

x1 + 1:02x2 = 5
:

²Ûë Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ÉáõÍáõÙÝ ¾ x1 = ¡403; x2 = 400: êÏ½µÝ³Ï³Ý ïíÛ³ÉÝ»-
ñÇ ÷áùñ ÷á÷áËáõÃÛáõÝÁ (0:004) ³é³ç³óñ»ó å³ï³ëË³ÝÇ ÑëÏ³Û³Ï³Ý
÷á÷áËáõÃáõÝ: ²

ä³ñ½»Ýù, Ã» ÇÝãå»ë »Ý Çñ³ñ Ñ»ï Ï³åí³Í Ù³ïñÇóÇ áñáßÇãÁ ¨
å³ÛÙ³Ý³íáñí³ÍáõÃÛ³Ý ÃÇíÁ:

úñÇÝ³Ï 250. ¸Çï³ñÏ»Ýù Ñ»ï¨Û³É (n£ n) Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇóÁ

An =

0
B@

1 ¡1 ¡1 ¢ ¢ ¢ ¡1
0 1 ¡1 ¢ ¢ ¢ ¡1
0 0 1 ¢ ¢ ¢ ¡1
0 0 0 ¢ ¢ ¢ 1

1
CA :
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âÝ³Û³Í, áñ det(An) = 1, µ³Ûó k1(A) = n2n¡1 ¨ Ù³ïñÇóÇ ã³÷ë»ñÇ
Ù»Í³óÙ³Ý Ñ»ï ÙÇ³ëÇÝ ß³ï ³ñ³· Ù»Í³ÝáõÙ ¾: ê³ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¾, áñ
Anx = b Ñ³Ù³Ï³ñ·Ý áõÝÇ ÙÇ³Ï ÉáõÍáõÙ, ë³Ï³ÛÝ Ù»Í n-ñÇ ¹»åùáõÙ ³Û¹
ÉáõÍáõÙÁ Ï·ïÝíÇ µ³í³Ï³Ý Ù»Í ëË³Éáí: Ø»Í n-ñÇ ¹»åùáõÙ An Ù³ïñÇóÁ
í³ï å³ÛÙ³Ý³íáñí³Í Ù³ïñÇó ¾:²

úñÇÝ³Ï 251. ¸Çï³ñÏ»Ýù Ñ»ï¨Û³É ëÏ³ÉÛ³ñ Ù³ïñÇóÁ

An =

0
BB@

" 0 ¢ ¢ ¢ 0
0 " ¢ ¢ ¢ 0
...
0 0 ¢ ¢ ¢ "

1
CCA :

²Ûë ¹»åùáõÙ det(An) = "n, ë³Ï³ÛÝ kp(An) = 1 : ²
øÝÝ³ñÏ»Ýù Ax = b Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç Ï³ÛáõÝáõÃÛáõÝÁ Áëï b í»ÏïáñÇ ¨

¹Çï³ñÏ»Ýù A~x = b+¢b Ñ³Ù³Ï³ñ·Á, áñï»Õ ~x = x+¢x: àõÝ»Ýù

¢x = A¡1¢b;

áñï»ÕÇó
jj¢xjj · jjA¡1jj jj¢bjj :

ØÛáõë ÏáÕÙÇó
jjbjj · jjAjj jjxjj;

jj¢xjj jjbjj · jjAjj jjA¡1jjjjxjjjj¢bjj;
jj¢xjj
jjxjj · k(A)

jj¢bjj
jjbjj :

535. ¸ÇóáõùA-Ý (m£n) ¨B-Ý (n£p) Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇóÝ»ñ »Ý: Ð³ßí»É, Ã»
ù³ÝÇ ·áõÙ³ñáõÙ-Ñ³ÝáõÙ ¨ µ³½Ù³å³ïÏáõÙ-µ³Å³ÝáõÙ Ïå³Ñ³ÝçíÇ AB
³ñï³¹ñÛ³ÉÁ Ñ³ßí»Éáõ Ñ³Ù³ñ:
536. ¸Çóáõù A-Ý (n£ n) Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇó ¾: Ð³ßí»É, Ã» ù³ÝÇ ·áõÙ³ñáõÙ-
Ñ³ÝáõÙ ¨ µ³½Ù³å³ïÏáõÙ-µ³Å³ÝáõÙ Ïå³Ñ³ÝçíÇAk Ù³ïñÇóÁ Ñ³ßí»Éáõ
Ñ³Ù³ñ:
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537. Ð»ï¨Û³É Ñ³Ù³Ï³ñ·»ñÁ ÉáõÍ»É í»ñ¨áõÙ Ýßí³Í ãáñë ï³ñµ»ñ »Õ³-
Ý³ÏÝ»ñáí: Úáõñ³ù³ÝãÛáõñ ¹»åùáõÙ Ñ³ßí»É Ï³ï³ñí³Í ·áõÙ³ñáõÙ-Ñ³-
ÝáõÙÝ»ñÇ ¨ µ³Å³ÝáõÙ-µ³½Ù³å³ïÏáõÙÝ»ñÇ ù³Ý³ÏáõÃÛáõÝÁ: êï³óí³Í
Ãí»ñÁ Ñ³Ù»Ù³ï»É ³ÕÛáõë³ÏáõÙ Ý»ñÏ³Û³óí³Í Ãí»ñÇ Ñ»ï

³) x1 + x2 = 1 µ) x1 + x2 + x3 = 1

x1 ¡ 2x2 = 4; x1 + 2x23x3 = 2

x1 ¡ x2 ¡ x3 = ¡1:

538. Ð»ï¨Û³É Ñ³Ù³Ï³ñ·»ñÇ Ñ³Ù³ñ ÏñÏÝ»É ûñÇÝ³Ï 248-Á

³) 1:21x+ 16:7y = 28:8 µ) 14:4x¡ 17:1y = 31:5

4:66x+ 64:4y = 111:0; 81:6x¡ 97:4y = 179:0;

·) x+4:01y+0:00445z = 0:00 ¹) 0:007x+61:20y+0:093z = 61:3

¡x¡ 4:00y + 0:00600z = 0:21 4:810x¡ 5:92y + 1:110z = 0:0

2x¡4:05y+0:05000z = ¡0:385; 81:400x+1:12y+1:180z = 83:7 :

539.Ð³ßí»É A Ù³ïñÇóÇ k`2(A); k`1(A); k2(A); kj1(A) å³ÛÙ³Ý³íáñ-
í³ÍáõÃÛ³Ý Ãí»ñÁ

³) A =

0
@

0 0 1
0 1 0
1 1 1

1
A ; µ) A =

0
@

3 0 0
0 2 0
0 0 1

1
A :

540.Ð»ï¨Û³É í³ï å³ÛÙ³Ý³íáñí³Í Ñ³Ù³Ï³ñ·»ñÁ ÉáõÍ»É ¶³áõëÇ ³ñ-
ï³ùëÙ³Ý »Õ³Ý³Ïáí: ´áÉáñ ÙÇç³ÝÏÛ³É ³ñ¹ÛáõÝùÝ»ñÁ ÏÉáñ³óÝ»É ëïá-
ñ³Ï»ïÇó Ñ»ïá »ñ»ù ÝÇßÇ ×ÁßïáõÃÛ³Ùµ: ä³ï³ëË³ÝÝ»ñÁ Ñ³Ù»Ù³ï»É
×ß·ñÇï ÉáõÍáõÙÝ»ñÇ Ñ»ï

³) x+ y = 2 µ) x¡ 800
801

y = 10

x+ 600
601

y = 20; ¡x+ y = 50 :
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MATHEMATICA-Æ ¶ð²¸²ð²Ü

¸Çï³ñÏ»Ýù Ñ»ï¨Û³É A Ù³ïñÇóÁ

In[1]:= A = 881ê2, 0, −.1<, 8.1, .1, 0<, 80, −.1, 0<<;
A êê MatrixForm

Out[2]//MatrixForm=

i
k
jjjjjj

1

2
0 −0.1

0.1 0.1 0

0 −0.1 0

y
{
zzzzzz

¶ïÝ»Ýù A Ù³ïñÇóÇ k2(A) å³ÛÙ³Ý³íáñí³ÍáõÃÛ³Ý ÃÇíÁ Linear` Al-
gebra `MatrixManipulations ÷³Ã»ÃÇ Ññ³Ù³ÝÝ»ñÇ û·ÝáõÃÛ³Ùµ

In[11]:= InverseMatrixNorm@A, 2D Norm@A, 2D
Out[11]= 37.9927

k2(A) ÃÇíÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ ÙÇ³Ý·³ÙÇó Ñ³ßí»É MatrixConditionNumber[A,2]
Ññ³Ù³Ýáí

In[12]:= MatrixConditionNumber@A, 2D
Out[12]= 37.9927

37. Ø²îðÆòÆ LU -ìºðÈàôÌàôÂÚàôÜÀ

øÝÝ³ñÏ»Ýù ·Í³ÛÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇ Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ÉáõÍÙ³Ý áõÕÇÕ Ù»-
Ãá¹Ý»ñÇó Ù»ÏÁ, áñÇ ÑÇÙùáõÙ ÁÝÏ³Í ¾ Ù³ïñÇóÇ LU -í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ:

¸ÇóáõùA-Ý (n£n) Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇó ¾: A Ù³ïñÇóÇLU -í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝ
»Ý ³Ýí³ÝáõÙ

A = LU
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Ý»ñÏ³Û³óáõÙÁ, áñï»Õ L-Á ëïáñÇÝ (Lower) »é³ÝÏÛáõÝ³Ó¨, ÇëÏ U -Ý í»ñÇÝ
(Upper) »é³ÝÏÛáõÝ³Ó¨ Ù³ïñÇóÝ»ñ »Ý:

úñÇÝ³Ï 252. ¸Çóáõù

A =

0
@

1 2 1
2 1 1
1 3 2

1
A :

ÀÝÃ»ñóáÕÇÝ ³é³ç³ñÏáõÙ »Ýù ÇÝùÝáõñáõÛÝ Ñ³Ùá½í»É, áñ ³Ûë ¹»åùáõÙ

L =

0
@

1 0 0
2 1 0
1 ¡1=3 1

1
A ; U =

0
@

1 2 1
0 ¡3 ¡1
0 0 2=3

1
A : ²

¸Çï³ñÏ»Ýù ·Í³ÛÇÝ Ñ³Ýñ³Ñ³ßí³Ï³Ý Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇ Ñ³Ù³Ï³ñ·

Ax = b :

ºÝÃ³¹ñ»Ýù, áñ ÇÝã-áñ »Õ³Ý³Ïáí ·ïÝí»É ¾ A Ù³ïñÇóÇ A = LU í»ñ-
ÉáõÍáõÃÛáõÝÁ: ²Û¹ ¹»åùáõÙ Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ÉáõÍáõÙÁ Ñ³Ù³ñÅ»ù ¾ »é³ÝÏÛáõÝ
Ù³ïñÇóÝ»ñáí »ñÏáõ Ñ³Ù³Ï³ñ·»ñÇ ÉáõÍÙ³Ý

Ly = b Ux = y :

²Ûë Ñ³Ù³Ï³ñ·»ñÇ ÉáõÍáõÙÁ ¹Åí³ñ ã¾ ¨ å³Ñ³ÝçáõÙ ¾ » 2n2 Ãí³µ³-
Ý³Ï³Ý ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñ: ÐÇÙÝ³Ï³Ý ¹Åí³ñáõÃÛáõÝÝ ³Ûëï»Õ ïñí³Í A
Ù³ïñÇóÇ LU -í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ ·ïÝ»ÉÝ ¾:

ÜÏ³ñ³·ñ»Ýù A Ù³ïñÇóÇ LU í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ ·ïÝ»Éáõ ÙÇ »Õ³Ý³Ï:
Î³½Ù»Ýù (AjE) Ñ³Ù³Ïóí³Í Ù³ïñÇóÁ: î³ññ³Ï³Ý ïáÕ³ÛÇÝ Ó¨³÷á-
ËáõÃÛáõÝÝ»ñáí (³é³Ýó ïáÕ»ñÇ ï»Õ³÷áËÙ³Ý) ³ÛÝ µ»ñ»Ýù (U jV )ï»ëùÇ,
»Ã» ¹³ ÑÝ³ñ³íáñ ¾, áñï»Õ U -Ý í»ñÇÝ »é³ÝÏÛáõÝ³Ó¨ Ù³ïñÇó ¾, ÇëÏ
V -Ý` ëïáñÇÝ »é³ÝÏÛáõÝ³Ó¨: ²Ûë Ó¨³÷áËáõÃÛáõÝÁ Ñ³Ù³ñÅ»ù ¾ Ax = b
Ñ³Ù³Ï³ñ·Á Ux = V b Ñ³Ù³Ï³ñ·ÇÝ Ó¨³÷áË»ÉáõÝ: ºÃ» ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ
V -Ç Ñ³Ï³¹³ñÓÁ (ÝáõÛÝå»ë ëïáñÇÝ »é³ÝÏÛáõÝ³Ó¨), ³å³ Ýß³Ý³Ï»Éáí
L = V ¡1, Ïëï³Ý³Ýù å³Ñ³ÝçíáÕ í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ: úñÇÝ³Ïáí óáõÛó
ï³Ýù, Ã» ÇÝãå»ë ÝÏ³ñ³·ñí³Í »Õ³Ý³Ïáí Ï³ñ»ÉÇ ¾ ëï³Ý³É Ù³ïñÇóÇ
LU -í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ ¨ ÉáõÍ»É ·Í³ÛÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇ Ñ³Ù³Ï³ñ·:
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úñÇÝ³Ï 253. ¸Çï³ñÏ»Ýù

A =

0
@

1 2 1
1 3 4
2 7 8

1
A

Ù³ïñÇóÁ: Î³½Ù»Ýù (AjE) Ù³ïñÇóÁ

(AjE) =

0
@

1 2 1 j 1 0 0
2 1 1 j 0 1 0
1 3 2 j 0 0 1

1
A

¨ ³ÛÝ Ó¨³÷áË»Ýù (U jV ) ï»ëùÇ: ºñÏñáñ¹ ïáÕÇó Ñ³Ý»Ýù ³é³çÇÝÁ ¨
í»ñçÇÝ ïáÕÇó Ñ³Ý»Ýù ³é³çÇÝÇ ÏñÏÝ³å³ïÇÏÁ

0
@

1 2 1 j 1 0 0
0 1 3 j ¡1 1 0
0 3 6 j ¡2 0 1

1
A :

ì»ñçÇÝ ïáÕÇó Ñ³Ý»Ýù »ñÏñáñ¹Ç »é³å³ïÇÏÁ
0
@

1 2 1 j 1 0 0
0 1 3 j ¡1 1 0
0 0 ¡3 j 1 ¡3 1

1
A ;

áñï»ÕÇó

U =

0
@

1 2 1
0 1 3
0 0 ¡3

1
A ; V =

0
@

1 0 0
¡1 1 0
1 ¡3 1

1
A :

Üß³Ý³Ï»Éáí L = V ¡1 Ïëï³Ý³Ýù å³Ñ³ÝçíáÕ í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ

L = V ¡1 =

0
@

1 0 0
1 1 0
2 3 1

1
A :

²ÛëåÇëáí

A = LU =

0
@

1 0 0
1 1 0
2 3 1

1
A

0
@

1 2 1
0 1 3
0 0 ¡3

1
A :

363



¸Çï³ñÏ»Ýù Ax = b Ñ³Ù³Ï³ñ·Á, áñï»Õ

A =

0
@

1 2 1
1 3 4
2 7 8

1
A ; b =

0
@

1
2
3

1
A :

Î³ñ»ÉÇ ¾ û·ïí»É ³ñ¹»Ý ëï³óí³Í A = LU í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÇó, ë³Ï³ÛÝ
³í»ÉÇ Ó»éÝïáõ ¾ û·ïí»É Ux = V b Ñ³Ù³Ï³ñ·Çó: ÈáõÍ»Éáí ëï³óí³Í
»é³ÝÏÛáõÝ³Ó¨ Ñ³Ù³Ï³ñ·Á Ïëï³Ý³Ýù

x1 =
7

3
; x2 = ¡1; x3 =

2

3
: ²

àã µáÉáñ Ù³ïñÇóÝ»ñÝ áõÝ»Ý LU í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝ:
úñÇÝ³Ï 254. ºÃ»

A =

µ
0 1
1 0

¶

Ù³ïñÇóÝ áõÝ»Ý³

A = LU =

µ
l11 0
l21 l22

¶µ
u11 u12

0 u22

¶

Ý»ñÏ³Û³óáõÙ, ³å³ l11u11 = 0 å³ÛÙ³ÝÇó ÏÑ»ï¨Ç, áñ L Ï³Ù U Ù³ïñÇó-
Ý»ñÇó áñ¨¾ Ù»ÏÁ Ñ³Ï³¹³ñÓ»ÉÇ ã¾, ÇÝãÁ Ñ³Ï³ëáõÙ ¾ A Ù³ïñÇóÇ Ñ³Ï³-
¹³ñÓ»ÉÇáõÃÛ³ÝÁ:²

Â»áñ»Ù 108. ¸Çóáõù A 2 Mn;n ¨ rang(A) = k: ºÃ»M1;2¢¢¢;j
1;2;¢¢¢;j; j =

1; k ³ÝÏÛáõÝ³ÛÇÝ ÙÇÝáñÝ»ñÁ ½ñáÛÇó ï³ñµ»ñ »Ý, ³å³ A Ù³ïñÇóÇ Ñ³Ù³ñ
ÑÝ³ñ³íáñ ¾ Çñ³Ï³Ý³óÝ»É LU -í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ:

îñí³Í Ù³ïñÇóÁ Ï³ñáÕ ¾ áõÝ»Ý³É LU í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝ, ë³Ï³ÛÝ ãµ³-
í³ñ³ñ»É Ã»áñ»Ù 108-Ç å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇÝ:

úñÇÝ³Ï 255. Ð»ï¨Û³É

A =

µ
0 0
1 2

¶

Ù³ïñÇóÝ áõÝÇ

A =

µ
0 0
1 1

¶µ
1 1
0 1

¶

364



í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝ, ãÝ³Û³Í rang(A) = 1 ¨ A Ù³ïñÇóÇ ³é³çÇÝ ·ÉË³íáñ
ÙÇÝáñÁ ½ñáÛ³Ï³Ý ¾: Î³ñ»ÉÇ ¾ óáõÛó ï³É, áñ ³Ûëï»Õ A = LU í»ñÉáõÍáõÃ-
ÛáõÝÁ ÙÇ³ÏÁ ã¾: ²

²ÛëåÇëáí, ïñí³Í Ù³ïñÇóÁ Ï³ñáÕ ¾ áõÝ»Ý³É Ï³Ù ãáõÝ»Ý³É LU í»ñ-
ÉáõÍáõÃÛáõÝ: àõÝ»Ý³Éáõ ¹»åùáõÙ ¾É ³Û¹ í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ Ï³ñáÕ ¾ ÙÇ³ÏÁ
ãÉÇÝ»É:

Â»áñ»Ù 109. ¸Çóáõù A 2 Mn;n Ù³ïñÇóÁ Ñ³Ï³¹³ñÓ»ÉÇ ¾: A Ù³ï-

ñÇóÝ áõÝÇ LU í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝ ³ÛÝ ¨ ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »Ã»M1;2¢¢¢;j
1;2;¢¢¢;j; j =

1; n ³ÝÏÛáõÝ³ÛÇÝ ÙÇÝáñÝ»ñÁ ½ñáÛ³Ï³Ý ã»Ý: ì»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ ÙÇ³ÏÝ ¾, »Ã»
L Ï³Ù U Ù³ïñÇóÝ»ñÇó Ù»ÏÇ ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ ï³ññ»ñÁ Ù»Ï»ñ »Ý:

úñÇÝ³Ï 253-Ç A Ù³ïñÇóÁ µ³í³ñ³ñáõÙ ¾ Ã»áñ»Ù 109-Ç å³ÛÙ³Ý-
Ý»ñÇÝ:

¶ïÝ»Ýù ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ ³ñï³ùëÙ³Ý ¨ Ù³ïñÇóÇLU -í»ñÉáõÍáõÃ-
Û³Ý Ï³åÁ:

¸Çóáõù x 2 Rm ¨ xk 6= 0: Üß³Ý³Ï»Ýù

¿i =
xi

xk
; i = k + 1;m; t(k) = (0; ¢ ¢ ¢ ; 0| {z }

k

; ¿k+1; ¢ ¢ ¢ ; ¿m)T

¨
Mk = E ¡ t(k)eTk ;

áñï»Õ ek ï³ññÁ Rm ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ïÇå³ÛÇÝ µ³½ÇëÇ k-ñ¹
ï³ññÝ ¾:

Mk Ù³ïñÇóÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý ¶³áõëÇ Ù³ïñÇó, t(k) ï³ññÇ ¿k+1; ¢ ¢ ¢ ;
¿m Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÁ` ¶³áõëÇ µ³½Ù³å³ïÇÏÝ»ñ, ÇëÏ t(k) ï³ññÁ` ¶³áõëÇ
í»Ïïáñ:

Mk Ù³ïñÇóáí Çñ³Ï³Ý³óíáÕ

Mkx =

0
BBBBBBB@

1 ¢ ¢ ¢ 0 0 ¢ ¢ ¢ 0
...
. . .

...
...

...
0 1 0 0
0 ¡¿k+1 1 0
...

...
...
. . .

0 ¡¿m 0 ¢ ¢ ¢ 1

1
CCCCCCCA

0
BBBBBBB@

x1
...
xk

xk+1
...

xm

1
CCCCCCCA

=

0
BBBBBBB@

x1
...
xk

0
...
0

1
CCCCCCCA

Ó¨³÷áËáõÃÛáõÝÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý ¶³áõëÇ Ó¨³÷áËáõÃÛáõÝ:
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ö³ëïáñ»Ý, Ù³ïñÇóÁ ë»Õ³Ý³Ó¨ ï»ëùÇ µ»ñ»ÉÁ` ¶³áõëÇ Ó¨³÷á-
ËáõÃÛáõÝÝ»ñÇ Ñ³çáñ¹³Ï³Ý ÏÇñ³éáõÃÛáõÝÝ ¾:

úñÇÝ³Ï 256. ¶³áõëÇ Ó¨³÷áËáõÃÛ³Ùµ ·ïÝ»É

A =

0
@

2 2 ¡1
4 5 2
¡2 1 2

1
A

Ù³ïñÇóÇ LU í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ:
àõÝ»Ýù

M1 = E¡ t(1)eT1=

0
@

1 0 0
0 1 0
0 0 1

1
A¡

0
@

0
4=2
¡2=2

1
A( 1 0 0 )=

0
@

1 0 0
¡2 1 0
1 0 1

1
A ;

M1A =

0
@

2 2 ¡1
0 1 4
0 3 1

1
A ;

M2 = E¡ t(2)eT2 =

0
@

1 0 0
0 1 0
0 0 1

1
A¡

0
@

0
0
3

1
A ( 0 1 0 ) =

0
@

1 0 0
0 1 0
0 ¡3 1

1
A ;

U = M2M1A =

0
@

2 2 ¡1
0 1 4
0 0 ¡11

1
A :

²Ûëï»ÕÇó

A = M¡1
1 M¡1

2 U = LU; L = M¡1
1 M¡1

2 =

0
@

1 0 0
2 1 0
¡1 3 1

1
A : ²

¸Çóáõù Ã»áñ»Ù 109-Ç å³ÛÙ³ÝÝ»ñÁ µ³í³ñ³ñí³Í »Ý: ê³ Ýß³Ý³ÏáõÙ
¾, áñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý ³ÛÝåÇëÇMk; k = 1; n¡ 1 ¶³áõëÇ Ù³ïñÇóÝ»ñ, áñ

Mn¡1Mn¡2 ¢ ¢ ¢M2A = U
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Ù³ïñÇóÁ í»ñÇÝ »é³ÝÛáõÝ³Ó¨ ¾: ºÃ» ÁÝ¹áõÝ»Ýù, áñ L = M¡1
1 ¢ ¢ ¢M¡1

n¡1,
Ïëï³Ý³Ýù A Ù³ïñÇóÇ LU í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ: ÜÏ³ï»Ýù, áñ ³Ûë »Õ³Ý³-
Ïáí ëï³óí³Í L Ù³ïñÇóÇ ·ÉË³íáñ ³ÝÏÛáõÝ³·ÍÇ ï³ññ»ñÁ Ù»Ï»ñ »Ý,
ÇëÏMk Ù³ïñÇóÇ Ñ³Ï³¹³ñÓÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ Ñ³ßí»É

M¡1
k = E + t(k)eTk

µ³Ý³Ó¨áí:
ºÃ» A Ù³ïñÇóÁ Ñ³Ï³¹³ñÓ»ÉÇ ¾ ¨ Ýñ³ ·ÉË³íáñ ÙÇÝáñÝ»ñÇó áñ¨¾

Ù»ÏÁ ½ñáÛ³Ï³Ý ¾, ³å³ A = LU í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ ÑÝ³ñ³íáñ ã¾ Çñ³Ï³-
Ý³óÝ»É: ê³Ï³ÛÝ ³Û¹ ¹»åùáõÙ Ï³ñ»ÉÇ ¾ ëï³Ý³É ~A Ù³ïñÇóÇ LU í»ñÉáõ-
ÍáõÃÛáõÝÁ, áñÁ ëï³óíáõÙ ¾ A Ù³ïñÇóÇó ïáÕ»ñÇ ï»Õ³÷áËÙ³Ùµ:

ê³ÑÙ³ÝáõÙ 56. P 2 Mn;n Ù³ïñÇóÁ Ï³Ýí³Ý»Ýù ï»Õ³÷áËÙ³Ý

Ù³ïñÇó, »Ã» ³ÛÝ ëï³óíáõÙ ¾ ÙÇ³íáñ Ù³ïñÇóÇó ïáÕ»ñÇ ï»Õ³÷áËÙ³Ùµ:
úñÇÝ³Ï 257. ¸Çóáõù

A =

0
B@

a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34
a41 a42 a43 a44

1
CA ; P =

0
B@

0 0 1 0
0 0 0 1
0 1 0 0
1 0 0 0

1
CA :

P Ù³ïñÇóÁ ï»Õ³÷áËÙ³Ý Ù³ïñÇó ¾, ù³ÝÇ áñ ³ÛÝ ëï³óí»É ¾ ÙÇ³íáñ
Ù³ïñÇóÇ ïáÕ»ñÇ ï»Õ³÷áËáõÙÇó:

ºÃ» P Ù³ïñÇóÁ Ó³ËÇó µ³½Ù³å³ïÏ»Ýù A-ÇÝ, ³å³ A Ù³ïñÇóÇ
ïáÕ»ñÁ Ïï»Õ³÷áËí»Ý ³ÛÝ ÝáõÛÝ Ï³ñ·áí, áñÁ å»ïù ¾ Ï³ï³ñ»É ÙÇ³íáñ
Ù³ïñÇóÇó P -Ý ëï³Ý³Éáõ Ñ³Ù³ñ: ÜÏ³ï»Ýù, áñ P Ù³ïñÇóÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾
ëï³Ý³É Ý³¨ ÙÇ³íáñ Ù³ïñÇóÇ ëÛáõÝ»ñÇ ï»Õ³÷áËÙ³Ùµ: ºÃ» P Ù³ï-
ñÇóÁ ³çÇó µ³½Ù³å³ïÏ»Ýù A Ù³ïñÇóÇÝ, ³å³ ÝáõÛÝ Ï³ñ·áí Ïï»Õ³-
÷áËí»Ý A Ù³ïñÇóÇ ëÛáõÝ»ñÁ

PA =

0
B@

a31 a32 a33 a34
a41 a42 a43 a44
a21 a22 a23 a24
a11 a12 a13 a14

1
CA ; AP =

0
B@

a14 a13 a11 a12
a24 a23 a21 a22
a34 a33 a31 a32
a44 a43 a41 a42

1
CA : ²

Â»áñ»Ù 109. ºÃ» A 2 Mn;n ¨ det(A) 6= 0,³å³ Ï·ïÝíÇ ³ÛÝåÇëÇ
P 2 Mn;n ï»Õ³÷áËÙ³Ý Ù³ïñÇó, áñ

PA = LU :
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úñÇÝ³Ï 258. ¸Çóáõù

A =

0
@

0 ¡2 2
1 2 ¡1
3 5 ¡8

1
A :

A Ù³ïñÇóÇ Ñ³Ù³ñ ÑÝ³ñ³íáñ ã¾ Çñ³Ï³Ý³óÝ»É LU í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝ: î»-
Õ³÷áË»Ýù A-Ç ³é³çÇÝ ¨ »ñÏñáñ¹ ïáÕ»ñÁ

PA =

0
@

0 1 0
1 0 0
0 0 1

1
A

0
@

0 ¡2 2
1 2 ¡1
3 5 ¡8

1
A =

0
@

1 2 ¡1
0 ¡2 2
3 5 ¡8

1
A

¨ ·ïÝ»Ýù ëï³óí³Í Ù³ïñÇóÇ LU í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ

M1 = E¡ t(1)eT1 =

0
@

1 0 0
0 1 0
0 0 1

1
A¡

0
@

0
0
3

1
A ( 1 0 0 ) =

0
@

1 0 0
0 1 0
¡3 0 1

1
A ;

M1PA =

0
@

1 2 ¡1
0 ¡2 2
0 ¡1 ¡5

1
A ; M¡1

1 =

0
@

1 0 0
0 1 0
3 0 1

1
A ;

M2 =

0
@

1 0 0
0 1 0
0 ¡1=2 1

1
A ; M2M1PA =

0
@

1 2 ¡1
0 ¡2 2
0 0 ¡6

1
A ;

M¡1
2 =

0
@

1 0 0
0 1 0
0 1=2 1

1
A :

Ð»ï¨³µ³ñ

L = M¡1
1 M¡1

2 =

0
@

1 0 0
0 1 0
3 1=2 1

1
A ; U =

0
@

1 2 ¡1
0 ¡2 2
0 0 ¡6

1
A ;

PA = LU : ²

368



Â»áñ»Ù 110. ºÃ» A 2 Mn;n, ³å³ Ï·ïÝí»Ý ³ÛÝåÇëÇ P;Q 2 Mn;n

ï»Õ³÷áËÙ³Ý Ù³ïñÇóÝ»ñ, áñ

PAQ = LU :

²Ù÷á÷»Éáí, Ï³ñ»ÉÇ ¾ ³ë»É, áñ ¶³áõëÇ ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ ³ñï³ùë-
Ù³Ý »Õ³Ý³ÏÁ, Áëï ¾áõÃÛ³Ý, LU Ù»Ãá¹ ¾:

541. êïáõ·»É, áñ A Ù³ïñÇóÇ Ñ³Ù³ñ ×Çßï ¾ A = LU í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ,
»Ã»

³) A =

0
@

2 6 2
¡3 ¡8 0
4 9 2

1
A; L =

0
@

2 0 0
¡3 1 0
4 ¡3 7

1
A; U =

0
@

1 3 1
0 1 3
0 0 1

1
A,

µ) A =

0
@

6 ¡2 0
9 ¡1 1
3 7 5

1
A; L =

0
@

6 0 0
9 2 0
3 8 1

1
A; U =

0
@

1 ¡1=3 0
0 1 1=2
0 0 1

1
A:

542. òáõÛó ï³É, áñ A =

µ
0 1
1 0

¶
Ù³ïñÇóÁ ãáõÝÇ LU í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝ:

543. òáõÛó ï³É, áñ »Ã» a 6= 0, ³å³ A =

µ
a b
c d

¶
Ù³ïñÇóÝ áõÝÇ ÙÇ³Ï

LU -í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝ, áñï»Õ L-Ç ·ÉË³íáñ ³ÝÏÛáõÝ³·ÇÍÁ Ï³½Ùí³Í ¾ ÙÇ³ÛÝ
Ù»Ï»ñÇó: ¶ïÝ»É ³Û¹ LU -í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ:
544. ÈáõÍ»É

3x1 ¡ 6x2 ¡ 3x3 = ¡3

2x1 + 6x3 = ¡22

¡4x1 + 7x2 + 4x3 = 3

Ñ³Ù³Ï³ñ·Á, »Ã» Ñ³ÛïÝÇ ¾
0
@

3 ¡6 ¡3
2 0 6
¡4 7 4

1
A =

0
@

3 0 0
2 4 0
¡4 ¡1 2

1
A

0
@

1 ¡2 ¡1
0 1 2
0 0 1

1
A :
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545. ÈáõÍ»É Ñ³Ù³Ï³ñ·Á

³)

µ
2 8
¡1 ¡1

¶µ
x1

x2

¶
=

µ
¡2
¡2

¶
;

µ)

0
@

2 ¡2 ¡2
0 ¡2 2
¡1 5 2

1
A

0
@

x1

x2

x3

1
A =

0
@

¡4
¡2
6

1
A ;

·)

0
@

5 5 10
¡8 ¡7 ¡9
0 4 26

1
A

0
@

x1

x2

x3

1
A =

0
@

0
1
4

1
A ;

¹)

0
B@

¡1 0 1 0
2 3 ¡2 6
0 ¡1 2 0
0 0 1 5

1
CA

0
B@

x1

x2

x3

x4

1
CA =

0
B@

5
¡1
3
7

1
CA :

546. ÈáõÍ»É Ñ³Ù³Ï³ñ·Á

³)

0
B@

1 0 0 0
1 1 0 0
2 0 1 0
1 1 1 1

1
CA

0
B@

3 2 0 4
0 2 1 0
0 0 2 1
0 0 0 1

1
CA

0
B@

x1

x2

x3

x4

1
CA =

0
B@

6
5
4
3

1
CA ;

µ)

0
@

1 0 0
2 1 0
2 2 1

1
A

0
@

2 1 0 1
0 1 1 2
0 0 1 1

1
A

0
@

x1

x2

x3

1
A =

0
@

3
2
1

1
A :

547. Ð³ßí»É Ñ»ï¨Û³É Ù³ïñÇóÝ»ñÇ LU -í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÝ»ñÁ

³)

0
@

1 4 ¡1
2 10 2
1 5 2

1
A ; µ)

0
B@

1 2 0 1
2 3 4 1
1 0 0 4
3 7 3 4

1
CA :

548. öáñÓ»É Ñ³ßí»É A =

0
@

1 1 3
2 2 5
2 1 4

1
A Ù³ïñÇóÇ LU -í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ:

Î³ñ»ÉÇ± ¾ A Ù³ïñÇóÇ ïáÕ»ñÝ ³ÛÝå»ë ÷áË»É, áñ ¹³ ÑÝ³ñ³íáñ ÉÇÝÇ:
549. ú·ïí»Éáí ¶³áõëÇ Ó¨³÷áËáõÃÛáõÝÇó ·ïÝ»É Ñ»ï¨Û³É Ù³ïñÇóÝ»ñÇ
LU í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ
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³) A =

µ
2 1
8 7

¶
; µ) A =

0
@

2 3 3
0 5 7
6 9 8

1
A :

550. îñí³ÍA Ù³ïñÇóÇ Ñ³Ù³ñ ·ïÝ»É Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ýï»Õ³÷áËÙ³Ý
P Ù³ïñÇóÁ ¨ PA Ù³ïñÇóÇ LU í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ

³) A =

µ
0 2
3 5

¶
; µ) A =

µ
0 7
5 3

¶
; ·) A =

0
@

0 5 7
2 3 3
6 9 8

1
A :

MATHEMATICA-Æ ¶ð²¸²ð²Ü

Ü»ñÙáõÍ»Ýù Ñ»ï¨Û³É Ù³ïñÇóÁ

In[1]:= m = 881, 1, 3<, 82, 1, 4<, 82, 2, 5<<;
m êê MatrixForm

Out[2]//MatrixForm=

i
k
jjjj
1 1 3

2 1 4

2 2 5

y
{
zzzz

m Ù³ïñÇóÇ LU -í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ Ñ³ßí»É LUDecomposition[m]
Ññ³Ù³Ýáí

In[3]:= 8lu, p, cn< = LUDecomposition@mD
Out[3]= 8881, 1, 3<, 82, −1, −2<, 82, 0, −1<<, 81, 2, 3<, 1<

êï³óí³Í í»ÏïáñÇ »ñÏñáñ¹ ï³ññÁ óáõÛó ¾ ï³ÉÇë ïáÕ»ñÇ ï»Õ³-
÷áËáõÃÛáõÝÝ»ñÁ: ²Ûë ûñÇÝ³ÏáõÙ ï»Õ³÷áËáÃÛáõÝÝ»ñ ã»Ý Ï³ï³ñí»É: ¸³
Ýß³Ý³ÏáõÙ ¾, áñ ïñí³Í Ù³ïñÇóÝ áõÝÇ LU -í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝ: L ¨ U Ù³ï-
ñÇóÝ»ñÁ í»ñ³Ï³Ý·Ý»Éáõ Ñ³Ù³ñ å»ïù ¾ û·ïí»É Éñ³óáõóÇã LinearAlge-
bra`MatrixManipulation` ÷³Ã»ÃÇ LUMatrices[lu] Ññ³Ù³ÝÇó, áñï»Õ lu-Ý
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³ñ¹»Ý áõÝ»Ýù

In[4]:= << LinearAlgebra`MatrixManipulation`;

8L, U< = LUMatrices@luD;
8"L=" HL êê MatrixFormL, "U=" HU êê MatrixFormL,
"LU=" HL.U êê MatrixFormL<

Out[6]= 9L=
i
k
jjjj
1 0 0

2 1 0

2 0 1

y
{
zzzz, U=

i
k
jjjj
1 1 3

0 −1 −2

0 0 −1

y
{
zzzz, LU=

i
k
jjjj
1 1 3

2 1 4

2 2 5

y
{
zzzz=

¸Çï³ñÏ»Ýù Ñ»ï¨Û³É Ù³ïñÇóÁ, áñÁ Ý³ËÏÇÝÇó ï³ñµ»ñíáõÙ ¾ ïá-
Õ»ñÇ ï»Õ³÷áËáõÃÛ³Ùµ

In[7]:= m = 881, 1, 3<, 82, 2, 5<, 82, 1, 4<<;
m êê MatrixForm

Out[8]//MatrixForm=

i
k
jjjj
1 1 3

2 2 5

2 1 4

y
{
zzzz

Ð³ßí»Ýù LU -í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ

In[9]:= 8lu, p, cn< = LUDecomposition@mD
Out[9]= 8881, 1, 3<, 82, −1, −2<, 82, 0, −1<<, 81, 3, 2<, 1<

êï³óí³Í í»ÏïáñÇ »ñÏñáñ¹ Ïááñ¹ÇÝ³ïÁ óáõÛó ¾ ï³ÉÇë, áñ LU -
í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝ Çñ³Ï³Ý³óÝ»Éáõ Ñ³Ù³ñ ï»Õ³÷áËí»É »Ý »ñÏñáñ¹ ¨ »ñ-
ñáñ¹ ïáÕ»ñÁ: ì»ñ³Ï³Ý·Ý»Ýù L, U , LU Ù³ïñÇóÝ»ñÁ

In[10]:= 8L,U< = LUMatrices@luD;
8"L=" HL êê MatrixFormL,"U=" HU êê MatrixFormL,
"LU=" HL.U êê MatrixFormL<

Out[11]= 9L=
i
k
jjjj
1 0 0

2 1 0

2 0 1

y
{
zzzz, U=

i
k
jjjj
1 1 3

0 −1 −2

0 0 −1

y
{
zzzz, LU=

i
k
jjjj
1 1 3

2 1 4

2 2 5

y
{
zzzz=
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ÆÝãå»ë ï»ëÝáõÙ »Ýù LU Ù³ïñÇóÁ m-Çó ï³ñµ»ñíáõÙ ¾ »ñÏñáñ¹ ¨
»ññáñ¹ ïáÕ»ñÇ ï»Õ³÷áËáõÃÛ³Ùµ:

LU í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ ³é³ÝÓÝ³å»ë Ñ³ñÙ³ñ ¾, »Ã» Ñ³ñÏ³íáñ ¾ ÉáõÍ»É
Ù»Í ù³Ý³ÏáõÃÛ³Ùµ Ñ³Ù³Ï³ñ·»ñ, áñáÝù ï³ñµ»ñíáõÙ »Ý ³ç Ù³ë»ñáí:
¸Çï³ñÏ»Ýù Ñ»ï¨Û³É Ñ³Ù³Ï³ñ·»ñÁ, áñáÝó ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñÇó Ï³½Ùí³Í
Ù³ïñÇóÁ Ý³ËÏÇÝáõÙ ¹Çï³ñÏí³Í m Ù³ïñÇóÝ ¾

mx =

0
@

1
2
3

1
A mx =

0
@

¡1
2
3

1
A mx =

0
@

0
1
4

1
A

Ð³Ù³Ï³ñ·»ñÁ ÉáõÍ»Éáõ Ñ³Ù³ñ Ý³Ë Çñ³Ï³Ý³óíáõÙ ¾ LU -í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝ,
³ÛÝáõÑ»ï¨ LUBackSubstitution Ññ³Ù³ÝÇ û·ÝáõÃÛ³Ùµ Çñ³Ï³Ý³óíáõÙ
¾ Ñ»ïÁÝÃ³ó ï»Õ³¹ñáõÙ

In[12]:= lud = LUDecomposition@mD;
x1 = LUBackSubstitution@lud, 81, 2,3<D;
x2 = LUBackSubstitution@lud, 8−1, 2, 3<D;
x3 = LUBackSubstitution@lud, 80, 1,4<D;
8"x1=" Hx1 êê MatrixFormL,"x2=" Hx2 êê MatrixFormL,
"x3=" Hx3 êê MatrixFormL<

Out[16]= 9x1=
i
k
jjjj
2

−1

0

y
{
zzzz, x2=

i
k
jjjj
8

3

−4

y
{
zzzz, x3=

i
k
jjjj
5

−2

−1

y
{
zzzz=

ÆÑ³ñÏ», ³Ûë ûñÇÝ³ÏÇ Ñ³Ù³ñ, »ñµ Ñ³Ù³Ï³ñ·»ñÁ ÁÝ¹Ñ³Ù»ÝÁ »ñ»ùÝ
»Ý ¨ å³ñáõÝ³ÏáõÙ »Ý ùÇã Ãíáí ³ÝÑ³ÛïÝ»ñ, ³é³ÝÓÝ³å»ë ¾³Ï³Ý ã¾
ÉáõÍÙ³Ý »Õ³Ý³ÏÁ: ê³Ï³ÛÝ LU -í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ Ïµ»ñÇ Å³Ù³Ý³ÏÇ ¾³Ï³Ý
ËÝ³ÛáÕáõÃÛ³Ý, »Ã» Ñ³Ù³Ï³ñ·»ñÁ ß³ï »Ý ¨ å³ñáõÝ³ÏáõÙ »Ý Ù»Í ù³Ý³-
ÏáõÃÛ³Ùµ ³ÝÑ³ÛïÝ»ñ:

38.Ø²îðÆòÆ QR ìºðÈàôÌàôÂÚàôÜÀ

¸Çóáõù A-Ý (n£m) Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇó ¾, n ¸ m, rang(A) = m, ÇëÏ
v1; v2; ¢ ¢ ¢ ; vm-Á A Ù³ïñÇóÇ ëÛáõÝ»ñÝ »Ý: fv1; ¢ ¢ ¢ ; vmg ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë
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Ñ³Ù³ËÙµÇ ÝÏ³ïÙ³Ùµ ÏÇñ³é»Ýù ¶ñ³Ù-ÞÙÇ¹ïÇ ûñÃá·áÝ³É³óÙ³Ý »Õ³-
Ý³ÏÁ, áñÇ ³ñ¹ÛáõÝùáõÙ ëï³óí³Í ûñÃáÝáñÙ³íáñí³Í Ñ³Ù³ËáõÙµÁ Ýß³-
Ý³Ï»Ýù u1; u2; ¢ ¢ ¢ ; um-áí: ºÃ» Q-áí Ýß³Ý³Ï»Ýù u1; ¢ ¢ ¢ ; um ûñÃáÝáñ-
Ù³íáñí³Í ëÛáõÝ»ñ áõÝ»óáÕ Ù³ïñÇóÁ, ÇëÏ R-áí Ó¨³÷áËáõÃÛ³Ý ·áñÍ³-
ÏÇóÝ»ñÇó Ï³½Ùí³Í í»ñÇÝ »é³ÝÏÛáõÝ³Ó¨ Ù³ïñÇóÁ, ³å³ Ï³ñ»ÉÇ ¾ ·ñ»É

A = (v1 v2 ¢ ¢ ¢ vm) =

= (u1 u2 ¢ ¢ ¢um)

0
B@

(v1; u1) (v2; u1) ¢ ¢ ¢ (vm; u1)
0 (v2; u2) ¢ ¢ ¢ (vm; u2)
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
0 0 ¢ ¢ ¢ (vm; um)

1
CA = QR;

A Ù³ïñÇóÇ ëï³óí³Í í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý QR-í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝ

(QTQ = E): ºÃ» m = n, ³å³ Q Ù³ïñÇóÁ ûñÃá·áÝ³É Ù³ïñÇó ¾
(QTQ = QQT = E):

úñÇÝ³Ï 259. Ð»ï¨Û³É Ù³ïñÇóÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñ Çñ³Ï³Ý³óÝ»Ýù QR
í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ

³) A =

0
@

1 1 0
1 2 1
0 0 2

1
A ; µ) A =

0
B@

1 1 0
1 2 1
0 0 2
0 1 0

1
CA :

³) ¸Çï³ñÏ»Ýù Ñ»ï¨Û³É ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë Ñ³Ù³ËáõÙµÁ

v1 =

0
@

1
1
0

1
A ; v2 =

0
@

1
2
0

1
A ; v3 =

0
@

0
1
2

1
A :

ÎÇñ³é»Ýù ¶ñ³Ù-ÞÙÇ¹ïÇ ûñÃá·áÝ³É³óÙ³Ý »Õ³Ý³ÏÁ

u1 =

Ãp
2

2
;

p
2

2
; 0

!T

; u2 =

Ã
¡
p
2

2
;

p
2

2
; 0

!T

; u3 = (0; 0; 1)T ;

áñï»ÕÇó

Q = (u1; u2; u3) =

0
BBBB@

p
2
2 ¡

p
2
2 0

p
2
2

p
2
2 0

0 0 1

1
CCCCA
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R =

0
@

(v1; u1) (v2; u1) (v3; u1)
0 (v2; u2) (v3; u2)
0 0 (v3; u3)

1
A =

0
@

p
2 3

p
2

2

p
2
2

0
p
2
2

p
2
2

0 0 2

1
A :

ÀÝÃ»ñóáÕÇÝ »Ýù ÃáÕÝáõÙ ëïáõ·áõÙÁ, áñ Q-Ý ûñÃá·áÝ³É Ù³ïñÇó ¾ ¨ A =
QR:

µ) ²Ûë ¹»åùáõÙ

Q =

0
BBBBBBBBB@

p
2
2 ¡ 1p

6
¡ 1p

39

p
2
2

1p
6

1p
39

0 0 2
q

3
13

0
q

2
3 ¡ 1p

39

1
CCCCCCCCCA

; R =

0
BBBB@

p
2 1p

2
+

p
2 1p

2

0
q

3
2

1p
6

0 0
q

13
3

1
CCCCA

:

QTQ = E; QQT 6= E : ²

Â»áñ»Ù 111. ºÃ»A-Ý (n£m) Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇó ¾, n ¸ m ¨ rang(A) =
m; ³å³ A Ù³ïñÇóÇ Ñ³Ù³ñ ï»ÕÇ áõÝÇ A = QR í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ, áñï»Õ
Q-Ý ûñÃáÝáñÙ³íáñí³Í ëÛáõÝ»ñáí Ù³ïñÇó ¾, ÇëÏ R-Á í»ñÇÝ »é³ÝÏÛáõ-
Ý³Ó¨ ¾: ºÃ» m = n, ³å³ Q-Ý ûñÃá·áÝ³É Ù³ïñÇó ¾:

úñÇÝ³Ï 260. QR í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÝ Çñ³Ï³Ý³óÝ»Ýù Ñ»ï¨Û³É A Ù³ï-
ñÇóÇ Ñ³Ù³ñ, áñÇ ëÛáõÝ»ñÁ ·Íáñ»Ý Ï³Ëí³Í »Ý

A =

0
@

1 1 1
2 0 2
1 1 1

1
A :

ÆÝãå»ë ¨ Ý³Ëáñ¹ ûñÇÝ³ÏáõÙ

Q =

0
BBBB@

1p
6

1p
3

0

q
2
3 ¡ 1p

3
0

1p
6

1p
3

0

1
CCCCA

R =

0
BBBB@

p
6

q
2
3

p
6

0 2p
3

0

0 0 1

1
CCCCA

:
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²Ûëï»Õ, ë³Ï³ÛÝ
QTQ 6= E;

ù³ÝÇ áñ Q Ù³ïñÇóÇ ëÛáõÝ»ñÁ ûñÃáÝáñÙ³É ã»Ý: Æñ³íÇ×³ÏÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾
ßïÏ»É, »Ã» ³Ýï»ë»Ýù Q Ù³ïñÇóÇ í»ñçÇÝ ëÛáõÝÁ ¨ R Ù³ïñÇóÇ í»ñçÇÝ
ïáÕÁ

A = ~Q ~R =

0
BBBB@

1p
6

1p
3

q
2
3 ¡ 1p

3

1p
6

1p
3

1
CCCCA

0
@

p
6

q
2
3

p
6

0 2p
3

0

1
A :

²Ûëï»Õ ³ñ¹»Ý
~QT ~Q = E : ²

Ø³ïñÇóÇ QR í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ Ñ³ñÙ³ñ ¾

Ax = b

Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ÉáõÍÙ³Ý Ñ³Ù³ñ: ÆëÏ³å»ë, »ÝÃ³¹ñ»Ýù Ñ³ÛïÝÇ ¾ A = QR
í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ

QRx = b :

²ÛÅÙ Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç »ñÏáõ ÏáÕÙÁ Ó³ËÇó µ³½Ù³å³ïÏ»Ýù QT -áí ¨ Ñ³ßíÇ
³éÝ»Ýù, áñ QTQ = E

Rx = QT b :

²ÛëåÇëáí, »Ã» A Ù³ïñÇóÇ QR í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ Ñ³ÛïÝÇ ¾, ³å³ Ax =
b Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ÉáõÍÙ³Ý µ³ñ¹áõÃÛáõÝÁ Ñ³Ù³ñÅ»ù ¾ »é³ÝÏÛáõÝ³Ó¨ Ñ³Ù³-
Ï³ñ· ÉáõÍ»ÉáõÝ:

úñÇÝ³Ï 261. ÈáõÍ»Ýù Ax = b Ñ³Ù³Ï³ñ·Á, áñï»Õ

A =

0
B@

1 1 0
1 2 1
0 0 2
0 1 0

1
CA ; b =

0
B@

1
1
0
0

1
CA :

Ð³ßíÇ ³éÝ»Éáí í»ñ¨áõÙ ëï³óí³Í A = QR í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ ÏÉáõÍ»Ýù
Rx = QT b »é³ÝÏÛáõÝ³Ó¨ Ñ³Ù³Ï³ñ·Á,áñï»ÕÇó x = (1; 0; 0)T :²
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Ø³ïñÇóÇ QR í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ Ñ³ñÙ³ñ ¾ Ý³¨ Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ³ÝÇë-
Ï³Ï³Ý ÉáõÍáõÙÝ»ñÇ áñáÝÙ³Ý Ñ³Ù³ñ: ¸Çóáõù A = QR í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ
Ñ³ÛïÝÇ ¾ ¨ å³Ñ³ÝçíáõÙ ¾ ·ïÝ»É Ax = b Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ³ÝÇëÏ³Ï³Ý Éáõ-
ÍáõÙÁ: ²ÛëÇÝùÝ Ñ³ñÏ³íáñ ¾ ÉáõÍ»É

ATAx = AT b :
²Ûëï»ÕÇó

RTQTQRx = RTQT b

Ð³ßíÇ ³éÝ»Éáí, áñ QTQ = E; Ïëï³Ý³Ý³ù

RTRx = RTQT b

Ñ³Ù³Ï³ñ·Á: êï³óí³Í Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ÉáõÍáõÙÁ Çñ»ÝÇó ¹Åí³ñáõÃÛáõÝ
ãÇ Ý»ñÏ³Û³óÝáõÙ, ù³ÝÇ áñ R Ù³ïñÇóÁ í»ñÇÝ »é³ÝÏÛáõÝ³Ó¨ ¾:

úñÇÝ³Ï 262. ¶ïÝ»Ýù Ax = b Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ³ÝÇëÏ³Ï³Ý ÉáõÍáõÙÁ,
»Ã»

A =

0
B@

1 1 0
1 2 1
0 0 2
0 1 0

1
CA ; b =

0
B@

1
1
1
1

1
CA :

Ð³ßíÇ ³éÝ»Éáí A = QR í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ Ïëï³Ý³Ýù RTRx = RTQT b
Ñ³Ù³Ï³ñ·Á, áñï»ÕÇó x = (0; 7

13 ;
5
13 )

T : ²
Â»áñ»Ù 112. ¸Çóáõù A-Ý (n £ m) Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇó ¾, n · m ¨

rang(A) = n : ²å³ A Ù³ïñÇóÇ Ñ³Ù³ñ ï»ÕÇ áõÝÇ A = LQ í»ñÉáõ-
ÍáõÃÛáõÝÁ, áñï»Õ Q-Ý ûñÃáÝáñÙ³íáñí³Í ïáÕ»ñáí Ù³ïñÇó ¾, ÇëÏ L-Á
ëïáñÇÝ »é³ÝÏÛáõÝ³Ó¨ ¾: ºÃ» m = n, ³å³ Q-Ý ûñÃá·áÝ³É Ù³ïñÇó ¾:

ÜÏ³ñ³·ñ»Ýù Ù³ïñÇóÇ QR-í»ñÉáõÍáõÃÛ³Ý ëï³óÙ³Ý ¶Çí»ÝëÇ »Õ³-

Ý³ÏÁ:

G(i; k) =

0
BBBBBBBBB@

1 ¢ ¢ ¢ 0 ¢ ¢ ¢ 0 ¢ ¢ ¢ 0
...
. . .

...
...

...
0 ¢ ¢ ¢ c ¢ ¢ ¢ s ¢ ¢ ¢ 0
...

...
. . .

...
...

0 ¢ ¢ ¢ ¡s ¢ ¢ ¢ c ¢ ¢ ¢ 0
...

...
...
. . .

...
0 ¢ ¢ ¢ 0 ¢ ¢ ¢ 0 ¢ ¢ ¢ 1

1
CCCCCCCCCA

i

k

i k
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(n £ n) Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇóÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý ¶Çí»ÝëÇ Ù³ïñÇó, áñï»Õ c =
cos µ; s = sin µ: ²ÏÝÑ³Ûï ¾, áñ ¶Çí»ÝëÇ Ù³ïñÇóÁ ûñÃá·áÝ³É Ù³ïñÇó ¾:

òáõÛó ï³Ýù Ã» ÇÝãå»ë Ï³ñ»ÉÇ ¾ ¶Çí»ÝëÇ Ù³ïñÇóÇ û·ÝáõÃÛ³Ùµ ½ñá-
Û³óÝ»É ïñí³Í í»ÏïáñÇ k-ñ¹ Ïááñ¹ÇÝ³ïÁ: ¸Çóáõù

x =

0
@

x1
...
xn

1
A ; y =

0
@

y1
...
yn

1
A ; y = (G(i; k))Tx :

²Ûëï»ÕÇó

y = (x1; ¢ ¢ ¢ ; xi¡1; cxi¡sxk; xi+1; ¢ ¢ ¢ ; xk¡1; sxi+cxk; xk+1; ¢ ¢ ¢ ; xn)
T :

î»Õ³¹ñ»Éáí

c =
xip

x2
i + x2

k

; s =
¡xkp
x2
i + x2

k

Ïëï³Ý³Ýù, áñ yk = 0:
úñÇÝ³Ï 263. ¸Çóáõù x = (2; 6;¡3)T : ¶Çí»ÝëÇ Ù³ïñÇóÇ û·ÝáõÃ-

Û³Ùµ ½ñáÛ³óÝ»Ýù x ï³ññÇ í»ñçÇÝ Ïááñ¹ÇÝ³ïÁ:
àõÝ»Ýù

k = 3; i = 2; c =
x2p

x2
2 + x2

3

=
6p
45

=
2
p
5

5
; s =

¡x3p
x2
2 + x2

3

=

p
5

5
;

G(2; 3) =

0
@

1 0 0
0 2

p
5

5

p
5
5

0 ¡
p
5
5

2
p
5

5

1
A ; (G(2; 3))T

0
@

2
6
¡3

1
A =

0
@

2
3
p
5

0

1
A : ²

¶Çí»ÝëÇ Ù³ïñÇóÇ û·ÝáõÃÛ³Ùµ Ï³ñ»ÉÇ ¾ ëï³Ý³É ïñí³Í A Ù³ïñÇ-
óÇ QR í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ: ºÃ», ûñÇÝ³Ï A 2 M4;3, ³å³ QR í»ñÉáõÍáõÃÛáõ-
ÝÁ ëï³óíáõÙ ¾ Ñ»ï¨Û³É ëË»Ù³Ûáí

A =

0
B@

£ £ £
£ £ £
£ £ £
£ £ £

1
CA ¡!

(G1(3;4))T

0
B@

£ £ £
£ £ £
£ £ £
0 £ £

1
CA ¡!
(G2(2;3))T
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0
B@

£ £ £
£ £ £
0 £ £
0 £ £

1
CA ¡!

(G3(1;2))T

0
B@

£ £ £
0 £ £
0 £ £
0 £ £

1
CA ¡!

(G4(3;4))T

0
B@

£ £ £
0 £ £
0 £ £
0 0 £

1
CA ¡!

(G5(2;3))T

0
B@

£ £ £
0 £ £
0 0 £
0 0 £

1
CA

¡!
(G6(3;4))T

0
B@

£ £ £
0 £ £
0 0 £
0 0 0

1
CA = R :

²ÛëÇÝùÝ

G6(3; 4))
TG5(2; 3))

TG4(3; 4))
T

G3(1; 2))
TG2(2; 3))

TG1(3; 4))
TA = R :

²Ûëï»ÕÇó, Q ûñÃá·áÝ³É Ù³ïñÇóÁ ÏáõÝ»Ý³ Ñ»ï¨Û³É ï»ëùÁ

Q = G1(3; 4)G2(2; 3)G3(1; 2)G4(3; 4)G5(2; 3)G6(3; 4) :

úñÇÝ³Ï 264. ¶Çí»ÝëÇ Ù³ïñÇóÇ û·ÝáõÃÛ³Ùµ ëï³Ý³É

A =

0
@

2 0 1
6 2 0
¡3 1 ¡1

1
A

Ù³ïñÇóÇ QR í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ:
¼ñáÛ³óÝ»Ýù A Ù³ïñÇóÇ a31 ï³ññÁ: úñÇÝ³Ï 1-Ç Ñ³Ù³Ó³ÛÝ

G1(2; 3) =

0
BBB@

1 0 0

0 2
p
5

5

p
5
5

0 ¡
p
5
5

2
p
5

5

1
CCCA
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¨

A1 = (G1(2; 3))
TA =

0
BBB@

2 0 1

3
p
5 3

5

p
5

p
5
5

0 4
5

p
5 ¡2

5

p
5

1
CCCA :

¼ñáÛ³óÝ»Ýù A1 Ù³ïñÇóÇ a21 ï³ññÁ

c =
2p

4 + 45
=

2

7
; s = ¡3

p
5

7
;

G2(1; 2) =

0
@

2
7

¡3
7

p
5 0

3
7

p
5 2

7 0
0 0 1

1
A ;

A2 = (G2(1; 2))
TA1 =

0
BBB@

7 9
7

5
7

0 6
35

p
5 ¡13

35

p
5

0 4
5

p
5 ¡2

5

p
5

1
CCCA :

¼ñáÛ³óÝ»Ýù A2 Ù³ïñÇóÇ a32 ï³ññÁ

c =
3

205

p
205; s = ¡ 14

205

p
205;

G3(2; 3) =

0
BBB@

1 0 0

0 3
205

p
205 ¡ 14

205

p
205

0 14
205

p
205 3

205

p
205

1
CCCA ;

R = (G3(2; 3))
TA2 =

0
BBB@

7 9
7

5
7

0 2
7

p
41 ¡ 47

287

p
41

0 0 4
41

p
41

1
CCCA :
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¶ïÝ»Ýù Q ûñÃá·áÝ³É Ù³ïñÇóÁ

Q = G1(2; 3)G2(1; 2)G3(2; 3) =

0
BBB@

2
7

¡ 9
287

p
41 6

41

p
41

6
7

22
287

p
41 ¡ 1

41

p
41

¡3
7

38
287

p
41 2

41

p
41

1
CCCA : ²

ÜÏ³ñ³·ñ»Ýù Ù³ïñÇóÇ QR-í»ñÉáõÍáõÃÛ³Ý ëï³óÙ³Ý Ð³áõëÑáÉ¹»ñÇ

»Õ³Ý³ÏÁ:

¸Çóáõù v 2 Rn ¨ v 6= o:

H = E ¡ 2
vvT

(vT ; v)

Ù³ïñÇóÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý Ð³áõëÑáÉ¹»ñÇ Ù³ïñÇó, ÇëÏ v-Ý` Ð³áõëÑáÉ¹»ñÇ í»Ï-

ïáñ:

Ð³áõëÑáÉ¹»ñÇ Ù³ïñÇóÁ ëÇÙ»ïñÇÏ ¾ ¨ ûñÃá·áÝ³É:
Â»áñ»Ù 113. ¸Çóáõù x 2 Rn ¨ v = x § jjxjje1, ³å³ Hx ï³ññÇ

µáÉáñ Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÁ, µ³óÇ ³é³çÇÝÇó, Ñ³í³ë³ñ »Ý ½ñáÛÇ:
úñÇÝ³Ï 265. Ð³áõëÑáÉ¹»ñÇ Ù³ïñÇóÇ û·ÝáõÃÛ³Ùµ ½ñáÛ³óÝ»É x =

(2; 6;¡3)T ï³ññÇ »ñÏñáñ¹ ¨ »ññáñ¹ Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÁ: Ð³Ù³Ó³ÛÝ Ã»á-
ñ»Ù 1-Ç

v = x§ jjxjje1 =

0
@

2
6
¡3

1
A§ 7

0
@

1
0
0

1
A :

²ßË³ï»Ýù + Ýß³Ýáí

v =

0
@

9
6
¡3

1
A ; H = E¡ 2

14

0
@

3
2
¡1

1
A ( 3 2 ¡1 ) =

1

7

0
@

¡2 ¡6 3
¡6 3 2
3 2 6

1
A :

²Ûëï»ÕÇó

Hx =

0
@

¡7
0
0

1
A : ²
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Ð³áõëÑáÉ¹»ñÇ Ù³ïñÇóÇ û·ÝáõÃÛ³Ùµ Ï³ñ»ÉÇ ¾ ëï³Ý³É ïñí³Í Ù³ï-
ñÇóÇ QR í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ: ºÃ», ûñÇÝ³Ï A 2 M5;4, ³å³ QR í»ñÉáõÍáõÃ-
ÛáõÝÁ ëï³óíáõÙ ¾ Ñ»ï¨Û³É »Õ³Ý³Ïáí: ºÝÃ³¹ñ»Ýù, áñ H1; H2 Ð³áõëÑáÉ-
¹»ñÇ Ù³ïñÇóÝ»ñÁ ·ïÝí³Í »Ý ³ÛÝå»ë, áñ

H2H1A =

0
BBB@

£ £ £ £
0 £ £ £
0 0 ­ £
0 0 ­ £
0 0 ­ £

1
CCCA :

¶ïÝ»Ýù H3 Ð³áõëÑáÉ¹»ñÇ Ù³ïñÇóÝ ³ÛÝå»ë, áñ

~H3

0
@

­
­
­

1
A =

0
@

£
0
0

1
A :

Üß³Ý³Ï»Éáí H3 = diag(E; ~H3) Ïëï³Ý³Ýù

H3H2H1A =

0
BBB@

£ £ £ £
0 £ £ £
0 0 £ £
0 0 0 ­
0 0 0 ­

1
CCCA :

¶ïÝ»Ýù ~H4 Ð³áõëÑáÉ¹»ñÇ Ù³ïñÇóÝ ³ÛÝå»ë, áñ

~H4

µ
­
­

¶
=

µ
£
0

¶
:

Üß³Ý³Ï»Éáí H4 = diag(E; ~H4) Ïëï³Ý³Ýù

H4H3H2H1A =

0
BBB@

£ £ £ £
0 £ £ £
0 0 £ £
0 0 0 £
0 0 0 0

1
CCCA = R :
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ÀÝ¹áõÝ»Éáí
Q = H1H2H3H4

Ïëï³Ý³Ýù
QR = H1H2H3H4H4H3H2H1A = A :

úñÇÝ³Ï 266. Ð³áõëÑáÉ¹»ñÇ Ù³ïñÇóÇ û·ÝáõÃÛ³Ùµ ·ïÝ»É

A =

0
@

2 0 1
6 2 0
¡3 ¡1 ¡1

1
A

Ù³ïñÇóÇ QR í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ:
Ü³Ëáñ¹ ûñÇÝ³ÏáõÙ Ù»Ýù ëï³ó»É »Ýù ³ÛÝ H1 Ð³áõëÑáÉ¹»ñÇ Ù³ï-

ñÇóÁ, áñÁ ½ñáÛ³óÝáõÙ ¾ x = (2; 6;¡3)T ï³ññÇ í»ñçÇÝ »ñÏáõ Ïááñ¹Ç-
Ý³ïÝ»ñÁ

H1 =
1

7

0
@

¡2 ¡6 3
¡6 3 2
3 2 6

1
A ; H1A =

1

7

0
@

¡49 ¡15 ¡5
0 4 ¡8
0 ¡2 ¡3

1
A :

¸Çï³ñÏ»Ýù x = (4;¡2)T ï³ññÁ: àõÝ»Ýù

v =

µ
4
¡2

¶
¡
p
20

µ
1
0

¶
=

µ
4¡ 2

p
5

¡2

¶
;

áñï»ÕÇó

~H2 = E ¡ 2
vvT

(vT ; v)
=

p
5

5

µ
2 ¡1
¡1 ¡2

¶
;

H2 = diag(E; ~H2) =

0
BBB@

1 0 0

0 2
p
5

5 ¡
p
5
5

0 ¡
p
5
5 ¡2

p
5

5

1
CCCA ;

R = H2H1A =

0
BBB@

¡7 ¡15
7 ¡5

7

0 2
p
5

7
¡13

p
5

35

0 0 2
p
5

5

1
CCCA ;
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Q = H1H2 =

p
5

30

0
@

¡2
p
5 ¡15 0

¡6
p
5 4 ¡7

3
p
5 ¡2 ¡14

1
A : ²

àñáß Éñ³óáõóÇã å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇ ³éÏ³ÛáõÃÛ³Ý ¹»åùáõÙ QR í»ñÉáõÍáõÃ-
Û³Ý û·ÝáõÃÛ³Ùµ Ï³ñ»ÉÇ ¾ ·ïÝ»É A 2 Mn;n Ù³ïñÇóÇ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ù-
Ý»ñÁ: ¸³ ³ñíáõÙ ¾ ³Ûëå»ë. ·ïÝáõÙ »Ý A Ù³ïñÇóÇ A = QR í»ñÉáõÍáõÃ-
ÛáõÝÁ ¨ Ï³½ÙáõÙ »Ý A1 = RQ Ù³ïñÇóÁ, ·ïÝáõÙ »Ý A1 Ù³ïñÇóÇ A1 =
Q1R1 í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ ¨ Ï³½ÙáõÙ »Ý A2 = R1Q1, ³Ûëå»ë ß³ñáõÝ³Ï»Éáí
Ïëï³Ý³Ýù Ak Ù³ïñÇóÝ»ñÇ Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝ, áñÁ Éñ³óáõóÇã å³Û-
Ù³ÝÝ»ñÇ ¹»åùáõÙ ÏÓ·ïÇ í»ñÇÝ »é³ÝÏÛáõÝ³Ó¨ Ù³ïñÇóÇ, »ñµ k ! 1,
áñÇ ·ÉË³íáñ ³ÝÏÛáõÝ³·ÍÇ ï³ññ»ñÝ ¾É ÏÉÇÝ»Ý A Ù³ïñÇóÇ ë»÷³Ï³Ý
³ñÅ»ùÝ»ñÁ: ²Ûë ³É·áñÇÃÙÁ Ï³ßË³ïÇ, »Ã» ûñÇÝ³Ï, A Ù³ïñÇóÝ áõÝÇ
Çñ³Ï³Ý ¨ Ùá¹áõÉáí Çñ³ñÇó ï³ñµ»ñ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñ:

551. ¶ïÝ»É Ñ»ï¨Û³É Ù³ïñÇóÝ»ñÇ QR í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÝ»ñÁ

³)

0
@

1 1
0 1
1 0

1
A, µ)

0
B@

1 0
0 0
1 1
1 2

1
CA, ·)

0
@

1 0 0
1 1 0
1 1 1

1
A, ¹)

0
B@

1 0 ¡1
1 2 0
1 2 0
1 0 0

1
CA:

552. Ð³ßí»É A Ù³ïñÇóÇ QR-í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ ¨ ÉáõÍ»É Ax = b Ñ³Ù³-
Ï³ñ·Á, »Ã»

³) A =

0
@

1 4 7 10
1 ¡4 ¡3 ¡2
1 2 3 ¡2

1
A ; b =

0
B@

1
1
1
1

1
CA ;

µ) A =

µ
1 ¡1
1 5

¶
; b =

µ
6
12

¶
;

·) A =

µ
3 18
¡4 1

¶
; b =

µ
1
¡3

¶
;

¹) A =

0
@

2 12 14
6 8 7
3 ¡24 ¡7

1
A ; b =

0
@

0
0
¡1

1
A ;
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») A =

0
@

2 3 ¡4
¡1 0 ¡7
2 6 14

1
A ; b =

0
@

¡1
4

¡12

1
A :

553. ¶ïÝ»É A Ù³ïñÇóÇ QR í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ ¨ Ax = b Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç
³ÝÇëÏ³Ï³Ý ÉáõÍáõÙÝ»ñÁ, »Ã»

³) A =

0
B@

6 10 9
6 ¡14 ¡1
6 4 5
6 4 ¡1

1
CA ; b =

0
B@

1
1
0
1

1
CA ;

µ) A =

0
B@

3 7 9
3 3 5
3 3 ¡1
3 ¡9 ¡1

1
CA ; b =

0
B@

1
¡1
0
2

1
CA ;

·) A =

0
@

2 14
6 0
3 7

1
A ; b =

0
@

1
3
4

1
A :

554. ¶Çí»ÝëÇ Ù³ïñÇóÇ û·ÝáõÃÛ³Ùµ ½ñáÛ³óÝ»É x = (¡3; 1;¡5; 1)T ï³ñ-
ñÇ »ñÏñáñ¹Çó ÙÇÝã¨ ãáññáñ¹ Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÁ:
555. ¶Çí»ÝëÇ Ù³ïñÇóÇ û·ÝáõÃÛ³Ùµ ·ïÝ»É Ñ»ï¨Û³É Ù³ïñÇóÝ»ñÇ QR
í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ

³)

0
@

¡12 1
4 0
3 3

1
A, µ )

µ
¡6 2
8 4

¶
, ·)

0
@

12 ¡3 1
¡3 1 2
4 ¡4=2 ¡1

1
A:

556. Ð³áõëÑáÉ¹»ñÇ Ù³ïñÇóÇ û·ÝáõÃÛ³Ùµ ½ñáÛ³óÝ»É x = (¡3; 1;¡5; 1)T

ï³ññÇ »ñÏñáñ¹Çó ÙÇÝã¨ ãáññáñ¹ Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÁ:
557. Ð³áõëÑáÉ¹»ñÇ Ù³ïñÇóÇ û·ÝáõÃÛ³Ùµ ·ïÝ»É Ñ»ï¨Û³É Ù³ïñÇóÝ»ñÇ
QR í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ

³)

0
@

0 0
1 3
0 2

1
A, µ )

µ
5 9
12 7

¶
, ·)

0
@

3 3 0
3 5 0
0 0 6

1
A:
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558. QR í»ñÉáõÍáõÃÛ³Ý û·ÝáõÃÛ³Ùµ ·ïÝ»É Ñ»ï¨Û³É Ù³ïñÇóÝ»ñÇ ë»÷³-
Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÁ

³)

0
B@

1 2 3 2
5 3 1 8
6 2 8 9
4 2 1 7

1
CA, µ )

0
B@

1 2 3 2
2 2 2 3
3 2 1 1
2 3 1 0

1
CA:

MATHEMATICA-Æ ¶ð²¸²ð²Ü

îñí³Í m Ù³ïñÇóÇ QR í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ Çñ³Ï³Ý³óÝ»É

QRDecomposition[m]

Ññ³Ù³Ýáí, áñÁ í»ñ³¹³ñÓÝáõÙ ¾ »ñÏáõ Ù³ïñÇó` Q ¨ R, áñï»Õ Q-Ý áõÝÇ
ûñÃáÝáñÙ³É ïáÕ»ñ, ÇëÏR-Á í»ñÇÝ »é³ÝÏÛáõÝ³Ó¨ Ù³ïñÇó ¾ ¨m = QTR:
Æñ³Ï³Ý³óÝ»Ýù ³Û¹ Ññ³Ù³ÝÁ Ñ»ï¨Û³É Ù³ïñÇóÇ Ñ³Ù³ñ

In[1]:= mat = 881, 2, 1<, 8−1, 0, 1<, 81, 3, 0<<;
8Q, R< = QRDecomposition@matD;
8Q êê MatrixForm, R êê MatrixForm<

Out[3]= 9

i

k

jjjjjjjjjjjjjjjjjjjjj

1"####
3

−
1"####
3

1"####
3

1"######
42

5"######
42

2$%%%%%%%%%2

21

3"######
14

1"######
14

−$%%%%%%%2
7

y

{

zzzzzzzzzzzzzzzzzzzzz

,

i

k

jjjjjjjjjjjjjjjjjjj

è!!!!!
3 2"####

3

+
è!!!!!
3 0

0 $%%%%%%%%%14

3
$%%%%%%%6

7

0 0 2$%%%%%%%2
7

y

{

zzzzzzzzzzzzzzzzzzz
=

êïáõ·»Ýù, áñ Q Ù³ïñÇóÁ ûñÃá·áÝ³É ¾

In[4]:= HQ.Transpose@QD êê SimplifyL �

HTranspose@QD.Q êê SimplifyL == IdentityMatrix@3D
Out[4]= True
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êïáõ·»Ýù å³ï³ëË³ÝÁ

In[5]:= Transpose@QD.R êê Simplify
Out[5]= 881, 2, 1<, 8−1, 0, 1<, 81, 3, 0<<
QR í»ñÉáõÍáõÃÛ³Ý û·ÝáõÃÛ³Ùµ ·ïÝ»Ýù Ñ»ï¨Û³É Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ³ÝÇëÏ³Ï³Ý
ÉáõÍáõÙÁ

2x1 + x2 + 5x3 = 1

¡x1 ¡ 2x2 ¡ x3 = 2

x1 + x2 + 3x3 = 1

3x1 + x2 + 4x3 = ¡1

êïáõ·»Ýù, áñ Ñ³Ù³Ï³ñ·Ý ³ÝÑ³Ù³ï»Õ»ÉÇ ¾

In[6]:= mat = 882, 1, 5<, 8−1, −2, −1<, 81, 1, 3<, 83, 1, 4<<;
b = 81, 2, 1, −1<;
LinearSolve@mat,bD

— LinearSolve ::nosol  :  Linear equation

encountered which has no solution . More…

Out[8]= LinearSolve @882, 1, 5<, 8−1, −2, −1<,
81, 1, 3<, 83, 1, 4<<, 81, 2, 1, −1<D

Ð³Ù³Ï³ñ·Ç ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñÇó Ï³½Ùí³Í Ù³ïñÇóÇ Ñ³Ù³ñ Çñ³Ï³Ý³-
óÝ»Ýù QR í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝ ¨ ÉáõÍ»Ýù Rx = Qb Ñ³Ù³Ï³ñ·Á: Üß»Ýù, áñ
MATHEMATICA ÷³Ã»ÃáõÙ A = QTR ¨ áã Ã» A = QR

In[9]:= 8Q,R< = QRDecomposition@matD;
sol = LinearSolve@R,Q.bD

Out[10]= 9−
110

81
, −

61

81
,
76

81
=
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Ð³ßí»Ýù ÙÇçÇÝ ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ ëË³ÉÁ

In[11]:= HHmat.sol−bL.Hmat.sol −bLL 12 êê N
Out[11]= 0.3849

ÜáõÛÝ ³ÝÇëÏ³Ï³Ý ÉáõÍáõÙÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ ëï³Ý³É ÉáõÍ»ÉáíATAx = AT b
Ñ³Ù³Ï³ñ·Á

In[12]:= LinearSolve@Transpose@matD.mat, Transpose@matD.bD

Out[12]= 9−
110

81
, −

61

81
,
76

81
=

MATHEMATICA-Ç û·ÝáõÃÛ³Ùµ Ñ³ßí»Ýù ïñí³Í A Ù³ïñÇóÇ ë»÷³-
Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÁ ÏÇñ³é»Éáí QR ³É·áñÇÃÙÁ: ¸Çï³ñÏ»Ýù Ñ»ï¨Û³É A
Ù³ïñÇóÁ, áñÇ µáÉáñ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÝ Çñ³ñÇó ï³ñµ»ñ »Ý

In[1]:= A =

i

k
jjjjjj
1 2 3 2
5 3 1 8
6 2 8 9
4 2 1 7

y

{
zzzzzz êê N;

ex = Eigenvalues@AD êê N
Out[2]= 814.9901 , 4.72699 , −1.27955 , 0.562502 <

¶ïÝ»Ýù A Ù³ïñÇóÇ QR í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ ¨ Ï³½Ù»Ýù A1 = RQ
Ù³ïñÇóÁ

In[3]:= 8Q, R< = QRDecomposition@AD;
A1= R.Transpose@QD;
A1êê MatrixForm

Out[5]//MatrixForm=

i
k
jjjjjj

14.3462 −6.35272 1.24433 −9.54546

−0.804349 1.02188 1.59313 −0.492154

3.44872 2.44035 3.1618 0.711779

−0.26508 0.0323244 0.22401 0.47017

y
{
zzzzzz
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¶ïÝ»Ýù A1 Ù³ïñÇóÇQ1R1 í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ ¨ Ï³½Ù»Ýù A2 = R1Q1

Ù³ïñÇóÁ

In[6]:= 8Q1, R1< = QRDecomposition@A1D;
A2= R1.Transpose@Q1D;
A2êê MatrixForm

Out[8]//MatrixForm=

i
k
jjjjjj

15.2496 −2.34981 6.59522 7.39778

0.447856 3.58053 −3.95146 −1.79938

−0.304886 −1.17555 −0.536641 −1.23854

0.0131232 0.0128796 0.189202 0.706538

y
{
zzzzzz

²Ûëå»ë ß³ñáõÝ³Ï»Éáí Ïëï³Ý³Ýù Ù³ïñÇóÝ»ñÇ Ak Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝ,
áñÁ ½áõ·³ÙÇïáõÙ ¾ í»ñÇÝ »é³ÝÏÛáõÝ³Ó¨ Ù³ïñÇóÇ: Ø»ñ ûñÇÝ³ÏáõÙ A22

Ù³ïñÇóÝ áõÝÇ Ñ»ï¨Û³É ï»ëùÁ

In[9]:= Do@8Qk, Rk< = QRDecomposition@AkD;
Ak+1= Rk.Transpose@QkD, 8k, 2, 21<D;

A22êê MatrixForm
Out[10]//MatrixForm=

i

k

jjjjjjjjj

14.9901 −4.40986 5.29842 7.74895

5.37892 × 10−11 4.72699 −2.88671 −2.05347

−1.51736 ×10−22 −8.25689 × 10−12 −1.27955 −1.69819

3.65664 × 10−31 5.85848 × 10−21 1.0638 × 10−8 0.562502

y

{

zzzzzzzzz

A22 Ù³ïñÇóÁ ”Ñ³Ù³ñÛ³” í»ñÇÝ »é³ÝÏÛáõÝ³Ó¨ ¾ ¨ Ýñ³ ·ÉË³íáñ
³ÝÏÛáõÝ³·ÍÇ ï³ññ»ñÁ A Ù³ïñÇóÇ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÇ µ³í³Ï³Ý É³í
Ùáï³íáñáõÃÛáõÝÝ»ñÝ »Ý:

39. ¶Ì²ÚÆÜ Ð²Ø²Î²ð¶ºðÆ ÈàôÌØ²Ü Æîºð²òÆàÜ

ºÔ²Ü²ÎÜºð

ºÃ» n ³ÝÑ³Ûïáí n Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇ ·Í³ÛÇÝ Ñ³Ù³Ï³ñ·áõÙ n >
100, ³å³ áñå»ë Ï³ÝáÝ û·ï³·áñÍáõÙ »Ý Ñ³Ù³Ï³ñ·»ñÇ ÉáõÍÙ³Ý Ùáï³-

íáñ »Õ³Ý³ÏÝ»ñ:
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ÜÏ³ñ³·ñ»Ýù Ú³ÏáµÇÇ Ï³Ù å³ñ½ Çï»ñ³óÇ³ÛÇ »Õ³Ý³ÏÁ: ¸Çï³ñÏ»Ýù
Ñ»ï¨Û³É áñáßí³Í Ñ³Ù³Ï³ñ·Á

a11x1 + a12x2 + ¢ ¢ ¢+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + ¢ ¢ ¢+ a2nxn = b2

...

an1x1 + an2x2 + ¢ ¢ ¢+ annxn = bn

áñï»Õ a11; ¢ ¢ ¢ ; ann ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ ï³ññ»ñÁ ½ñá ã»Ý ¨ ³ÛÝ ³ñï³·ñ»Ýù
Ñ»ï¨Û³É ï»ëùáí

x1 =
1

a11
(b1 ¡ a12x2 ¡ ¢ ¢ ¢ ¡ a1nxn)

x2 =
1

a22
(b2 ¡ a21x2 ¡ ¢ ¢ ¢ ¡ a2nxn)

...

xn =
1

ann
(bn ¡ an1x2 ¡ ¢ ¢ ¢ ¡ annxn)

(30)

Ï³Ù Ù³ïñÇó³ÛÇÝ ï»ëùáí

x = Cx+ f; (31)

áñï»Õ

x =

0
@

x1
...
xn

1
A ; C =

0
BBBBB@

0 ¡a12

a11
¢ ¢ ¢ ¡a1n

a11

¡a21

a22
0 ¢ ¢ ¢ ¡a2n

a22

...
¡ an1

ann
¡ an2

ann
¢ ¢ ¢ 0

1
CCCCCA

; b =

0
B@

b1
a11

...
bn
ann

1
CA :

ä³ñ½ Çï»ñ³óÇ³ÛÇ »Õ³Ý³ÏáõÙ Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç Ùáï³íáñ ÉáõÍáõÙÁ ïñíáõÙ
¾ x(k), k = 0; 1; ¢ ¢ ¢ Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý ï»ëùáí, áñáÝù áñáßíáõÙ »Ý
Ñ»ï¨Û³É Ï»ñå

x(k+1) = Cx(k) + f; k = 0; 1; ¢ ¢ ¢ ; (32)
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áñï»Õ x(0) ï³ññÁ ëÏ½µÝ³Ï³Ý Ùáï³ñÏáõÙÝ ¾: x(k) ï³ññ»ñÝ ³Ýí³ÝáõÙ
»Ý ×ß·ñÇï ÉáõÍÙ³Ý Ùáï³ñÏáõÙÝ»ñ:

Â»áñ»Ù 114. ºÃ» (32) Çï»ñ³óÇáÝ Ù»Ãá¹Á ½áõ·³Ù»ï ¾, ³å³ ³ÛÝ
½áõ·³ÙÇïáõÙ ¾ (30) Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ÉáõÍÙ³ÝÁ:

Â»áñ»Ù 115. ºÃ» (32) Çï»ñ³óÇáÝ Ù»Ãá¹Á ½áõ·³Ù»ï ¾, »Ã» jjCjj <
1: ²Û¹ ¹»åùáõÙ Çï»ñ³óÇáÝ Ù»Ãá¹Á ½áõ·³ÙÇïáõÙ ¾ ×ß·ñÇï ÉáõÍÙ³ÝÁ
»ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý åñá·ñ»ëÇ³ÛÇ ³ñ³·áõÃÛ³Ùµ:

Â»áñ»Ù 116. ºÃ» jjCjj < 1, ³å³ k-ñ¹ Ùáï³ñÏÙ³Ý ëË³É³ÝùÇ
Ñ³Ù³ñ ï»ÕÇ áõÝÇ Ñ»ï¨Û³É ·Ý³Ñ³ï³Ï³ÝÁ

jjx¡ x(k)jj · jjCjjk
1¡ jjBjj jjx

(1) ¡ x(0)jj; k = 1; 2 ¢ ¢ ¢ :

ì»ñçÇÝ Ã»áñ»ÙÁ ³å³ÑáíáõÙ ¾ ³É·áñÇÃÙ³Ï³Ý Ï³Ý·³éÇ Ññ³Ù³ÝÁ:
ºÃ» å³Ñ³ÝçíáõÙ ¾ Ùáï³íáñ ÉáõÍáõÙÁ ·ïÝ»É " ×ßïáõÃÛ³Ùµ, ³å³

k >
ln (M=")

ln(1=jjCjj) ; M =
jjx(1) ¡ x(0)jj

1¡ jjCjj :

úñÇÝ³Ï 267. ¸Çï³ñÏ»Ýù Ñ»ï¨Û³É Ñ³Ù³Ï³ñ·Á

20x1 + x2 ¡ x3 = 17

x1 ¡ 10x2 + x3 = 13

¡x1 + x2 + 10x3 = 18

Ð³Ù³Ï³ñ·Ý ³ñï³·ñ»Ýù Ñ»ï¨Û³É ï»ëùáí

x1 =
17

20
¡ 1

20
x2 +

1

20
x3

x2 = ¡13

10
+

1

10
x1 +

1

10
x3

x3 =
18

10
+

1

10
x1 ¡

1

10
x2 :

î»Õ³¹ñ»Ýù
x1 = 0; x2 = 0; x3 = 0
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¨ Ñ³ßí»Ýù x1; x2; x3 ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ Ýáñ ³ñÅ»ùÝ»ñÁ

x1 = 0:850; x2 = ¡1:3; x3 = 1:8 :

²Ûë åñáó»ëÁ ÏñÏÝ»Ýù ÙÇ ù³ÝÇ ³Ý·³Ù: ²ñ¹ÛáõÝùÝ»ñÁ Ý»ñÏ³Û³óí³Í »Ý
Ñ»ï¨Û³É ³ÕÛáõë³ÏáõÙ, áñï»Õ Ñ³ßí³ñÏÝ»ñÁ Ï³ï³ñí»É »Ý ëïáñ³Ï»ïÇó
Ñ»ïá ÑÇÝ·»ññá¹ ÝÇßÇ ×ßïáõÃÛ³Ùµ: ²ÛëåÇëáí í»ó Ùáï³íáñáõÃÛáõÝÝ»ñÇó
Ñ»ïá ·ïÝí»ó ×ß·ñÇï ÉáõÍáõÙÁ` x1 = 1; x2 = ¡1; x3 = 2, ëïáñ³Ï»ïÇó
Ñ»ïá ÑÇÝ·»ñáñ¹ Ýß³ÝÇ ×ßïáõÃÛ³Ùµ: ²ÝÙÇç³Ï³Ý ëïáõ·áõÙáí Ï³ñ»ÉÇ ¾
Ñ³Ùá½í»É, áñ ³Ûë ¹»åùáõÙ ·ïÝí»É ¾ ×ß·ñÇï ÉáõÍáõÙÁ:

ëÏ½µÝ³Ï³Ý ³é³çÇÝ »ñÏñáñ¹ »ññáñ¹ ãáññáñ¹ ÑÇÝ·»ñáñ¹ í»ó»ñáñ¹

x1 0 0.850 1.005 1.0025 1.0001 0.99997 1.0000
x2 0 -1.3 -1.035 -0.9980 -0.99935 -0.99999 -1.0000
x3 0 1.8 2.015 2.004 2.0000 1.9999 2.0000

²
¸Çï³ñÏ»Ýù ³Ûë »Õ³Ý³ÏÇ Ó¨³÷áËí³Í ï³ñµ»ñ³ÏÁ, áñÝ ³Ýí³ÝáõÙ

»Ý ¶³áõë-¼»Û¹»ÉÇ Çï»ñ³óÇ³ÛÇ »Õ³Ý³Ï: x1; ¢ ¢ ¢ ; xn ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇÝ
ï³Ýù ëÏ½µÝ³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñ, ë³Ï³ÛÝ ¹ñ³Ýù ï»Õ³¹ñ»Ýù ÙÇ³ÛÝ (30) Ñ³-
Ù³Ï³ñ·Ç ³é³çÇÝ Ñ³í³ë³ñÙ³Ý Ù»ç ¨ Ñ³ßí»Ýù x1 ÷á÷áË³Ï³ÝÇ Ýáñ x0

1

³ñÅ»ùÁ: x0
1; x2; x3; ¢ ¢ ¢ ; xn ³ñÅ»ùÝ»ñÁ ï»Õ³¹ñ»Ýù »ñÏñáñ¹ Ñ³í³ë³ñ-

Ù³Ý Ù»ç ¨ Ñ³ßí»Ýù x2 ÷á÷áË³Ï³ÝÇ Ýáñ x0
2 ³ñÅ»ùÁ: x

0
1; x

0
2; x3; ¢ ¢ ¢ ; xn

³ñÅ»ùÝ»ñÁ ï»Õ³¹ñ»Ýù ÙÛáõë Ñ³í³ë³ñÙ³Ý Ù»ç ¨ ³Ûë åñáó»ëÁ ß³ñáõ-
Ý³Ï»Ýù ÙÇÝã¨ í»ñç: ²ÛÝáõÑ»ï¨ åñáó»ëÁ ëÏë»Ýù ÝáñÇó ÙÇÝã¨ ÉáõÍáõÙÁ
ëï³Ý³Ýù å³Ñ³ÝçíáÕ ÝÇß»ñÇ ×ßïáõÃÛ³Ùµ:

úñÇÝ³Ï 268. ¸Çï³ñÏ»Ýù ûñÇÝ³Ï 267-Ç Ñ³Ù³Ï³ñ·Á ¨ ³ÛÝ ÉáõÍ»Ýù
¶³áõë-¼»Û¹»ÉÇ »Õ³Ý³Ïáí: êÏë»Ýù x1 = x2 = x3 = 0 ëÏ½µÝ³Ï³Ý
³ñÅ»ùÝ»ñÇó: ³ñ¹ÛáõÝùÝ»ñÁ Ý»ñÏ³Û³óÝ»Ýù Ñ»ï¨Û³É ³ÕÛáõë³ÏáõÙ, áñï»Õ
Ñ³ßí³ñÏÝ»ñÁ Ï³ï³ñí³Í »Ý ëïáñ³Ï»ïÇó Ñ»ïá ÑÇÝ·»ñáñ¹ ÝÇßÇ
×ßïáõÃÛ³Ùµ

ëÏ½µÝ³Ï³Ý ³é³çÇÝ »ñÏñáñ¹ »ññáñ¹ ãáññáñ¹

x1 0 0.850 1.0111 0.99995 1.0000
x2 0 -1.215 -0.99824 -0.99992 -1.0000
x3 0 2.0065 2.0009 2.0000 2.0000

Ð³Ù»Ù³ïáõÃÛáõÝÁ å³ñ½ Çï»ñ³óÇ³ÛÇ »Õ³Ý³ÏÇ Ñ»ï óáõÛó ¾ ï³ÉÇë,
áñ ¶³áõë-¼»Û¹»ÉÇ »Õ³Ý³ÏÝ ³í»ÉÇ ³ñ³· ¾ ³ßË³ïáõÙ: ²Ûë ¹»åùáõÙ
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×ß·ñÇï ÉáõÍáõÙÁ ëï³óí»ó ãáñë Ùáï³íáñáõÃÛáõÝÝ»ñÇó Ñ»ïá` í»óÇ ÷á-
Ë³ñ»Ý: ²

²å³óáõóí³Í ¾, áñ ó³ÝÏ³ó³Í ëÏ½µÝ³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÇ ¹»åùáõÙ
å³ñ½ Çï»ñ³óÇ³ÛÇ ¨ ¶³áõë-¼»Û¹»ÉÇ »Õ³Ý³ÏÝ»ñÁ ½áõ·³ÙÇïáõÙ »Ý
×ß·ñÇï ÉáõÍÙ³ÝÁ, »Ã»

ja11j > ja12j+ ja13j+ ¢ ¢ ¢+ ja1nj
ja22j > ja21j+ ja23j+ ¢ ¢ ¢+ ja2nj
...

jannj > jan1j+ jan2j+ ¢ ¢ ¢+ jann¡1j :

(33)

úñÇÝ³Ï 269. ¸Çï³ñÏ»Ýù Ñ»ï¨Û³É Ù³ïñÇóÁ
0
@

7 ¡2 3
4 1 ¡6
5 12 ¡4

1
A :

ä³ñ½ ¾, áñ ³Ûë Ù³ïñÇóÁ Ýßí³Í Ñ³ïÏáõÃÛ³Ùµ ûÅïí³Í ã¾, ë³Ï³ÛÝ »Ã»
ï»Õ³÷áË»Ýù »ñÏñáñ¹ ¨ »ññáñ¹ ïáÕ»ñÁ, ³å³ (33) Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÁ Ïí»-
ñ³Ï³Ý·ÝíÇ: ê³ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¾, áñ ëÏ½µÝ³Ï³Ý Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç Ñ³í³ë³ñáõÙ-
Ý»ñÇ ï»Õ»ñÁ ÷áË»Éáí Ï³ñ»ÉÇ ¾ ëï³Ý³É ³ÛÝåÇëÇ Ñ³Ù³Ï³ñ·, áñÇ Ñ³-
Ù³ñ Çï»ñ³óÇáÝ Ù»Ãá¹Ý»ñÁ Ï½áõ·³ÙÇï»Ý: ²

Æï»ñ³óÇáÝ »Õ³Ý³ÏÝ»ñÁ Ñ³ñÙ³ñ ¾ ÏÇñ³é»É Ñ»ï¨Û³É ¹»åù»ñáõÙ
² »Ã» Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñÇó ß³ï»ñÁ ½ñá »Ý (³ëáõÙ »Ý, áñ

Ñ³Ù³Ï³ñ·Á Ýáëñ ¾),
² »Ã» ÉáõÍáõÙÁ Ùáï³íáñ³å»ë Ñ³ÛïÝÇ ¾ ¨ ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ

ëÏ½µÝ³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ ×ß·ñÇï ÉáõÍÙ³ÝÁ Ùáï í»ñóÝ»É,
² »Ã» Ñ³ñÏ³íáñ ¾ ËÝ³Û»É Ñ³Ù³Ï³ñ·ãÇ ÑÇßáÕáõÃÛáõÝÁ:

559. Ð»ï¨Û³É Ñ³Ù³Ï³ñ·»ñÁ ÉáõÍ»É Ú³ÏáµÇÇ ¨ ¶³áõë-¼»Û¹»ÉÇ Çï»ñ³-
óÇáÝ »Õ³Ý³ÏÝ»ñáí: Ð³ßí³ñÏÝ»ñÁ Ï³ï³ñ»É ëïáñ³Ï»ïÇó Ñ»ïá »ñ»ù
ÝÇßÇ ×ßïáõÃÛ³Ùµ: Î³ï³ñ»É ãáñë Çï»ñ³óÇ³ ¨ Ñ³Ù»Ù³ï»É ï³ñµ»ñ Ù»-
Ãá¹Ý»ñáí ëï³óí³Í å³ï³ëË³ÝÝ»ñÁ ×ß·ñÇï ÉáõÍÙ³Ý Ñ»ï: êÏë»É x1 =
x2 = 0 ëÏ½µÝ³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÇó
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³) 2x1 + x2 = 7 µ) 3x1 ¡ x2 = 5
x1 ¡ 2x2 = 1; 2x1 + 3x2 = ¡4;

·) 5x1 ¡ 2x2 = ¡13 ¹) 4x1 + 0:1x2 = 0:2
x1 + 7x2 = ¡10; 0:3x1 + 0:7x2 = 1:4 :

560. ä³ñ½»É, Ã» Ñ»ï¨Û³É Ù³ïñÇóÝ»ñÇó, á±ñÝ ¾ µ³í³ñ³ñáõÙ (33) å³Û-
Ù³ÝÇÝ

³)

µ
2 1
¡1 4

¶
, µ)

µ
3 ¡5
1 2

¶
, ·)

0
@

6 0 1
3 5 3
0 0 1

1
A:

561. ¸Çï³ñÏ»É
x1 + 3x2 = 4

x1 ¡ x2 = 0

Ñ³Ù³Ï³ñ·Á ¨ óáõÛó ï³É, áñ Ú³ÏáµÇÇ Ù»Ãá¹Á ï³ñ³ÙÇïáõÙ ¾: Ð³Ù³Ï³ñ-
·Ç Ù³ïñÇóÁ µ³í³ñ³ñáõ±Ù ¾ (33) å³ÛÙ³ÝÇÝ:
562. òáõÛó ï³É, áñ Ñ»ï¨Û³É Ñ³Ù³Ï³ñ·»ñÁ ã»Ý µ³í³ñ³ñáõÙ (33) å³ÛÙ³-
ÝÇÝ, ë³Ï³ÛÝ ãÝ³Û³Í ³Û¹ Ñ³Ý·³Ù³ÝùÇÝ Ú³ÏáµÇÇ ¨ ¶³áõë-¼»Û¹»ÉÇ »Õ³-
Ý³ÏÝ»ñÁ ½áõ·³ÙÇïáõÙ »Ý, »Ã» áñå»ë ëÏ½µÝ³Ï³Ý Ùáï³ñÏáõÙ í»ñóÝ»Ýù
(x1; ¢ ¢ ¢ ; xn)

T = (0; ¢ ¢ ¢ ; 0)T

³) ¡4x1 + 5x2 = 1 µ) 4x1 + 2x2 ¡ 2x3 = 0
x1 + 2x2 = 3; x1 ¡ 3x2 ¡ x3 = 7

3x1 ¡ x2 + 4x3 = 5 :

40. êºö²Î²Ü ²ðÄºøÜºðÆ Ð²ÞìØ²Ü Øàî²ìàð

ºÔ²Ü²ÎÜºð

¸Çóáõù A-Ý (n £ n) Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇó ¾: Üñ³ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÁ
Ñ³ßí»Éáõ Ñ³Ù³ñ å»ïù ¾ ·ïÝ»É

¸n + cn¡1¸
n¡1 + cn¡2¸

n¡2 + ¢ ¢ ¢+ c0 = 0

µÝáõÃ³·ñÇã Ñ³í³ë³ñÙ³Ý ³ñÙ³ïÝ»ñÁ: ê³ µ³í³Ï³Ý ³ßË³ï³ï³ñ ¨
ëË³ÉÝ»ñÇ Ïáõï³ÏÙ³Ý ÝÏ³ïÙ³Ùµ ß³ï ½·³ÛáõÝ ËÝ¹Çñ ¾ ¨ ³Û¹ å³ï×³-
éáí ó³ÝÏ³ÉÇ ¾ ßñç³Ýó»É ³ñÙ³ïÝ»ñÇ ³ÝÙÇç³Ï³Ý Ñ³ßíÙ³Ý ËÝ¹ÇñÁ:

394



ê³ÑÙ³ÝáõÙ 57. ¸Çóáõù A-Ý (n£ n) Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇó ¾ ¨ ¸1; ¢ ¢ ¢ ; ¸n

Ýñ³ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÝ »Ý: ¸1 ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý
·»ñ³ÏßéáÕ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ù, »Ã»

j¸1j > j¸kj; k = 2; ¢ ¢ ¢ ; n :

¶»ñ³ÏßéáÕ ë»÷³Ï³Ý³ñÅ»ùÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ ë»÷³Ï³Ý í»ÏïáñÝ
³Ýí³ÝáõÙ »Ý ·»ñ³ÏßéáÕ ë»÷³Ï³Ý í»Ïïáñ:

àã µáÉáñ Ù³ïñÇóÝ»ñÝ áõÝ»Ý ·»ñ³ÏßéáÕ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ù: úñÇÝ³Ï
µ
1 0
0 ¡1

¶

Ù³ïñÇóÇ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÇ ¸1 = 1; ¸2 = ¡1 Ñ³Ù³ñ áõÝ»Ýù j¸1j =
j¸2j: ÜÙ³Ý³å»ë 0

@
2 0 0
0 2 0
0 0 1

1
A

Ù³ïñÇóÇ ¸1 = ¸2 = 2; ¸3 = 1 ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÇ Ù»ç ÝáõÛÝå»ë ãÏ³
·»ñ³ÏßéáÕ:

úñÇÝ³Ï 270. ¶ïÝ»Ýù

A =

µ
2 ¡12
1 ¡5

¶

Ù³ïñÇóÇ ·»ñ³ÏßéáÕ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ áõ í»ÏïáñÁ:
´ÝáõÃ³·ñÇã Ñ³í³ë³ñÙ³Ý ³ñÙ³ïÝ»ñÝ »Ý ¸1 = ¡1 ¨ ¸2 = ¡2:

Ð³Ù³Ó³ÛÝ ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý ·»ñ³ÏßéáÕ ¾ ¸1 = ¡2-Á: Üñ³Ý Ñ³Ù³å³ï³ë-
Ë³ÝáÕ ë»÷³Ï³Ý í»ÏïáñÝ»ñÝ »Ý

x = t

µ
3
1

¶
; t 6= 0 : ²

ÜÏ³ñ³·ñ»Ýù ·»ñ³ÏßéáÕ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ áõ ë»÷³Ï³Ý í»ÏïáñÁ
Ñ³ßí»Éáõ ³ëïÇ×³Ý³ÛÇÝ »Õ³Ý³ÏÁ: ÆÝãå»ë ¨ Ú³ÏáµÇÇ ¨ ¶³áõë-¼»Û¹»ÉÇ
»Õ³Ý³ÏÝ»ñÁ ë³ ¨ë Çï»ñ³óÇáÝ »Õ³Ý³Ï ¾: àñå»ë ëÏ½µÝ³Ï³Ý Ùáï³ñ-
ÏáõÙ í»ñóÝ»Ýù ó³ÝÏ³ó³Í x 2 Rn ï³ññ ¨ Ñ³ßí»Ýù Ñ»ï¨Û³É ³ëïÇ×³Ý-
Ý»ñÁ

x1 = Ax0; x2 = Ax1 = A2x0; xk = Axk¡1 = Akx0 :
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xk Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ ·»ñ³ÏßéáÕ ë»÷³Ï³Ý í»ÏïáñÇ Ùáï³ñÏáõÙÝ ¾:
úñÇÝ³Ï 271. ¶ïÝ»Ýù Ý³Ëáñ¹ ûñÇÝ³ÏáõÙ ¹Çï³ñÏí³Í Ù³ïñÇóÇ

·»ñ³ÏßéáÕ ë»÷³Ï³Ý í»ÏïáñÁ: àñå»ë ëÏ½µÝ³Ï³Ý Ùáï³ñÏáõÙ í»ñó-
Ý»Ýù

x0 =

µ
1
1

¶

í»ÏïáñÁ: àõÝ»Ýù

x1 = Ax0 =

µ
¡10
¡4

¶
= ¡4

µ
2:50
1:00

¶

x2 = Ax1 =

µ
28
10

¶
= 10

µ
2:80
1:00

¶

x3 = Ax2 =

µ
¡64
¡22

¶
= ¡22

µ
2:91
1:00

¶

¢ ¢ ¢

x6 = Ax5 =

µ
568
190

¶
= 190

µ
2:99
1:00

¶
:

²Ù»Ý ÙÇ Ñ³çáñ¹ Ùáï³ñÏáõÙÁ ³í»ÉÇ Ù»Í ×ßïáõÃÛ³Ùµ ¾ Ùáï Ý³Ëáñ¹ ûñÇ-
Ý³ÏáõÙ ëï³óí³Í (3; 1)T ë»÷³Ï³Ý í»ÏïáñÇÝ:²

Â»áñ»Ù 117. ºÃ» x-Á A Ù³ïñÇóÇ ë»÷³Ï³Ý í»ÏïáñÝ ¾, ³å³ Ýñ³Ý
Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÁ ïñíáõÙ ¾

¸ =
(Ax; x)

(x; x)

Ñ³ñ³µ»ñáõÃÛ³Ùµ: ²Ûë Ñ³ñ³µ»ñáõÃÛáõÝÁ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý è»É»Ç ³éÝãáõÃÛáõÝ:

è»É»Ç ³éÝãáõÃÛáõÝÁ ÑÝ³ñ³íáñáõÃÛáõÝ ¾ ï³ÉÇë Ý³¨ ëï³Ý³É ·»ñ³-
ÏßéáÕ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇ Ùáï³íáñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ:

úñÇÝ³Ï 272. Ü³Ëáñ¹ ûñÇÝ³ÏáõÙ ëï³ó³Ýù

x6 = 190

µ
2:99
1:00

¶
:
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²Ûëï»ÕÇó x = (2:99; 1:00)T í»ÏïáñÁ ·»ñ³ÏßéáÕ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇ Ùá-
ï³ñÏáõÙÝ ¾: è»É»Ç ³éÝãáõÃÛáõÝÇó áõÝ»Ýù

Ax =

µ
¡6:02
¡2:1

¶
; (Ax; x) = ¡20:0; (x; x) = 9:94; ¸ = ¡2:01;

áñÁ Ù»½ ³ñ¹»Ý Ñ³ÛïÝÇ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇ Ùáï³ñÏáõÙÝ ¾: ²
¸Çï³ñÏ»Ýù ³ëïÇ×³Ý³ÛÇÝ Ù»Ãá¹Ç ÙÇ ÷áùñ Ó¨³÷áËí³Í ï³ñµ»-

ñ³ÏÁ, áñÁ ÑÝ³ñ³íáñáõÃÛáõÝ ¾ ï³ÉÇë Ëáõë³÷»É Ù»Í Ãí»ñÇ Ñ»ï ·áñÍ
áõÝ»Ý³Éáõó:

úñÇÝ³Ï 273. ²ëïÇ×³Ý³ÛÇÝ »Õ³Ý³ÏÁ ÏÇñ³é»Ýù

A =

0
@

1 2 0
¡2 1 2
1 3 1

1
A

Ù³ïñÇóÇ ÝÏ³ïÙ³Ùµ, áñå»ë ëÏ½µÝ³Ï³Ý Ùáï³ñÏáõÙ í»ñóÝ»Éáí x0 =
(1; 1; 1)T í»ÏïáñÁ:

àõÝ»Ýù

x1 = Ax0 =

0
@

3
1
5

1
A :

ì»ñ³ÝáñÙ³íáñ»Ýù x1 í»ÏïáñÁ ³ÛÝ µ³Å³Ý»Éáí 5-Ç

~x1 =

0
@

0:60
0:20
1:00

1
A :

²ÛÝáõÑ»ï¨

x2 = A~x1 =

0
@

1:00
1:00
2:20

1
A :

êï³óí³Í í»ÏïáñÁ µ³Å³Ý»Ýù 2:20-Ç

~x2 =

0
@

0:45
0:45
1:00

1
A :
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²Ûëå»ë ß³ñáõÝ³Ï»áí ÛáÃ»ñáñ¹ Ùáï³ñÏáõÙÇó Ïëï³Ý³Ýù

x =

0
@

0:50
0:50
1:00

1
A :

ú·ï³·áñÍ»Éáí è»É»Ç ³éÝãáõÃÛáõÝÁ

¸ = 3 :

Î³ñ»ÉÇ ¾ ëïáõ·»É, áñ ³Ûë ¹»åùáõÙ ëï³óí»É ¾ ×ß·ñÇï å³ï³ëË³Ý:
Ð»ï³ùñùÇñ ¾, áñ ³ÛÝ Ãí»ñÁ áñáÝó íñ³ Çñ³Ï³Ý³óÝáõÙ ¾ÇÝù µ³Å³ÝáõÙ
¸ = 3 ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇ Ñ³çáñ¹³Ï³Ý Ùáï³ñÏáõÙÝ»ñÝ ¾ÇÝ: ²

Â»áñ»Ù 118. ºÃ» A-Ý (n£n) Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇó ¾ ¨ ³ÛÝ Ï³ñ»ÉÇ ¾ µ»ñ»É
³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ ï»ëùÇ, ³å³ Ï·ïÝíÇ ³ÛÝåÇëÇ x0 ï³ññ, áñÇ Ñ³Ù³ñ

Ax0; A2xo; ¢ ¢ ¢ ; Akx0

Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ A Ù³ïñÇóÇ ·»ñ³ÏßéáÕ ë»÷³Ï³Ý í»ÏïáñÇ
Ùáï³ñÏáõÙÝ ¾ µ³½Ù³å³ïÏÇãÇ ×ßïáõÃÛ³Ùµ:

Ø»Ãá¹Ç ½áõ·³ÙÇïáõÃÛ³Ý Ù³ëÇÝ Ï³ñ»ÉÇ ¾ ³ë»É Ñ»ï¨Û³ÉÁ: ¸Çóáõù A
Ù³ïñÇóÇ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÁ ¹³ë³íáñí³Í »Ý Ñ»ï¨Û³É »Õ³Ý³Ïáí

j¸1j > j¸2j ¸ j¸3j ¸ ¢ ¢ ¢ ¸ j¸nj :

ÆÝãù³Ý j¸2j=j¸1j Ñ³ñ³µ»ñáõÃÛáõÝÁ ÷áùñ ¾ 1-Çó, ³ÛÝù³Ý Ùáï³ñÏáõÙÝ»ñÝ
³í»ÉÇ ³ñ³· »Ý ½áõ·³ÙÇïáõÙ:

ÜÏ³ñ³·ñ»Ýù, Ã» ÇÝãå»ë Ï³ñ»ÉÇ ¾ û·ïí»É ³ëïÇ×³Ý³ÛÇÝ Ù»Ãá¹Çó,
»Ã» ó³ÝÏ³ÝáõÙ »Ýù ·ïÝ»É Ý³¨ áã ·»ñ³ÏßéáÕ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÝ áõ
í»ÏïáñÝ»ñÁ:

Â»áñ»Ù 119. ¸ÇóáõùA-Ý (n£n) Ï³ñ·Ç ëÇÙ»ïñÇÏ Ù³ïñÇó ¾ ¸1; ¢ ¢ ¢ ;
¸n ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñáí: ºÃ» v1-Á ¸1 ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇ ë»÷³Ï³Ý
í»ÏïáñÝ ¾ jjv1jj = 1 å³ÛÙ³ÝÇÝ µ³í³ñ³ñáÕ, ³å³

²B = A¡¸1v1v
T
1 Ù³ïñÇóÝ áõÝÇ 0; ¸2; ¢ ¢ ¢ ; ¸n ë»÷³Ï³Ý³ñÅ»ùÝ»ñ,

² »Ã» v-Ý B Ù³ïñÇóÇ ë»÷³Ï³Ý í»ÏïáñÝ ¾ ¸ 6= 0 ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»-
ùÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ, ³å³ v-Ý Ý³¨ A Ù³ïñÇóÇ ë»÷³Ï³Ý í»ÏïáñÝ
¾` ÝáõÛÝ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ:
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úñÇÝ³Ï 274. Ð»ï¨Û³É

A =

0
@

3 ¡2 0
¡2 3 0
0 0 5

1
A

Ù³ïñÇóÝ áõÝÇ ¸1 = ¸2 = 5; ¸3 = 1 ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñ ¨
v = (¡1; 1; 0)T í»ÏïáñÁ ¸ = 5 ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇ ë»÷³Ï³Ý í»ÏïáñÝ
¾: ÜáñÙ³íáñ»Ýù v í»ÏïáñÁ`

v1 =

0
BBB@

¡ 1p
2

1p
2

0

1
CCCA

¨ Ï³½Ù»Ýù

B = A¡ ¸1v1v
T
1 =

0
BBB@

1
2

1
2 0

1
2

1
2

0

0 0 5

1
CCCA

Ù³ïñÇóÁ: B Ù³ïñÇóÇ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÝ »Ý ¸ = 0; 5; 1 ÇÝãå»ë ¨
åÝ¹áõÙ ¾ñ Ã»áñ»ÙÁ: ´³óÇ ³Û¹ ¸ = 5 ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ë-
Ë³ÝáÕ

x =

0
@

0
0
t

1
A

ë»÷³Ï³Ý í»ÏïáñÁ A Ù³ïñÇóÇ ë»³Ï³Ý í»ÏïáñÝ ¾ ¸ = 5 ³ñÅ»ùÇÝ Ñ³-
Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ: êïáõ·áõÙÁ ÃáÕÝáõÙ »Ýù ÁÝÃ»ñóáÕÇÝ: ²

ä³ñ½ ¾, Ã» ÇÝãå»ë Ï³ñ»ÉÇ ¾ û·ïí»É Ã»áñ»Ù 107-Çó: ºÝÃ³¹ñ»Ýù A
Ù³ïñÇóÇ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÁ Ï³ñ·³íáñí³Í »Ý

j¸1j > j¸2j ¸ j¸3j ¸ ¢ ¢ ¢ ¸ j¸nj :

ÎÇñ³é»Éáí ³ëïÇ×³Ý³ÛÇÝ Ù»Ãá¹ Ï·ïÝ»Ýù ¸1 ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÁ: ²ÛÝáõ-
Ñ»ï¨ Ï³½Ù»Ýù B Ù³ïñÇóÁ, áñÇ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÝ »Ý

j¸2j ¸ j¸3j ¸ ¢ ¢ ¢ ¸ j¸nj > 0 :
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B Ù³ïñÇóÇ ÝÏ³ïÙ³Ùµ ÏÇñ³é»Éáí ³ëï×³Ý³ÛÇÝ Ù»Ãá¹ Ï·ïÝ»Ýù ¸2 ë»-
÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÁ ¨ ³Ûëå»ë ß³ñáõÝ³Ï: ê³Ï³ÛÝ Çñ³Ï³ÝáõÙ ³Ûë »Õ³Ý³Ïáí
ÑÝ³ñ³íáñ ÏÉÇÝÇ ·ïÝ»É ÙÇ³ÛÝ »ñÏáõ Ï³Ù »ñ»ù ë»÷³Ï³Ý í»ÏïáñÝ»ñ áõ
³ñÅ»ùÝ»ñ:

¸Çï³ñÏ»Ýù Ñ³Ï³¹³ñÓ»ÉÇ A Ù³ïñÇó ¨ ÝÏ³ñ³·ñ»Ýù Ã» ÇÝãå»ë
Ï³ñ»ÉÇ ¾ ·ïÝ»É A Ù³ïñÇóÇ Ùá¹áõÉáí ³Ù»Ý³÷áùñ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÁ:
ºÃ»

¸1; ¢ ¢ ¢ ; ¸n

Ãí»ñÁ A Ù³ïñÇóÇ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÝ »Ý, ³å³

1

¸1
; ¢ ¢ ¢ ; 1

¸n

Ãí»ñÁ ÏÉÇÝ»Ý A¡1 Ù³ïñÇóÇ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÁ: ²ÛëÇÝùÝ, »Ã» ³ëïÇ-
×³Ý³ÛÇÝ »Õ³Ý³Ïáí ·ïÝ»Ýù A¡1 Ù³ïñÇóÇ ·»ñ³ÏßéáÕ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»-
ùÁ ¸-Ý, ³å³ 1=¸-Ý ÏÉÇÝÇ A-Ç áñáÝíáÕ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÁ: ²Ûë »Õ³Ý³ÏÝ
³Ýí³ÝáõÙ »Ý Ñ³Ï³¹³ñÓ ³ëïÇ×³Ý³ÛÇÝ »Õ³Ý³Ï:

563. ²ëïÇ×³Ý³ÛÇÝ »Õ³Ý³Ïáí ·ïÝ»É Ñ»ï¨Û³É Ù³ïñÇóÝ»ñÇ ·»ñ³ÏßéáÕ
ë»÷³Ï³Ý í»ÏïáñÝ»ñÝ áõ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÁ: Î³ï³ñ»É ÑÇÝ· Ùáï³ñ-
ÏáõÙ ¨ ëï³óí³Í å³ï³ëË³ÝÁ Ñ³Ù»Ù³ï»É ×ß·ñÇï å³ï³ëË³ÝÇ Ñ»ï:
àñå»ë ëÏ½µÝ³Ï³Ý Ùáï³ñÏáõÙ í»ñóÝ»É x = (1; 1)T í»ÏïáñÁ

³)

µ
2 1
0 ¡7

¶
; µ)

µ
¡1 0
1 6

¶
; ·)

µ
1 ¡4
¡2 8

¶
; ¹)

µ
6 ¡3
¡2 1

¶
:

564. ²ëïÇ×³Ý³ÛÇÝ »Õ³Ý³Ïáí ·ïÝ»É Ñ»ï¨Û³É Ù³ïñÇóÝ»ñÇ ·»ñ³ÏßéáÕ
ë»÷³Ï³Ý í»ÏïáñÝ»ñÝ áõ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÁ: Î³ï³ñ»É ãáñë Ùáï³ñ-
ÏáõÙ ¨ ëï³óí³Í å³ï³ëË³ÝÁ Ñ³Ù»Ù³ï»É ×ß·ñÇï å³ï³ëË³ÝÇ Ñ»ï:
àñå»ë ëÏ½µÝ³Ï³Ý Ùáï³ñÏáõÙ í»ñóÝ»É x = (1; 1; 1)T í»ÏïáñÁ

³)

0
@

3 0 0
1 ¡1 0
0 2 8

1
A ; µ)

0
@

1 2 0
0 ¡7 1
0 0 0

1
A ; ·)

0
@

¡1 ¡6 0
2 7 0
1 2 ¡1

1
A:

400



565. Ð»ï¨Û³É Ù³ïñÇóÝ»ñÁ ãáõÝ»Ý ·»ñ³ÏßéáÕ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ù: ÎÇñ³é»É
³ëïÇ×³Ý³ÛÇÝ »Õ³Ý³ÏÁ x = (1; 1; 1)T ëÏ½µÝ³Ï³Ý Ùáï³ñÏáõÙáí: Î³-
ï³ñ»É ãáñë Ùáï³ñÏáõÙ ¨ Ñ»ï³½áï»É ëï³óí³Í å³ï³ëË³ÝÝ»ñÁ

³)

0
@

1 1 0
3 ¡1 0
0 0 ¡2

1
A ; µ)

0
@

1 2 ¡2
¡2 5 ¡2
¡6 6 ¡3

1
A:

566. ¸Çóáõù

A =

µ
6 2
2 3

¶
:

²ëïÇ×³Ý³ÛÇÝ »Õ³Ý³Ïáí ·ïÝ»É A Ù³ïñÇóÇ ·»ñ³ÏßéáÕ ë»÷³Ï³Ý í»Ï-
ïáñÝ áõ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÁ: àñå»ë ëÏ½µÝ³Ï³Ý Ùáï³ñÏáõÙ í»ñóÝ»É x =
(1; 1)T í»ÏïáñÁ ¨ Ï³ï³ñ»É »ñ»ù Ùáï³ñÏáõÙ: ú·ïí»Éáí Ã»áñ»Ù 107-
Çó ·ïÝ»É ÙÛáõë ë»÷³Ï³Ý í»ÏïáñÁ ¨ ³ñÅ»ùÁ: ¶ïÝ»É ×ß·ñÇï ë»÷³Ï³Ý
³ñÅ»ùÝ»ñÝ áõ í»ÏïáñÝ»ñÁ: Ð³Ù»Ù³ï»É ëï³óí³Í å³ï³ëË³ÝÝ»ñÁ:
567. ¸Çóáõù

A =

µ
¡9 11
¡1 3

¶
:

¶ïÝ»É µáÉáñ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÝ áõ í»ÏïáñÝ»ñÁ ÏÇñ³é»Éáí ³ëïÇ-
×³Ý³ÛÇÝ ¨ Ñ³Ï³¹³ñÓ ³ëïÇ×³Ý³ÛÇÝ Ù»Ãá¹Ý»ñÁ: êÏë»É x = (1; 0)T

í»ÏïáñÇó ¨ Ï³ï³ñ»É ÑÇÝ· Ùáï³ñÏáõÙ:

41. Ø²îðÆòÆ º¼²ÎÆ ²ðÄºøÜºðÆ ìºðÈàôÌàôÂÚàôÜÀ:
Ø²îðÆòÆ äêºì¸àÐ²Î²¸²ðÒÀ

Â»áñ»Ù 120. ºÃ» A 2 Mm;n, ³å³ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý ³ÛÝåÇëÇ

U = (u1 ¢ ¢ ¢ um ) 2 Mm;m; V = ( v1 ¢ ¢ ¢ vn ) 2 Mn;n

ûñÃá·áÝ³É Ù³ïñÇóÝ»ñ, áñ

UTAV = § 2 Mm;n; (A = U§V T ); (34)

áñï»Õ (p = minfm;ng)

§ = (¾ij); ¾ij = 0; i 6= j;
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¾11 ¸ ¾22 ¸ ¢ ¢ ¢ ¸ ¾rr > ¾r+1;r+1 = ¢ ¢ ¢ = ¾p;p = 0 :

ê³ÑÙ³ÝáõÙ 58. (34) í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý A Ù³ïñÇóÇ »½³ÏÇ

³ñÅ»ùÝ»ñÇ í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝ (singular value decomposition): § Ù³ïñÇóÇ ¾i =
¾ii; i = 1; r Ãí»ñÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý A Ù³ïñÇóÇ »½³ÏÇ ³ñÅ»ùÝ»ñ:
Â»áñ»Ù 121. ºÃ» A 2 Mm;n ¨ A = U§V T Ýñ³ »½³ÏÇ ³ñÅ»ùÝ»ñÇ
í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÝ ¾, ³å³

Avi = ¾iui; ATui = ¾ivi; i = 1; p; p = minfm;ng :

jjAjj`2 = ¾2
1 + ¢ ¢ ¢+ ¾2

p; p = minfn;mg;

sup
x6=o

jjAxjj2
jjxjj2

= ¾1; inf
x6=o

jjAxjj2
jjxjj2

= ¾n; m ¸ n;

áñï»Õ

jjxjj2 =
q
x2
1 + ¢ ¢ ¢+ x2

n :

Â»áñ»Ù 122. ºÃ» A 2 Mm;n ¨ A = U§V T Ýñ³ »½³ÏÇ ³ñÅ»ùÝ»ñÇ
í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÝ ¾ ¨

¾1 ¸ ¢ ¢ ¢ ¸ ¾r > ¾r+1 = ¢ ¢ ¢ = ¾p = 0;

³å³
linfu1; ¢ ¢ ¢ ; urg = R(A);

linfv1; ¢ ¢ ¢ ; vrg = R(AT );

linfur+1; ¢ ¢ ¢ ; umg = N (AT );

linfvr+1; ¢ ¢ ¢ ; vng = N (A);

rang(A) = r :

Â»áñ»Ù 123. ºÃ» A 2 Mm;n ¨ A = U§V T Ýñ³ »½³ÏÇ ³ñÅ»ùÝ»ñÇ
í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÝ ¾, ³å³ U 2 Mm;m Ù³ïñÇóÇ ëÛáõÝ»ñÁ AAT Ù³ïñÇóÇ
ÝáñÙ³íáñí³Í ë»÷³Ï³Ý í»ÏïáñÝ»ñÝ »Ý, ÇëÏ V 2 Mn;n Ù³ïñÇóÇ ëÛáõ-
Ý»ñÁ` ATA-Ç: ATA Ï³Ù AAT Ù³ïñÇóÝ»ñÇ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÇ ù³-
é³ÏáõëÇ ³ñÙ³ïÝ»ñÁ A Ù³ïñÇóÇ »½³ÏÇ ³ñÅ»ùÝ»ñÝ »Ý:

ÜÏ³ñ³·ñ»Ýù ïñí³Í A 2 Mm;n Ù³ïñÇóÇ »½³ÏÇ ³ñÅ»ùÝ»ñÇ í»ñ-
ÉáõÍáõÃÛáõÝÁ ëï³Ý³Éáõ ³É·áñÇÃÙÁ:
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I. ¶ïÝ»É ATA Ù³ïñÇóÇ ¸i ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÁ ¨ ¹ñ³Ýù ¹³ë³íá-
ñ»É Ýí³½Ù³Ý Ï³ñ·áí: ATA Ù³ïñÇóÇ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÁ áã µ³ó³ë³-
Ï³Ý Ãí»ñ »Ý: ¼ñáÛÇó ï³ñµ»ñ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÇ ù³Ý³ÏÁ Ýß³Ý³Ï»Ýù
r-áí: ¶ïÝí³Í ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÇ û·ÝáõÃÛ³Ùµ Ï³½Ù»É § Ù³ïñÇóÁ,
áñï»Õ ¾i =

p
¸i:

II. ¶ïÝ»É ATA Ù³ïñÇóÇ ûñÃáÝáñÙ³É ë»÷³Ï³Ý í»ÏïáñÝ»ñÁ ¨
¹ñ³Ýù ¹³ë³íáñ»É ÝáõÛÝ Ï³ñ·áí ÇÝã ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÝ »Ý ¹³ë³íáñ-
í³Í, Ï³½Ù»Éáí V 2 Mn;n Ù³ïñÇóÁ:

III. ¶ïÝ»É U 2 Mm;m Ù³ïñÇóÇ ³é³çÇÝ r ëÛáõÝ»ñÁ

ui =
1

¾i
Avi

³éÝãáõÃÛáõÝÇó: ØÝ³ó³Ím¡ r ëÛáõÝ»ñÁ ÏÏ³½Ù»Ý linfu1; ¢ ¢ ¢ ; urg ·Í³ÛÇÝ
ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ûñÃá·áÝ³É Éñ³óÙ³Ý ûñÃáÝáñÙ³íáñí³Í µ³½ÇëÁ:

U Ù³ïñÇóÇ ëÛáõÝ»ñÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ ëï³Ý³É ·ïÝ»Éáí Ý³¨AAT Ù³ïñÇóÇ
ûñÃáÝáñÙ³íáñí³Í ë»÷³Ï³Ý í»ÏïáñÝ»ñÁ, ë³Ï³ÛÝ ¹³ ³í»ÉÇ ³ßË³ï³-
ï³ñ »Õ³Ý³Ï ¾:

úñÇÝ³Ï 275. ¶ïÝ»É

A =

0
@

1 1
0 1
1 0

1
A

Ù³ïñÇóÇ »½³ÏÇ ³ñÅ»ùÝ»ñÇ í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ:
I.

ATA =

µ
1 0 1
1 1 0

¶0
@

1 1
0 1
1 0

1
A =

µ
2 1
1 2

¶
:

¶ïÝ»Ýù ATA Ù³ïñÇóÇ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÁ

¯̄
¯̄ 2¡ ¸ 1

1 2¡ ¸

¯̄
¯̄ = (2¡ ¸)2 ¡ 1 = ¸2 ¡ 4¸+ 3 = 0;

áñï»ÕÇó
¸1 = 3; ¸2 = 1
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¨

§ =

0
@

p
3 0
0

p
1

0 0

1
A ; ¾1 =

p
3; ¾2 = 1 :

²Ûë ûñÇÝ³ÏáõÙ r = 2:
II. ¶ïÝ»Ýù ¸1 ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ ÝáñÙ³íáñ-

í³Í ë»÷³Ï³Ý í»ÏïáñÁ

µ
¡1 1
1 ¡1

¶µ
x1

x2

¶
=

µ
0
0

¶
;

áñï»ÕÇó v01 =

µ
1
1

¶
; ÇëÏ ÝáñÙ³íáñ»Éáõó Ñ»ïá v1 =

0
@

1p
2

1p
2

1
A:

¶ïÝ»Ýù ¸2 ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ ÝáñÙ³íáñí³Í
ë»÷³Ï³Ý í»ÏïáñÁ

µ
1 1
1 1

¶µ
x1

x2

¶
=

µ
0
0

¶
;

áñï»ÕÇó

v02 =

µ
1
¡1

¶
; ÇëÏ ÝáñÙ³íáñ»Éáõó Ñ»ïá v1 =

0
@

1p
2

¡ 1p
2

1
A: ²Ûëï»ÕÇó

V = ( v1 v2 ) =

0
@

1p
2

1p
2

1p
2

¡ 1p
2

1
A :

III. ¶ïÝ»Ýù U Ù³ïñÇóÇ ³é³çÇÝ r = 2 ëÛáõÝ»ñÁ

u1 =
1

¾1
Av1 =

1p
3

0
@

1 1
0 1
1 0

1
A

0
@

1p
2

1p
2

1
A =

0
BBBB@

2p
6

1p
6

1p
6

1
CCCCA

;
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u2 =
1

¾2
Av2 =

0
@

1 1
0 1
1 0

1
A

0
@

1p
2

¡ 1p
2

1
A =

0
BBBB@

0

¡ 1p
2

1p
2

1
CCCCA

:

u3 ï³ññÁ ÏÉÇÝÇ linfu1; u2g ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ûñÃá·áÝ³É Éñ³óÙ³Ý ûñÃá-
ÝáñÙ³íáñí³Í µ³½ÇëÁ, ÇëÏ ûñÃá·áÝ³É Éñ³óáõÙÁ ATx = o Ñ³Ù³ë»é
Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ÉáõÍáõÙÝ»ñÇ ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ ¾

AT

0
@

x1

x2

x3

1
A =

0
@

0
0
0

1
A ;

áñï»ÕÇó

u0
3 =

0
@

1
¡1
¡1

1
A ; ÇëÏ ÝáñÙ³íáñ»Éáõó Ñ»ïá u3 =

0
BBBB@

1p
3

¡ 1p
3

¡ 1p
3

1
CCCCA

:

²ñ¹ÛáõÝùáõÙ

U = (u1 u2 u3 ) =

0
BBBB@

2p
6

0 1p
3

1p
6

1p
2

¡ 1p
3

1p
6

¡ 1p
2

¡ 1p
3

1
CCCCA

:

A Ù³ïñÇóÇ »½³ÏÇ ³ñÅ»ùÝ»ñÇ í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÝ ¾

A = U§V T =

0
BBBB@

2p
6

0 1p
3

1p
6

1p
2

¡ 1p
3

1p
6

¡ 1p
2

¡ 1p
3

1
CCCCA

0
@

p
3 0
0

p
1

0 0

1
A

0
@

1p
2

1p
2

1p
2

¡ 1p
2

1
A : ²

úñÇÝ³Ï 276. ¶ïÝ»Ýù
A = ( 2 1 ¡2 )
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Ù³ïñÇóÇ »½³ÏÇ ³ñÅ»ùÝ»ñÇ í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ: I. ¶ïÝ»Ýù ATA Ù³ïñÇóÇ
ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÁ

det(ATA¡ ¸E) = 0 ,

¯̄
¯̄
¯̄
4¡ ¸ 2 ¡4
2 1¡ ¸ ¡2
¡4 ¡2 4¡ ¸

¯̄
¯̄
¯̄ = 0 )

(
¸1 = 9;
¸2 = 0;
¸3 = 0 :

²Ûë ûñÇÝ³ÏáõÙ r = 1 ¨

§ = (3 0 0 ) ; ¾1 = 3 :

II. ¶ïÝ»Ýù ATA Ù³ïñÇóÇ ÝáñÙ³íáñí³Í ë»÷³Ï³Ý í»ÏïáñÝ»ñÁ

¸1 = 9 ) v1 =

0
BBB@

¡2
3

¡1
3

2
3

1
CCCA ;

¸2;3 = 0 ) v2 =

0
BBB@

¡ 1p
5

2p
5

0

1
CCCA ; v3 =

0
BBB@

4
3
p
5

2
3
p
5

p
5
3

1
CCCA :

²Ûëï»ÕÇó

V =

0
BBB@

¡2
3

¡ 1p
5

4
3
p
5

¡1
3

2p
5

2
3
p
5

2
3 0

p
5
3

1
CCCA :

III. ¶ïÝ»Ýù U Ù³ïñÇóÇ ÙÇ³Ï u1 ëÛáõÝÁ

u1 =
1

3
Av1 =

1

3
( 2 1 ¡2 )

0
BBB@

¡2
3

¡1
3

2
3

1
CCCA = (¡1) :
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A Ù³ïñÇóÇ »½³ÏÇ ³ñÅ»ùÝ»ñÇ í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÝ ¾

A = (¡1) ( 3 0 0 )

0
BBBB@

¡2
3 ¡1

3
2
3

1p
5

2p
5

0

4
3
p
5

2
3
p
5

p
5
3

1
CCCCA

: ²

úñÇÝ³Ï 277. ¶ïÝ»Ýù

A =

0
BBB@

2 2 2 2

17
10

1
10

¡17
10

¡ 1
10

3
5

9
5

¡3
5

¡9
5

1
CCCA

Ù³ïñÇóÇ »½³ÏÇ ³ñÅ»ùÝ»ñÇ í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ:
ø³ÝÇ áñ ATA Ù³ïñÇóÁ (4£ 4) Ï³ñ·Ç, ÇëÏ ATA-Ý (3£ 3) Ï³ñ·Ç

Ù³ïñÇóÝ»ñ »Ý, ³å³ ³í»ÉÇ Ñ³ñÙ³ñ ¾ ³ßË³ï»É AAT Ù³ïñÇóáí:
àõÝ»Ýù

AAT =

0
BBB@

16 0 0

0 29
5

12
5

0 12
5

36
5

1
CCCA :

¶ïÝ»Ýù AAT Ù³ïñÇóÇ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÁ ¨ í»ÏïáñÝ»ñÁ

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

16¡ ¸ 0 0

0 29
5 ¡ ¸ 12

5

0 12
5

36
5 ¡ ¸

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
= (16¡ ¸)(36¡ 13¸+ ¸2);

áñï»ÕÇó ¸1 = 16; ¸2 = 9; ¸3 = 4 ¨

§ =

0
@

4 0 0 0
0 3 0 0
0 0 2 0

1
A :
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AAT Ù³ïñÇóÇ ÝáñÙ³íáñí³Í ë»÷³Ï³Ý í»ÏïáñÝ»ñÝ »Ý

¸1 = 16 ) u1 = (1; 0; 0)T ;

¸2 = 9 ) u2 = (0;
3

5
;
4

5
)T ;

¸1 = 16 ) u1 = (0;¡4

5
;
3

5
)T ;

áñï»ÕÇó

U =

0
BBB@

1 0 0

0 3
5

¡4
5

0 4
5

3
5

1
CCCA :

V Ù³ïñÇóÇ ³é³çÇÝ »ñ»ù ëÛáõÝ»ñÁ Ñ³ßí»Ýù vi = ¾¡1
i ATui µ³Ý³Ó¨áí

v1 = (
1

2
;
1

2
;
1

2
;
1

2
)T ; v2 = (

1

2
;
1

2
;¡1

2
;¡1

2
)T ; v3 = (¡1

2
;
1

2
;
1

2
;¡1

2
)T :

v4 ï³ññÁ ÏÉÇÝÇAx = o Ñ³í³ë³ñÙ³Ý ÉáõÍáõÙÝ»ñÇ ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý
ûñÃáÝáñÙ³íáñí³Í µ³½ÇëÁ‘ v3 = (1

2
;¡1

2
; 1
2
;¡1

2
)T : êï³ó³Ýù

V =

0
BBBBBBB@

1
2

1
2

¡1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

¡1
2

1
2 ¡1

2
1
2

1
2

1
2 ¡1

2 ¡1
2 ¡1

2

1
CCCCCCCA

: ²

òáõÛó ï³Ýù Ã» ÇÝãå»ë Ï³ñ»ÉÇ ¾ A Ù³ïñÇóÇ »½³ÏÇ ³ñÅ»ùÝ»ñÇ
í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ ÏÇñ³é»É Ax = b Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ÝáñÙ³É ³ÝÇëÏ³Ï³Ý ÉáõÍ-
Ù³Ý áñáÝÙ³Ý Ñ³Ù³ñ: ¸Çï³ñÏ»Ýù ³ÛÝ å³ñ½³·áõÛÝ ¹»åùÁ, »ñµ

A = § =

0
@

¾1 0 0 0
0 ¾2 0 0
0 0 0 0

1
A ; ¾1 6= 0; ¾2 6= 0 :
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¸Çóáõù b = (¯1; ¯2; ¯3)
T : ¶ïÝ»Ýù ³ÝÇëÏ³Ï³Ý ÉáõÍáõÙÝ»ñÁ

§T§x = §T b ,

0
B@

¾2
1 0 0 0
0 ¾2

2 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

1
CA

0
B@

x1

x2

x3

x4

1
CA =

0
B@

¾1¯1
¾2¯2
0
0

1
CA :

²ÝÇëÏ³Ï³Ý ÉáõÍáõÙÝ ¾

x = (
¯1

¾1
;
¯2

¾2
; c1; c2)

T ;

áñï»Õ c1; c2-Á Ï³Ù³Û³Ï³Ý Ñ³ëï³ïáõÝÝ»ñ »Ý: ÜáñÙ³É ÉáõÍáõÙÁ ëï³-
Ý³Éáõ Ñ³Ù³ñ å»ïù ¾ í»ñóÝ»É c1 = c2 = 0, áñï»ÕÇó

x0 = (
¯1

¾1
;
¯2
¾2

; 0; 0) :

êï³óí³Í ÉáõÍáõÙÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ Ý»ñÏ³Û³óÝ»É ³Ûëå»ë

x0 = §+b =

0
B@

¾¡1
1 0 0
0 ¾¡1

2 0
0 0 0
0 0 0

1
CA b :

ÀÝ¹Ñ³Ýñ³óÝ»Ýù ëï³óí³Í ³ñ¹ÛáõÝùÁ:
Â»áñ»Ù 124. ¸Çóáõù § = (¾ij) 2 Mm;n, p = minfm;ng

¾1 ¸ ¾2 ¸ ¢ ¢ ¢ ¸ ¾r > ¾r+1 = ¢ ¢ ¢ = ¾p

¨
¾ii = ¾i; i = 1; p;

ÇëÏ § Ù³ïñÇóÇ ÙÝ³ó³Í ï³ññ»ñÁ Ñ³í³ë³ñ »Ý ½ñáÛÇ: ²å³

§x = b

Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ÝáñÙ³É ³ÝÇëÏ³Ï³Ý ÉáõÍáõÙÁ ïñíáõÙ ¾

x0 = §+b
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µ³Ý³Ó¨áí, áñï»Õ §+-Á ëï³óíáõÙ ¾ § Ù³ïñÇóÁ ïñ³ÝëåáÝ³óÝ»Éáí ¨
µáÉáñ ¾i ½ñáÛÇó ï³ñµ»ñ Ãí»ñÁ ¾

¡1
i -áí ÷áË³ñÇÝ»Éáí:

ê³ÑÙ³ÝáõÙ 59. ¸Çóáõù A 2 Mm;n Ù³ïñÇóÝ áõÝÇ A = U§V T

»½³ÏÇ ³ñÅ»ùÝ»ñÇ í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝ: A Ù³ïñÇóÇ åë»í¹áÑ³Ï³¹³ñÓÁ Ï³Ù
Øáõñ-ö»Ýñááõ½Ç Ñ³Ï³¹³ñÓÁ Ïë³ÑÙ³Ý»Ýù Ñ»ï¨Û³É µ³Ý³Ó¨áí

A+ = V §+UT ;

áñï»Õ §+ Ù³ïñÇóÁ ë³ÑÙ³Ýí³Í ¾ Ý³Ëáñ¹ Ã»áñ»ÙáõÙ:
úñÇÝ³Ï 278. ¶ïÝ»Ýù A = ( 2 1 ¡1 ) Ù³ïñÇóÇ åë»í¹áÑ³Ï³-

¹³ñÓÁ:
úñÇÝ³Ï 2-áõÙ Ù»Ýù ëï³ó»É »Ýù A Ù³ïñÇóÇ »½³ÏÇ ³ñÅ»ùÝ»ñÇ í»ñ-

ÉáõÍáõÃÛáõÝÁ

A = (¡1) ( 3 0 0 )

0
BBBB@

¡2
3 ¡1

3
2
3

1p
5

2p
5

0

4
3
p
5

2
3
p
5

p
5
3

1
CCCCA

:

Ð³Ù³Ó³ÛÝ ë³ÑÙ³ÝáõÙ 2-Ç

A+ = V§+UT =

0
BBB@

¡2
3 ¡ 1p

5
4

3
p
5

¡1
3

2p
5

2
3
p
5

2
3

0
p
5
3

1
CCCA

0
BBB@

1
3

0

0

1
CCCA (¡1) =

0
BBB@

2
9

¡1
9

¡2
9

1
CCCA : ²

Â»áñ»Ù 125. ¸Çóáõù A 2 Mm;n, ³å³

Ax = b

Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ÝáñÙ³É ³ÝÇëÏ³Ï³Ý ÉáõÍáõÙÁ ïñíáõÙ ¾

x0 = A+b

µ³Ý³Ó¨áí:
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úñÇÝ³Ï 279. ¶ïÝ»Ýù 2x1 + x2 ¡ 2x3 = 9 Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ÝáñÙ³É
³ÝÇëÏ³Ï³Ý ÉáõÍáõÙÁ:

Ü³Ëáñ¹ ûñÇÝ³ÏáõÙ Ù»Ýù Ñ³ßí»óÇÝù A = ( 2 1 ¡2 ) Ù³ïñÇóÇ
åë»í¹áÑ³Ï³¹³ñÓÁ: Ð»ï¨³µ³ñ

x0 = A+b =

0
BBB@

2
9

¡1
9

¡2
9

1
CCCA (9) =

0
@

2
¡1
¡2

1
A : ²

úñÇÝ³Ï 280. ¶ïÝ»É

0
@

1 1
0 1
1 0

1
Ax =

0
@

1
2
3

1
A

Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ÝáñÙ³É ³ÝÇëÏ³Ï³Ý ÉáõÍáõÙÁ:
úñÇÝ³Ï 275-áõÙ Ù»Ýù ·ï»É »Ýù ïñí³Í Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç A Ù³ïñÇóÇ

»½³ÏÇ ³ñÅ»ùÝ»ñÇ í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ, áñï»ÕÇó Ïëï³Ý³Ýù åë»í¹áÑ³Ï³-
¹³ñÓÁ ¨ ËÝ¹ñÇ ÉáõÍáõÙÁ

A+ =

0
@

1
3

2
3

¡1
3

1
3 ¡1

3
2
3

1
A ; x0 = A+b =

0
@

2
3

5
3

1
A : ²

ì»ñçáõÙ Ýß»Ýù, áñ Ý»ñÏ³Û³óí³Í ï»ëáõÃÛáõÝÁ ×Çßï ¾ Ý³¨ ÏáÙåÉ»ùë
ï³ññ»ñáí Ù³ïñÇóÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñ, »Ã» ïñ³ÝëåáÝ³óí³Í Ù³ïñÇóÝ»ñÇ ÷á-
Ë³ñ»Ý ¹Çï³ñÏ»Ýù Ñ»ñÙÇïÛ³Ý Ñ³Ù³ÉáõÍÝ»ñÁ, ÇëÏ ûñÃá·áÝ³É Ù³ïñÇó-
Ý»ñÇ ÷áË³ñ»Ý` áõÝÇï³ñ Ù³ïñÇóÝ»ñÁ: Ü»ñÏ³Û³óÝ»Ýù Ã»áñ»Ù 1-Ç Ñ³-
Ù³ÝÙ³ÝÁ` ÏáÙåÉ»ùë ï³ñ»ñáí Ù³ïñÇóÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñ:

Â»áñ»Ù 126. ºÃ» A 2 Cm;n, ³å³ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý ³ÛÝåÇëÇ

U = (u1 ¢ ¢ ¢ um ) 2 Cm;m; V = ( v1 ¢ ¢ ¢ vn ) 2 Cn;n

áõÝÇï³ñ Ù³ïñÇóÝ»ñ, áñ
A = U§V ¤
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áñï»Õ (p = minfm;ng)

§ = (¾ij); ¾ij = 0; i 6= j;

¾11 ¸ ¾22 ¸ ¢ ¢ ¢ ¸ ¾rr > ¾r+1;r+1 = ¢ ¢ ¢ = ¾p;p = 0 :

568. ¶ïÝ»É Ñ»ï¨Û³É Ù³ïñÇóÝ»ñÇ »½³ÏÇ ³ñÅ»ùÝ»ñÇ í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ

³) A =

µ
3
4

¶
; µ) A =

µ¡5
2 + 3

p
3

5
2

p
3 + 3

¶
:

569. ¸Çóáõù A 2 Mn;n ¨ det(A) 6= 0: òáõÛó ï³É, áñ A+ = A¡1 :
570. ¶ïÝ»É A = (0) Ù³ïñÇóÇ åë»í¹áÑ³Ï³¹³ñÓÁ:
571. ¶ïÝ»É A Ù³ïñÇóÇ åë»í¹áÑ³Ï³¹³ñÓÁ

³) A =

µ
3
4

¶
; µ) A =

0
@

1 1
2 3
2 1

1
A :

572. ¸Çóáõù A Ù³ïñÇóÝ áõÝÇ ûñÃá·áÝ³É ëÛáõÝ»ñ: ¶ïÝ»É Ýñ³ åë»í¹á-
Ñ³Ï³¹³ñÓÁ:
573. ¶ïÝ»É 0

@
1 1
2 3
2 1

1
A

µ
x1

x2

¶
=

0
@

1
1
1

1
A

Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ÝáñÙ³É ³ÝÇëÏ³Ï³Ý ÉáõÍáõÙÁ:

MATHEMATICA-Ç ¶ð²¸²ð²Ü

MATHEMATICA ÷³Ã»ÃáõÙ ïñí³Í A Ù³ïñÇóÇ »½³ÏÇ ³ñÅ»ùÝ»ñÇ
í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ ëï³Ý³É SingularV alueDecomposition[A]
Ññ³Ù³ÝÇ û·ÝáõÃÛ³Ùµ: ¸Çï³ñÏ»Ýù Ñ»ï¨Û³É Ù³ïñÇóÁ ¨ Ñ³ßí»Ýù Ýñ³
»½³ÏÇ ³ñÅ»ùÝ»ñÇ í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ
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In[1]:= m1 = J 4 1− ä

−3 ä
N êê N;

8U, Σ, V< = SingularValueDecomposition@m1D;
8U êê MatrixForm, Σ êê MatrixForm, V êê MatrixForm<

Out[3]= 9J −0.804144 +0. ä −0.594435 + 0. ä

0.592684 − 0.0455911 ä −0.801775 + 0.061675 ä
N,

J5.2572 0.

0. 0.601513
N,

J −0.950054 + 0.0260164 ä 0.0458603 −0.307599 ä

−0.161632 − 0.265698 ä −0.885699 + 0.344698 ä
N=

êïáõ·»Ýù

In[4]:= U.Σ.Conjugate@Transpose@VDD− m1 êê Chop
Out[4]= 880, 0<, 80, 0<<

m1 Ù³ïñÇóÇ »½³ÏÇ ³ñÅ»ùÝ»ñÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ ëï³Ý³É SingularValueList[m1]
Ññ³Ù³ÝÇ û·ÝáõÃÛ³Ùµ

In[5]:= SingularValueList@m1D
Out[5]= 85.2572 , 0.601513 <

¸Çï³ñÏ»Ýù Ñ»ï¨Û³É áã Ñ³Ï³¹³ñÓ»ÉÇ Ù³ïñÇóÁ

In[6]:= m2 = J−1 3
−1 3N;

Inverse@m2D
— Inverse ::sing  :  Matrix 88−1, 3<, 8−1, 3<< is singular . More…

Out[7]= Inverse @88−1, 3<, 8−1, 3<<D
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m2 Ù³ïñÇóÇ åë»í¹áÑ³Ï³¹³ñÓÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ Ñ³ßí»É PseudoInverse[m2]
Ññ³Ù³Ýáí

In[8]:= MatrixForm@PseudoInverse@m2DD
Out[8]//MatrixForm=

i
k
jjjjjj

−
1

20
−
1

20

3

20

3

20

y
{
zzzzzz

42. âàÈºêÎÆÆ ìºðàôÌàôÂÚàôÜÀ

ê³ÑÙ³ÝáõÙ 60. A 2 Mn;n Ù³ïñÇóÁ Ï³Ýí³Ý»Ýù ¹ñ³Ï³Ý áñáßí³Í

Ù³ïñÇó, »Ã» ó³ÝÏ³ó³Í x 2 Rn ï³ññÇ Ñ³Ù³ñ

xTAx > 0 :

úñÇÝ³Ï 281.

A =

µ
2 1
1 1

¶

Ù³ïñÇóÁ ¹ñ³Ï³Ý áñáßí³Í ¾, ù³ÝÇ áñ ó³ÝÏ³ó³Í x = (x1; x2) 2 R2

ï³ññÇ Ñ³Ù³ñ

xTAx = (x1 x2 )

µ
2 1
1 1

¶µ
x1

x2

¶
=

= 2x2
1 + 2x1x2 + x2

2 = x2
1 + (x1 + x2)

2 > 0 : ²
ê³ÑÙ³ÝáõÙ 61. A 2 Mn;n Ù³ïñÇóÁ Ï³Ýí³Ý»Ýù áã µ³ó³ë³Ï³Ý

áñáßí³Í Ù³ïñÇó, »Ã» ó³ÝÏ³ó³Í x 2 Rn ï³ññÇ Ñ³Ù³ñ

xTAx ¸ 0 :

úñÇÝ³Ï 282.

A =

µ
1 1
1 1

¶
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Ù³ïñÇóÁ áã µ³ó³ë³Ï³Ý áñáßí³Í ¾, ù³ÝÇ áñ ó³ÝÏ³ó³Í

x = (x1; x2)
T 2 R2

ï³ññÇ Ñ³Ù³ñ

xTAx = (x1 x2 )

µ
1 1
1 1

¶µ
x1

x2

¶
= (x1 + x2)

2 ¸ 0 :

ºÃ» x1 = ¡x2 6= 0, ³å³ xTAx = 0; »ñµ x 6= o:²
Â»áñ»Ù 127. ºÃ» A 2 Mn;n Ù³ïñÇóÁ ëÇÙ»ïñÇÏ ¾ ¨ ¹ñ³Ï³Ý

áñáßí³Í, ³å³ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ÙÇ³Ï ëïáñÇÝ »é³ÝÏÛáõÝ³Ó¨ G Ù³ïñÇó`
¹ñ³Ï³Ý ·ÉË³íáñ ³ÝÏÛáõÝ³·Íáí ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ

A = GGT : (35)

(35) í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý A Ù³ïñÇóÇ âáÉ»ëÏÇÇ í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝ:

¸Çóáõù A 2 Mn;n: Üß³Ý³Ï»Ýù

A =

µ
® vT

v B

¶
:

A Ù³ïñÇóÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ Ý»ñÏ³Û³óÝ»É Ñ»ï¨Û³É ï»ëùáí

A =

µ
¯ O

v=¯ E

¶µ
1 O
O B ¡ vvT =®

¶µ
¯vT =¯

O E

¶
;

áñï»Õ ¯ =
p
® ¨ B ¡ vvT=® Ù³ïñÇóÁ ¹ñ³Ï³Ý áñáßí³Í ëÇÙ»ïñÇÏ

Ù³ïñÇó ¾: ºÃ» B ¡ vvT® = G1G
T
1 ; ³å³ A = GGT , áñï»Õ

G =

µ
¯ O
O G1

¶
:

ÜáõÛÝ Ó¨³÷áËáõÃÛáõÝÝ»ñÁ ÏñÏÝ»ÝùG1 ¹ñ³Ï³Ý áñáßí³Í ëÇÙ»ïñÇÏ Ù³ï-
ñÇóÇ ÝÏ³ïÙ³Ùµ: ²Ûëå»ë ß³ñáõÝ³Ï»Éáí Çí»ñçá Ïëï³Ý³Ýù ïñí³Í A
Ù³ïñÇóÇ âáÉ»ëÏÇÇ í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ:
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úñÇÝ³Ï 283. ¶ïÝ»Ýù

A =

0
@

1 2 0
2 8 4
0 4 13

1
A

Ù³ïñÇóÇ âáÉ»ëÏÇÇ í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ:
àõÝ»Ýù

®1 = 1; v1 =

µ
2
0

¶
; vT1 = (2 0 ) ; B1 =

µ
8 4
4 13

¶
;

áñï»ÕÇó

A =

µ
®1 vT1
v1 B1

¶
; ¯1 =

p
®1 = 1; B1 ¡ v1v

T
1 =®1 =

µ
4 4
4 13

¶
:

ÜáõÛÝ Ó¨³÷áËáõÃÛáÝÁ Ï³ï³ñ»Ýù B1 ¡ v1v
T
1 =®1 Ù³ïñÇóÇ ÝÏ³ïÙ³Ùµ

®2 = 4; ¯2 =
p
4 = 2; v2 = (4); B2 = (13);

B2 ¡ v2v
T
2 =®2 = (9) = (3)(3)T :

²Ù÷á÷»Éáí

G2 = (3); G1 =

µ
¯2 O

v2=¯2 G2

¶
=

µ
2 0
2 3

¶
;

G =

µ
¯1 O

v1=¯1 G1

¶
=

0
@

1 0 0
2 2 0
0 2 3

1
A :

A Ù³ïñÇóÇ âáÉ»ëÏÇÇ í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÝ ¾

A = GGT =

0
@

1 0 0
2 2 0
0 2 3

1
A

0
@

1 2 0
0 2 2
0 0 3

1
A : ²
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ÜÏ³ï»Ýù, áñ âáÉ»ëÏÇÇ í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ ïñí³Í Ù³ïñÇóÇ LU í»ñ-
ÉáõÍáõÃÛáõÝÝ ¾:

Î³ñ»ÉÇ ¾ óáõÛó ï³É, áñ G ¨ GT Ù³ïñÇóÝ»ñÇ å³ÛÙ³Ý³íáñí³ÍáõÃ-
Û³Ý Ãí»ñÝ ³í»ÉÇ ÷áùñ »Ý, ù³Ý A Ù³ïñÇóÇÝÁ: ²Û¹ å³ï×³éáí âáÉ»ëÏÇÇ
í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ ³í»ÉÇ Ý³ËÁÝïñ»ÉÇ ¾ Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ÉáõÍÙ³Ý Ñ³Ù³ñ, Ñ³-
Ù»Ù³ï³Í ¶³áõëÇ »Õ³Ý³ÏÇ Ñ»ï:

574. òáõÛó ï³É, áñ

A =

0
@

3 2 1
2 2 1
1 1 1

1
A

Ù³ïñÇóÁ ¹ñ³Ï³Ý áñáßí³Í ¾:
575. ¶ïÝ»É

A =

0
B@

1 2 ¡1 2
2 8 6 0
¡1 6 21 ¡2
2 0 ¡2 25

1
CA

Ù³ïñÇóÇ âáÉ»ëÏÇÇ í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ:
576. ¶ïÝ»É

A =

0
@

1 ¡1 1
¡1 10 ¡10
1 ¡10 14

1
A

Ù³ïñÇóÇ âáÉ»ëÏÇÇ í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ ¨ ¹ñ³ û·ÝáõÃÛ³Ùµ ÉáõÍ»É

Ax = (2;¡2; 6)T

Ñ³Ù³Ï³ñ·Á:
577. òáõÛó ï³É, áñ

A =

0
@

1 2 3
2 4 6
3 6 9

1
A

Ù³ïñÇóÁ áã µ³ó³ë³Ï³Ý áñáßí³Í Ù³ïñÇó ¾:
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MATHEMATICA-Æ ¶ð²¸²ð²Ü

îñí³ÍA Ù³ïñÇóÇ âáÉ»ëÏÇÇ í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ ëï³Ý³É Cho-
leskyDecomposition[A] Ññ³Ù³ÝÇ û·ÝáõÃÛ³Ùµ: ¸Çï³ñÏ»Ýù Ñ»ï¨Û³É
ëÇÙ»ïñÇÏ ¨ ¹ñ³Ï³Ý áñáßí³Í Ù³ïñÇóÁ

In[1]:= A =
i
k
jjjj
1 2 1
2 6 3
1 3 11

y
{
zzzz;

Positiveê@Eigenvalues@AD
Out[2]= 8True , True , True <

¶ïÝ»Ýù A Ù³ïñÇóÇ âáÉ»ëÏÇÇ í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ

In[3]:= G = CholeskyDecomposition@AD;
G êê MatrixForm

Out[4]//MatrixForm=

i

k

jjjjjjjjjjjjj

1 2 1

0
è!!!!!
2 1"####2

0 0 $%%%%%%%%%19

2

y

{

zzzzzzzzzzzzz

êïáõ·»Ýù ëï³óí³Í å³ï³ëË³ÝÁ

In[5]:= A == Transpose@GD.G
Out[5]= True
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ä²îØ²Î²Ü îºÔºÎàôÂÚàôÜÜºð

¶Ì²ÚÆÜ Ð²ì²ê²ðàôØÜºðÆ Ð²Ø²Î²ð¶ºð,
Ø²îðÆòÜºð, àðàÞÆâÜºð

¶Í³ÛÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇ Ñ³Ù³Ï³ñ·»ñÇ ³é³çÇÝ ÑÇß³ï³ÏáõÃÛáõÝ-
Ý»ñÁ Ñ³Ý¹ÇåáõÙ »Ý Ü.ø. IV-III¹¹. âÇÝ³ëï³ÝáõÙ ¨ ´³µ»ÉáÝáõÙ: ÊÝ¹Çñ-
Ý»ñÇó Ù»ÏÇ ÉáõÍÙ³Ý ÁÝÃ³óùáõÙ ãÇÝ³óÇ Ñ»ÕÇÝ³ÏÁ Ñ³Ý·áõÙ ¾ Ñ»ï¨Û³É
Ñ³Ù³Ï³ñ·ÇÝ

x+ 2y + 3z = 26

2x+ 3y + z = 34

3x+ 2y + z = 39 :

Ð»ï³ùñùÇñ ¾ ÉáõÍÙ³Ý »Õ³Ý³ÏÁ: Ð»ÕÇÝ³ÏÁ ·ñáõÙ ¾ Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ÁÝ¹É³ÛÝ-
í³Í Ù³ïñÇóÁ Ñ»ï¨Û³É (ßñçí³Í) ï»ëùáí

1 2 3
2 3 2
3 1 1
26 34 39

¨ Ï³ï³ñ»Éáí ï³ññ³Ï³Ý Ó¨³÷áËáõÃÛáõÝÝ»ñ ³ÛÝ µ»ñáõÙ ¾ ë»Õ³Ý³Ó¨
ï»ëùÇ

0 0 3
0 5 2
36 1 1
99 24 39 :

Æñ³Ï³Ý³óÝ»Éáí Ñ»ïÁÝÃ³ó ï»Õ³¹ñáõÙ, Ñ»ÕÇÝ³ÏÁ ·ïÝáõÙ ¾ Ñ³Ù³Ï³ñ-
·Ç ÉáõÍáõÙÁ: ê³, ÷³ëïáñ»Ý, ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ ³ñï³ùëÙ³Ý »Õ³Ý³ÏÝ
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¾, áñÁ Ñ»ï³·³ÛáõÙ Ùáé³óí»É ¾: ²ÛÝ ÏñÏÇÝ û·ï³·áñÍ»É ¾ ·»ñÙ³Ý³óÇ
Î.ü.¶³áõëÁ 1800Ã.:

ÐÇÝ ÑáõÝ³ëï³ÝáõÙ ÝÙ³Ý áõëáõÙÝ³ëÇñáõÃÛáõÝÝ»ñáí ½µ³Õí»É ¾ ¸Çá-
ý³Ýï»ëÁ Ùáï³íáñ³å»ë 250Ã.:

¶Í³ÛÇÝ Ñ³Ù³Ï³ñ·»ñÇ áõëáõÙÝ³ëÇñÙ³Ý ÑÇß³ï³ÏáõÃÛáõÝÝ»ñ Ñ³Ý¹Ç-
åáõÙ »Ý Ý³¨ ÐÝ¹Ï³ëï³ÝáõÙ` ´ñ³ÑÙ³·áõåï³ÛÇ (598-660ÃÃ.) ³ßË³-
ï³ÝùÝ»ñáõÙ: Ü³ áõëáõÙÝ³ëÇñ»É ¾ »ñÏáõ ³ÝÑ³Ûïáí ·Í³ÛÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÙ-
Ý»ñÇ ÉáõÍÙ³Ý »Õ³Ý³Ï:

ØÇÝã¨ XIX¹. ëÏÇ½µÁ ÑÇÙÝ³Ï³ÝáõÙ áõëáõÙÝ³ëÇñíáõÙ ¾ÇÝ n³ÝÑ³Ûïáí
n Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇ Ñ³Ù³Ï³ñ·»ñ: ºÃ» ËÝ¹ñÇ ÉáõÍÙ³Ý ÁÝÃ³óùáõÙ ³é³-
ç³ÝáõÙ ¾ñ áã ù³é³ÏáõëÇ Ñ³Ù³Ï³ñ· Ï³Ù Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÁ
·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë ã¾ÇÝ, ³å³ Ñ³Ù³ñáõÙ ¾ÇÝ, áñ ËÝ¹ñÇ Ñ³ñó³¹ñáõÙÁ Ïá-
é»Ïï ã¾: XVIII-XIX¹¹. ÙÇ³Ï ³é³çÁÝÃ³óÁ Ï³åí³Í ¾ñ Ýß³Ý³ÏáõÙÝ»ñÇ
Ñ»ï` Ý»ñÙáõÍí»óÇÝ Ù³ïñÇóÝ»ñ ¨ áñáßÇãÝ»ñ, áñáÝù ÑÝ³ñ³íáñáõÃÛáõÝ
ïí»óÇÝ ÉáõÍáõÙÁ ·ñ»É ”µ³ó³Ñ³Ûï µ³Ý³Ó¨»ñáí”:

1545Ã. Çï³É³óÇ æ.Î³ñ¹³ÝáÝ ³é³ç³ñÏáõÙ ¾ »ñÏáõ ·Í³ÛÇÝ Ñ³í³-
ë³ñáõÙÝ»ñÇó Ï³½Ùí³Í Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ÉáõÍÙ³Ý ÙÇ »Õ³Ý³Ï, áñÝ Áëï ¾áõÃÛ³Ý
Îñ³Ù»ñÇ »Õ³Ý³ÏÝ ¾ñ: ê³Ï³ÛÝ Î³ñ¹³ÝáÝ ãÇ ÁÝ¹Ñ³Ýñ³óÝáõÙ ³Û¹ »Õ³-
Ý³ÏÁ ¨ ãÇ Ñ³Ý·áõÙ áñáßÇãÇ ·³Õ³÷³ñÇÝ:

Ð³ñÏ³íáñ ¾ Ýß»É, áñ áñáßÇãÝ»ñÝ û·ï³·áñÍí»É »Ý ß³ï ³í»ÉÇ í³Õ,
ù³Ý ïñí»É ¾ Ù³ïñÇóÇ ·³Õ³÷³ñÁ: àñáßÇãÝ»ñÇ áõëáõÙÝ³ëÇñÙ³Ùµ Ñ³-
Ù³ñÛ³ ÙÇ³Å³Ù³Ý³Ï ëÏë»É »Ý ½µ³Õí»É ºíñáå³ÛáõÙ ¨ Ö³åáÝÇ³ÛáõÙ: ²Û¹
·³Õ³÷³ñÇÝ Ñ³Ý·»É ¾ ×³åáÝ³óÇ ê»ÏÇ Îáí³Ý 1683Ã.: ê»ÏÇÝ ë³ÑÙ³ÝáõÙ
¾ áñáßÇãÝ»ñ ¨ ï³ÉÇë ¾ ¹ñ³Ýó Ñ³ßí»Éáõ ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ Ù»Ãá¹Ý»ñ: Ü³ Ï³ñá-
Õ³ÝáõÙ ¾ñ Ñ³ßí»É 2 £ 2, 3 £ 3, 4 £ 4, 5 £ 5 Ï³ñ·Ç áñáßÇãÝ»ñ ¨ ¹ñ³Ýù
ÏÇñ³é»É áñáß ËÝ¹ÇñÝ»ñ ÉáõÍ»ÉÇë:

Ð»ï³ïùñÇùÇñ ¾, áñ ºíñáå³ÛáõÙ ÝáõÛÝ ·³Õ³÷³ñÇÝ Ñ³Ý·»É ¾ ·»ñ-
Ù³Ý³óÇ ¶. ì. È³ÛµÝÇóÁ ×Çßï ÝáõÛÝ Ãí³Ï³ÝÇÝ: Ü³ ýñ³ÝëÇ³óÇ ¶.ü.².
ÈáåÇï³ÉÇÝ ·ñí³Í Ý³Ù³ÏáõÙ Ñ³ÛïÝáõÙ ¾, áñ

10 + 11x+ 12y = 0

20 + 21x+ 22y = 0

30 + 31x+ 32y = 0

Ñ³Ù³Ï³ñ·Ý áõÝÇ ÉáõÍáõÙ, ù³ÝÇ áñ

10 ¢21 ¢32+11 ¢22 ¢30+12 ¢20 ¢31 = 10 ¢22 ¢31+11 ¢20 ¢32+12 ¢21 ¢30;
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áñÝ, ³Ûëûñí³ Ýß³Ý³ÏáõÙÝ»ñáí, Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç áñáßÇãÇ ½ñá ÉÇÝ»Éáõ å³Û-
Ù³ÝÝ ¾: È³ÛµÝÇóÁ Ù»Í áõß³¹ñáõÃÛáõÝ ¾ñ ¹³ñÓÝáõÙ Ù³Ã»Ù³ïÇÏ³Ï³Ý Ýß³-
Ý³ÏáõÙÝ»ñÇÝ: Ü³ Ñ³Ùá½í³Í ¾ñ, áñ ³é³çÁÝÃ³óÁ Ù»Í³å»ë å³ÛÙ³Ý³-
íáñí³Í ¾ Ñ³ñÙ³ñ Ýß³Ý³ÏáõÙÝ»ñáí: Üñ³ µ³½Ù³ÃÇí ³ßË³ï³ÝùÝ»ñáõÙ
Ñ³Ý¹ÇåáõÙ »Ý Ñ³Ù³Ï³ñ·»ñÇ ³í»ÉÇ ù³Ý 50 ï³ñµ»ñ Ýß³Ý³ÏáõÙÝ»ñ,
áñáÝù Ý³ ÷áñÓ³ñÏ»É ¾ ëÏë³Í 1678Ã. Ñ»ï³·³ 50 ï³ñÇÝ»ñÇ ÁÝÃ³ó-
ùáõÙ: Ü³ ”áñáßÇã” ï»ñÙÇÝÇ ÷áË³ñ»Ý û·ï³·áñÍáõÙ ¾ñ ”é»½áõÉï³Ýï”
(”resultant”) ï»ñÙÇÝÁ: È³ÛµÝÇóÝ ³å³óáõóáõÙ ¾ ”é»½áõÉï³ÝïÝ»ñÇ” Ñ»ï
Ï³åí³Í µ³½Ù³ÃÇí ³ñ¹ÛáõÝùÝ»ñ, ³Û¹ ÃíáõÙ Ý³¨ Ñ³Ù³Ï³ñ·»ñÇ ÉáõÍÙ³Ý
Îñ³Ù»ñÇ »Õ³Ý³ÏÁ: Ü³ ·Çï»ñ áñáßÇãÇ í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÝ Áëï ó³ÝÏ³ó³Í
ëÛ³Ý Ï³Ù ïáÕÇ:

1748Ã. Ññ³å³ñ³ÏíáõÙ ¾ ßáïÉ³Ý¹³óÇ Î.Ø³ÏÉáñ»ÝÇ Ñ»ïÙ³Ñáõ ³ß-
Ë³ï³ÝùÁ, áñÇ ³ñ¹ÛáõÝùÝ»ñÁ ëï³óí»É ¾ÇÝ ¹»é¨ë 1730Ã.: ¸³ áñáßÇã-
Ý»ñÇ Ù³ëÇÝ ïå³·ñí³Í ³é³çÇÝ ³ßË³ï³ÝùÝ ¾ñ, áñï»Õ Ø³ÏÉáñ»ÝÁ
³å³óáõóáõÙ ¾ñ Îñ³Ù»ñÇ »Õ³Ý³ÏÁ 2 £ 2 ¨ 3 £ 3 Ï³ñ·Ç Ñ³Ù³Ï³ñ·»ñÇ
Ñ³Ù³ñ ¨ óáõÛó ¾ñ ï³ÉÇë, Ã» ÇÝãå»ë ³ÛÝ Ïû·ï³·áñÍíÇ 4 £ 4 Ï³ñ·Ç
Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç Ñ³Ù³ñ: ÀÝ¹Ñ³Ýáõñ ËÝ¹ÇñÁ í»ñçÝ³Ï³Ý³å»ë ÉáõÍáõÙ ¾ ßí»Û-
ó³ñ³óÇ ¶.Îñ³Ù»ñÁ 1750Ã.: Ü³ ³é³ç³ñÏáõÙ ¾ ·Í³ÛÇÝ Ñ³Ù³Ï³ñ·»ñÇ
ÉáõÍÙ³Ý ëÇÙíáÉÇÏ »Õ³Ý³Ï ¨ Ùß³ÏáõÙ ¾ áñáßÇãÝ»ñÇ ï»ëáõÃÛ³Ý ÑÇÙù»ñÁ:

àñáßÇãÝ»ñÇ í»ñ³µ»ñÛ³É ³ßË³ï³ÝùÝ»ñ Ñ»ï³·³ÛáõÙ ëÏëáõÙ »Ý
ïå³·ñ»É å³ñµ»ñ³µ³ñ. 1764Ã.` ýñ³ÝëÇ³óÇ ¾.´»½áõÝ, 1770Ã.` ýñ³Ý-
ëÇ³óÇ Ä.È.È³·ñ³ÝÅÁ: üñ³ÝëÇ³óÇ Þ.ú.ì³Ý¹»ñÙáÝ¹Á 1771Ã. Ùß³Ï»É ¾
áñáßÇãÝ»ñÇ ï»ëáõÃÛ³Ý ÑÇÙáõÝùÝ»ñÁ ¨ ³ÛÝ, áñå»ë ³é³ÝÓÇÝ ×ÛáõÕ, ³é³ÝÓ-
Ý³óñ»É ¾ ·Í³ÛÇÝ Ñ³Ù³Ï³ñ·»ñÇ ï»ëáõÃÛáõÝÇó: Ø³ëÝ³íáñ³å»ë, Ó¨³Ï»ñ-
å»É ¾ áñáßÇãÇ í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ »ñÏñáñ¹ Ï³ñ·Ç ÙÇÝáñÝ»ñáí ¨ Éñ³óáõóÇã
ÙÇÝáñÝ»ñáí: üñ³ÝëÇ³óÇ ä.ê.È³åÉ³ëÁ ´»½áõÇ ¨ Îñ³Ù»ñÇ Ù»Ãá¹Ý»ñÁ
Ñ³Ù³ñáõÙ ¾ñ áã ·áñÍÝ³Ï³Ý: Üñ³ 1772Ã. ÉáõÛë ï»ë³Í ³Ë³ï³ÝùáõÙ
áõëáõÙÝ³ëÇñíáõÙ ¾ Ñ³Ù³Ï³ñ·»ñÇ ÉáõÍáõÙÁ` ßñç³Ýó»Éáí áñáßÇãÝ»ñÇ Ñ³ß-
íáõÙÁ: È³åÉ³ëÝ ³å³óáõó»É ¾ Ý³¨ áñáßÇãÇ í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ Éñ³óáõóÇã
ÙÇÝáñÝ»ñÇ û·ÝáõÃÛ³Ùµ, áñÝ ³Ûëûñ ÏñáõÙ ¾ Ýñ³ ³ÝáõÝÁ: Ð»ï³ùñùÇñ ¾,
áñ Ý³, ÇÝãå»ë ¨ È³ÛµÝÇóÁ, ”áñáßÇã” ï»ñÙÇÝÇ ÷áË³ñ»Ý û·ï³·áñÍáõÙ ¾ñ
”é»½áõÉï³Ýï” ï»ñÙÇÝÁ:

1773Ã. È³·ñ³ÝÅÝ áõëáõÙÝ³ëÇñáõÙ ¾ñ ÝáõÛÝáõÃÛáõÝÝ»ñ Ï³åí³Í 3£ 3
Ï³ñ·Ç ýáõÝÏóÇáÝ³É áñáßÇãÝ»ñÇ Ñ»ï: Üñ³ ³ßË³ï³ÝùÝ»ñáõÙ ³é³çÇÝ
³Ý·³Ù Ñ³Ý¹ÇåáõÙ ¾ 3£3 Ï³ñ·Ç áñáßÇãÇ Ù»ÏÝ³µ³ÝáõÙÁ, áñå»ë Í³í³ÉÇ
Ù»ÍáõÃÛ³Ý: Ü³ óáõÛó ¾ ï³ÉÇë, áñ

O(0; 0; 0); M(x; y; z); M 0(x0; y0; z0); M 00(x00; y00; z00)
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Ï»ï»ñáí Ï³éáõóí³Í ù³é³ÝÇëïÇ Í³í³ÉÁ Ñ³í³ë³ñ ¾

1

6
[z(x0y00 ¡ y0x00) + z0(yx00 ¡ xy00) + z00(xy0 ¡ yx0)]

Ù»ÍáõÃÛ³ÝÁ:
”àñáßÇã” ï»ñÙÇÝÝ ³é³çÇÝ ³Ý·³Ù Ñ³Ý¹ÇåáõÙ ¾ ¶³áõëÇ ³ßË³ï³Ý-

ùáõÙ 1801Ã.: ê³Ï³ÛÝ ë³ ³ÛÝ áñáßÇãÁ ã¾ñ, áñÝ ³Ûëûñ û·ï³·áñÍíáõÙ ¾:
´³Ûó ³Ñ³ 1812Ã. ýñ³ÝëÇ³óÇ ú.È.ÎáßÇÝ ”áñáßÇã” ï»ñÙÇÝÝ û·ï³·áñÍáõÙ
¾ ³ñ¹Ç ÇÙ³ëïáí: ÎáßÇÇ ³ßË³ï³ÝùÁ ³Û¹ ï³ñÇÝ»ñÇÝ áñáßÇãÝ»ñÇÝ
ÝíÇñí³Í ³Ù»Ý³³í³ñïáõÝ ³ßË³ï³ÝùÝ ¾: Ü³ í»ñ³³å³óáõóáõÙ ¾
Ý³ËÏÇÝáõÙ Ñ³ÛïÝÇ ³ñ¹ÛáõÝùÝ»ñÁ ¨ ëï³ÝáõÙ ÙÇÝáñÝ»ñÇÝ ¨ Ñ³Ýñ³Ñ³ß-
í³Ï³Ý Éñ³óáõÙÝ»ñÇÝ í»ñ³µ»ñáÕ Ýáñ ³ñ¹ÛáõÝùÝ»ñ: ²é³çÇÝ ³Ý·³Ù
³å³óáõóíáõÙ ¾ áñáßÇãÝ»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³ÉÇ Ù³ëÇÝ Ã»áñ»ÙÁ: ÜáõÛÝ Ã»áñ»ÙÁ
³å³óáõóáõÙ ¾ Ý³¨ ýñ³ÝëÇ³óÇ Ä.ü.Ø.´ÇÝ»Ý:

1826Ã. n-÷á÷áË³Ï³ÝÇ ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ Ó¨»ñÇ áõëáõÙÝ³ëÇñÙ³Ý Å³-
Ù³Ý³Ï ÎáßÇÝ ëÏëáõÙ ¾ û·ï³·áñÍ»É ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ Ó¨Ç ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñÇó
Ï³½Ùí³Í ëÇÙ»ïñÇÏ Ù³ïñÇóÝ»ñ: Ü³ Ñ³ßíáõÙ ¾ ³Û¹åÇëÇ Ù³ïñÇóÝ»ñÇ
ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÁ ¨ Ó¨³Ï»ñåáõÙ áñáß ³ñ¹ÛáõÝùÝ»ñ, áñáÝù í»ñ³µ»-
ñáõÙ »Ý Ù³ïñÇóÁ ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ ï»ëùÇ µ»ñ»ÉáõÝ: ÎáßÇÝ óáõÛó ¾ ï³ÉÇë,
áñ ó³ÝÏ³ó³Í 3-ñ¹ Ï³ñ·Ç ëÇÙ»ïñÇÏ Ù³ïñÇóÇ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÝ
Çñ³Ï³Ý »Ý: ºñ»ù ï³ñÇ ³Ýó Ý³³Û¹ ³ñ¹ÛáõÝùÁ ÁÝ¹Ñ³Ýñ³óÝáõÙ ¾ ó³ÝÏ³-
ó³Í Ï³ñ·Ç Çñ³Ï³Ý ï³ññ»ñáí ëÇÙ»ïñÇÏ Ù³ïñÇóÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñ, ³å³óáõ-
óáõÙ ¾, áñ ó³ÝÏ³ó³Í ëÇÙ»ïñÇÏ Ù³ïñÇó Ï³ñ»ÉÇ ¾ µ»ñ»É ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ
ï»ëùÇ: ÎáßÇÝ Ý»ñÙáõÍáõÙ ¾ Ý³¨ ÝÙ³Ý Ù³ïñÇóÝ»ñÇ ·³Õ³÷³ñÁ ¨ óáõÛó ¾
ï³ÉÇë, áñ ³Û¹åÇëÇ Ù³ïñÇóÝ»ñÇ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÁ Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ »Ý:
Üß»Ýù Ý³¨ , áñ ßí»Ûó³ñ³óÇ Ä.â.ü.ÞïáõñÙÁ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÇ ËÝ¹ñÇÝ
Ñ³Ý·»É ¾ñ ëáíáñ³Ï³Ý ¹Çý»ñ»ÝóÇ³É Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇ áõëáõÙÝ³ëÇñÙ³Ý
Å³Ù³Ý³Ï ¨, µ³óÇ ³Û¹, ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÇ ËÝ¹ÇñÁ ¹»é¨ë 80 ï³ñÇ
³é³ç Ñ³Ý¹Çå»É ¾ñ ýñ³ÝëÇ³óÇ Ä.È.¸’²É³Ùµ»ñÇ Ù»Ë³ÝÇÏ³ÛÇÝ ÝíÇñí³Í
ÙÇ ³ßË³ï³ÝùáõÙ:

Ø³ïñÇóÝ»ñÇ ·³Õ³÷³ñÇÝ Ñ³Ý·»É »Ý Ý³¨ ·»ñÙ³Ý³óÇ Î.¶.Ú³ÏáµÇÝ
(1830Ã.), ³ÛÝáõÑ»ï¨ ·»ñÙ³Ý³óÇÝ»ñ È.ÎñáÝ»Ï»ñÝ áõ Î.Â.ì. ì³Û»ñßïñ³ëÁ
(1850-1860ÃÃ.) ·Í³ÛÇÝ Ó¨³÷áËáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ¨ ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ Ó¨»ñÇ Ñ»ï
Ï³åí³Í ËÝ¹ÇñÝ»ñáõÙ: ê³Ï³ÛÝ, á’ã ÎáßÇÝ, á’ã ¾É ÎñáÝ»Ï»ñÝ áõ ì³Û»ñ-
ßïñ³ëÁ ã¾ÇÝ å³ïÏ»ñ³óÝáõÙ ³Û¹ ·³Õ³÷³ñÇ ÑÇÙÝ³ñ³ñ ÉÇÝ»ÉÁ ¨ Ù³ï-
ñÇóÝ»ñÁ ¹Çï³ñÏáõÙ ¾ÇÝ ÙÇ³ÛÝ Çñ»Ýó áõëáõÙÝ³ëÇñ³Í ËÝ¹ÇñÝ»ñÇ ï»ë³Ý-
ÏÛáõÝÇó:
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1841Ã. Ú³ÏáµÇÝ Ññ³ï³ñ³ÏáõÙ ¾ áñáßÇãÝ»ñÇÝ ÝíÇñí³Í »ñ»ù ³ß-
Ë³ï³Ýù, áñáÝù ß³ï Ï³ñ¨áñ ³ßË³ï³ÝùÝ»ñ ¾ÇÝ, ù³ÝÇ áñ ³é³çÇÝ
³Ý·³Ù áñáßÇãÇ ë³ÑÙ³ÝáõÙÁ ïÁñíáõÙ ¾ñ ³É·áñÇÃÙ³Ï³Ý »Õ³Ý³Ïáí: ²ÛÝ
ÑÝ³ñ³íáñáõÃÛáõÝ ¾ñ ï³ÉÇë áñáßÇãÝ û·ï³·áñÍ»É ÇÝãå»ë Ãí»ñÇ, ³ÛÝå»ë
¾É ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ Ñ³Ù³ñ: ö³ëïáñ»Ý, ³Ûë ³ßË³ï³ÝùÝ»ñÇ ßÝáñÑÇí áñá-
ßÇãÝ»ñÁ ¹³ñÓ³Ý Ù³Ã»Ù³ïÇÏáëÝ»ñÇ Ñ³ÙÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ë»÷³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ:
²Ý·ÉÇ³óÇ ².Î»ÉÇÝ 1841Ã. áñáßÇãÇ Ýß³Ý³ÏÙ³Ý Ñ³Ù³ñ û·ï³·áñÍáõÙ ¾
»ñÏáõ áõÕÕ³ÓÇ· ·Í»ñ, áñÝ û·ï³·áñÍíáõÙ ¾ ó³Ûëûñ: Î»ÉÇÇ ³Ûë ³ßË³-
ï³ÝùÁ áñáßÇãÝ»ñÇ í»ñ³µ»ñÛ³É ³é³çÇÝ ïå³·ñí³Í ³ßË³ï³ÝùÝ ¾ñ
²Ý·ÉÇ³ÛáõÙ:

”Ø³ïñÇó” ï»ñÙÇÝÁ ³é³çÇÝÁ û·ï³·áñÍ»É ¾ ³Ý·ÉÇ³óÇ æ.æ.êÇÉ-
í»ëïñÁ 1850Ã.: ØÇ ù³ÝÇ Ñ»ÕÇÝ³ÏÝ»ñÇ Ñ»ï ÙÇ³Å³Ù³Ý³Ï Ý³ óáõÛó ¾
ï³ÉÇë, áñ Tn ûå»ñ³ïáñÇ ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÁ T ûå»ñ³ïáñÇ ë»÷³-
Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÇ n-ñ¹ ³ëïÇ×³ÝÝ»ñÝ »Ý: êÇÉí»ëïñÁ 1852Ã. Ó¨³Ï»ñå»É ¾
ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ Ó¨»ñÇ ÇÝ»ñóÇ³ÛÇ ûñ»ÝùÁ, áñÁ Ñ³ÛïÝÇ ¾ñ ¹»é¨ë Ú³ÏáµÇÇÝ
¨ ·»ñÙ³Ý³óÇ ¶.ü.´. èÇÙ³ÝÇÝ, áñáÝù ë³Ï³ÛÝ ³ÛÝ ã¾ÇÝ Ññ³å³ñ³Ï»É:
1851Ã. êÇÉí»ëïñÁ Î»ÉÇÇÝ Í³ÝáÃ³óÝáõÙ ¾ Çñ Ùïù»ñÇÝ: ì»ñçÇÝë ÁÝ¹áõ-
Ý»Éáí Ýñ³ ·³Õ³÷³ñÝ»ñÇ Ï³ñ¨áñáõÃÛáõÝÁ ³ñ¹»Ý 1853Ã. Ññ³å³ñ³ÏáõÙ
¾ ÙÇ ³ÏÝ³ñÏ, áñï»Õ ³é³çÇÝ ³Ý·³Ù ï³ÉÇë ¾ Ñ³Ï³¹³ñÓ Ù³ïñÇóÇ ·³-
Õ³÷³ñÁ: Î»ÉÇÝ 1858Ã. ë³ÑÙ³ÝáõÙ ¾ Ù³ïñÇóÇ í»ñ³ó³Ï³Ý ·³Õ³÷³ñÁ`
¹ñ³Ýáí ÇëÏ ¹Ý»Éáí Ù³ïñÇó³ÛÇÝ Ñ³Ýñ³Ñ³ßíÇ ÑÇÙù»ñÁ: Ü³, Ù³ëÝ³íá-
ñ³å»ë, óáõÛó ¾ ï³ÉÇë, áñ ÎáßÇÇ, ÎñáÝ»Ï»ñÇ ¨ ì³Û»ñßïñ³ëÇ ³ñ¹ÛáõÝù-
Ý»ñÝ Çñ ³í»ÉÇ ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ï»ëáõÃÛ³Ý Ù³ëÝ³íáñ ¹»åù»ñÝ »Ý: Ü³ ë³ÑÙ³-
ÝáõÙ ¾ Ù³ïñÇóÝ»ñÇ ·áõÙ³ñáõÙÁ, µ³½Ù³å³ïÏáõÙÁ, Ñ³Ï³¹³ñÓÁ, áõëáõÙ-
Ý³ëÇñáõÙ ¾ ¹ñ³Ýó Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñÁ, ï³ÉÇë Ñ³Ï³¹³ñÓ Ù³ïñÇóÇ µ³-
ó³Ñ³Ûï ï»ëùÁ` áñáßÇãÝ»ñÇ û·ÝáõÃÛ³Ùµ: Î»ÉÇÝ Ó¨³Ï»ñåáõÙ ¾ ”Î»ÉÇ-Ð³-
ÙÇÉïáÝÇ” Ã»áñ»ÙÁ ó³ÝÏ³ó³Í Ï³ñ·Ç ù³é³ÏáõëÇ Ù³ïñÇóÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñ,
ë³Ï³ÛÝ ³å³óáõÛóÁ µ»ñáõÙ ¾ ÙÇ³ÛÝ 2£2 Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇóÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñ: Ü³
ÝßáõÙ ¾, áñ ³å³óáõÛóÁ ëïáõ·»É ¾ 3 £ 3 Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇóÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñ ¨ë,
ë³Ï³ÛÝ ·ïÝáõÙ ¾ ³ÝÝå³ï³Ï³Ñ³ñÙ³ñ ³å³óáõó»É Ã»áñ»ÙÁ ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ
¹»åùáõÙ: Ð³ÙÇÉïáÝÁ ³Û¹ Ã»áñ»ÙÁ ³å³óáõó»É ¾ 4£4 Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇóÝ»ñÇ
Ñ³Ù³ñ:

1870Ã. ýñ³ÝëÇ³óÇ Ø.¾.Î. Äáñ¹³ÝÁ ·ïÝáõÙ ¾ Ù³ïñÇóÇ Ï³ÝáÝ³Ï³Ý
ï»ëùÁ, áñÝ ³Ûëûñ ÏñáõÙ ¾ Ýñ³ ³ÝáõÝÁ:

¶»ñÙ³Ý³óÇ ü.È.¼»Û¹»ÉÁ 1874Ã. ³é³ç³ñÏ»É ¾ ·Í³ÛÇÝ Ñ³Ù³Ï³ñ·»ñÇ
ÉáõÍÙ³Ý Çï»ñ³óÇáÝ »Õ³Ý³ÏÁ:

1878Ã. ·»ñÙ³Ý³óÇ ü.¶.üñáµ»ÝÇáõëÁ Ññ³å³ñ³ÏáõÙ ¾ Ù³ïñÇóÝ»-
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ñÇÝ ÝíÇñí³Í ÙÇ Ï³ñ¨áñ ³ßË³ï³Ýù, áñï»Õ áõëáõÙÝ³ëÇñáõÙ ¾ Ù³ïñÇóÇ
Ï³ÝáÝ³Ï³Ý ï»ëùÁ: Ü³ Ñ³í³Ý³µ³ñ ³Ýï»ÕÛ³Ï ¾ñ Î»ÉÇÇ Ñ»ï³½áïáõÃ-
ÛáõÝÝ»ñÇó: Î³ñ¨áñÝ ³ÛÝ ¾, áñ üñáµ»ÝÇáõëÝ Çñ ³ßË³ï³ÝùáõÙ ÑÕáõÙÝ»ñ ¾
Ï³ï³ñáõÙ ÎñáÝ»Ï»ñÇ ¨ ì³Û»ñßïñ³ëÇ ÝÙ³Ý³ïÇå ³ñ¹ÛáõÝùÝ»ñÇ íñ³,
áñáÝù í»ñ³µ»ñáõÙ »Ý Ù³ëÝ³íáñ ¹»åù»ñÇÝ ¨ Áëï üñáµ»ÝÇáõëÇ Ó¨³-
Ï»ñåí»É »Ý 1874 ¨ 1868ÃÃ.: üñáµ»ÝÇáõëÁ Ý³¨ ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ¹»åùáõÙ ³å³-
óáõóáõÙ ¾ Î»ÉÇ-Ð³ÙÇÉïáÝÇ Ã»áñ»ÙÁ: Ü³ Ñëï³Ï Ó¨³»ñåáõÙ ¾ é³Ý·Ç ·³-
Õ³÷³ñÁ ¨ û·ï³·áñÍáõÙ ”é³Ý·” ï»ñÙÇÝÁ, ï³ÉÇë ¾ ûñÃá·áÝ³É Ù³ïñÇóÇ
ë³ÑÙ³ÝáõÙÁ:

1884Ã. êÇÉí»ëïñÁ ë³ÑÙ³ÝáõÙ ¾ Ù³ïñÇóÇ ÙÇçáõÏÁ ¨ Ýß³Ý³ÏáõÙ
n(A)-áí: 1986Ã. üñáµ»ÝÇáõëÁ Í³ÝáÃ³ÝáõÙ ¾ Î»ÉÇÇ ³ßË³ï³ÝùÝ»ñÇÝ
¨ ëÏëáõÙ ¾ û·ï³·áñÍ»É ”Ù³ïñÇó” ï»ñÙÇÝÁ:

¶Í³ÛÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇ Ñ³Ù³Ï³ñ·»ñÇ ï»ëáõÃÛáõÝÁ ³í³ñïáõÝ
ï»ëùÇ ¾ µ»ñí»É ÎñáÝ»Ï»ñÇ ³ßË³ï³ÝùÝ»ñáõÙ: Üñ³ ³ñ¹ÛáõÝùÝ»ñÇó ß³-
ï»ñÁ Ññ³å³ñ³Ïí»É »Ý ³í»ÉÇ áõß Çñ ·áñÍÁÝÏ»ñÝ»ñÇ Ï³Ù ³ß³Ï»ñïÝ»-
ñÇ ³ßË³ï³ÝùÝ»ñáõÙ: ÎñáÝ»Ï»ñÇó ³ÝÏ³Ë Çï³É³óÇ ².Î³å»ÉÉÇÝ ·ï»É
¾ ·Í³ÛÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇ Ñ³Ù³Ï³ñ·»ñÇ ÉáõÍ»ÉÇáõÃÛ³Ý ³ÝÑñ³Å»ßï ¨
µ³í³ñ³ñ å³ÛÙ³ÝÝ»ñÁ:

1903Ã. ïå³·ñíáõÙ ¾ ì³Û»ñßïñ³ëÇ Ñ»ïÙ³Ñáõ ³ßË³ï³ÝùÁ, áñ-
ï»Õ ïñíáõÙ ¾ áñáßÇãÇ ³ùëÇáÙ³ïÇÏ ë³ÑÙ³ÝáõÙÁ: ÜáõÛÝ Ãí³Ï³ÝÇÝ
ïå³·ñíáõÙ ¾ áñáßÇãÝ»ñÇ í»ñ³µ»ñÛ³É ÎñáÝ»Ï»ñÇ` ÝáõÛÝå»ë Ñ»ïÙ³Ñáõ,
³ßË³ï³ÝùÁ: ²Ûë »ñÏáõ ³ßË³ï³ÝùÝ»ñáí áñáßÇãÝ»ñÇ ï»ëáõÃÛáõÝÁ µ»ñ-
íáõÙ ¾ Å³Ù³Ý³Ï³ÏÇó ï»ëùÇ:

XX¹. ëÏ½µÇÝ ³í³ñïáõÝ ï»ëùÇ ¾ µ»ñíáõÙ Ý³¨ Ù³ïñÇóÝ»ñÇ ï»-
ëáõÃÛáõÝÁ: Üß»Ýù Ý³¨ ÙÇ ù³ÝÇ Ï³ñ¨áñ Ñ³ÛïÝ³·áñÍáõÃÛáõÝÝ»ñ. 1942Ã.
³Ù»ñÇÏ³óÇ æ. ýáÝ Ü»ÛÙ³ÝÁ ë³ÑÙ³ÝáõÙ ¾ Ù³ïñÇóÇ å³ÛÙ³Ý³íáñí³-
ÍáõÃÛ³Ý ÃÇíÁ, 1948Ã. ³Ý·ÉÇ³óÇ ².ÂÛáõñÇÝ·Á Ñ³ÛïÝ³µ»ñáõÙ ¾ LU -í»ñ-
ÉáõÍáõÃÛáõÝÁ, 1958Ã.ìÇÉÏÇÝëáÝÁ` QR-í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ:

ÎàØäÈºøê Âìºð,
Ð²Üð²Ð²ÞìÆ ÐÆØÜ²Î²Ü ÂºàðºØÀ

Ð³Ýñ³Ñ³ßíÇ ÑÇÙÝ³Ï³Ý Ã»áñ»ÙÇ å³ïÙáõÃÛáõÝÁ ëÏëíáõÙ ¾ XVI¹.,
ù³ÝÇ áñ ÙÇÝã ³Û¹ ÏáÙåÉ»ùë Ãí»ñÇ ·³Õ³÷³ñÁ ¹»é ã¾ñ Ó¨³íáñí»É: ²é³-
çÇÝÁ Î³ñ¹³ÝáÝ ¾ñ, áñ 1545Ã. Ñ³ëÏ³ó³í, áñ Ï³ñ»ÉÇ ¾ ·áñÍ áõÝ»Ý³É
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³í»ÉÇ ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ Ù»ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ Ñ»ï, ù³Ý Çñ³Ï³Ý Ãí»ñÝ »Ý: Ü³ ëï³-
ó»É ¾ñ »ññáñ¹ Ï³ñ·Ç Ñ³í³ë³ñÙ³Ý ³ñÙ³ïÝ»ñÇ Ñ³ßíÙ³Ý ÙÇ µ³Ý³Ó¨,
ë³Ï³ÛÝ, »ñµ ³Û¹ µ³Ý³Ó¨Á ÏÇñ³éíáõÙ ¾ñ

x3 = 15x+ 4

Ñ³í³ë³ñÙ³Ý ÝÏ³ïÙ³Ùµ, ëï³óíáõÙ ¾ñ å³ï³ëË³Ý, áñÝ Çñ Ù»ç å³-
ñáõÝ³ÏáõÙ ¾ñ

p
¡121 ³ñï³Ñ³ÛïáõÃÛáõÝÁ: ²ÛÝ Å³Ù³Ý³Ï ¹³ Ñ³Ù³ñíáõÙ

¾ñ ³ÝÃáõÛÉ³ïñ»ÉÇ, ãÝ³Û³Í Î³ñ¹³ÝáÝ ·Çï»ñ, áñ Ýßí³Í Ñ³í³ë³ñáõÙÝ
áõÝÇ x = 4 ³ñÙ³ï: ²Û¹ Ñ³Ï³ëáõÃÛáõÝÁ Ñ³ÕÃ³Ñ³ñ»Éáõ Ýå³ï³Ïáí Ý³
ÁÝ¹áõÝ»ÉÇ Ñ³Ù³ñ»ó µ³ó³ë³Ï³Ý ÃíÇó ù³é³ÏáõëÇ ³ñÙ³ï Ñ³Ý»Éáõ ·áñ-
ÍáÕáõÃÛáõÝÁ: Î³ñ¹³ÝáÝ ³Û¹åÇëÇ Ãí»ñÇ Ñ»ï Ï³ï³ñáõÙ ¾ñ áñáß Ó¨³-
÷áËáõÃÛáõÝÝ»ñ` ³ßË³ï»Éáí ëï³Ý³É ×Çßï å³ï³ëË³Ý: ê³Ï³ÛÝ Ý³
³Û¹åÇëÇ Ãí»ñÇ ÏÇñ³éáõÃÛáõÝÁ Ñ³Ù³ñáõÙ ¾ñ ³ÝÇÙ³ëï áõ ³ßË³ïáõÙ ¾ñ
Ëáõë³÷»É ¹ñ³ÝóÇó:

30 ï³ñÇ ³Ýó` 1572Ã., Çï³É³óÇ è. ´áÙµ»ÉÉÇÝ Çñ ³ßË³ïáõÃÛáõÝáõÙ
Ý»ñÙáõÍáõÙ ¾ ÏáÙåÉ»ùë ÃÇí, ë³ÑÙ³ÝáõÙ Ãí³µ³Ý³Ï³Ý ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñ
¹ñ³Ýó Ñ»ï, ÇÝãå»ë Ý³¨ ÏáÙåÉ»ùë Ãí»ñÇó ù³é³ÏáõëÇ ³ñÙ³ï Ñ³Ý»Éáõ
·áñÍáÕáõÃÛáõÝÁ: Æñ ³ßË³ï³ÝùáõÙ ´áÙµ»ÉÉÇÝ ³ñ¹»Ý û·ï³·áñÍáõÙ ¾ñ
§i Ýß³Ý³ÏáõÙÝ»ñÁ (ýñ³Ýë»ñ»Ý imaginaire (Ï»ÕÍ) µ³éÇ ³é³çÇÝ ï³éÁ),
ë³Ï³ÛÝ ³Û¹ Ýß³Ý³ÏáõÙÁ ï³ñ³ÍáõÙ ëï³ó³í ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ Å³Ù³Ý³Ï, »ñµ
û·ï³·áñÍí»óÇÝ ·»ñÙ³Ý³óÇ È. ¾ÛÉ»ñÇ (1777Ã.), ÇëÏ ³ÛÝáõÑ»ï¨ ¶³áõëÇ
(1831Ã.) ³ßË³ï³ÝùÝ»ñáõÙ: ”Î»ÕÍ ÃÇí” ï»ñÙÇÝÁ Ý»ñÙáõÍ»É ¾ 1637Ã.
ýñ³ÝëÇ³óÇ è.¸»Ï³ñïÁ: ¸»Ï³ñïÝ ³ÛÝ ÙÇïùÁ Ñ³ÛïÝ»ó, áñ Ï³ñ»ÉÇ ¾
»ñ¨³Ï³Û»É, Ã» ó³ÝÏ³ó³Í n-ñ¹ ³ëïÇ×³ÝÇ µ³½Ù³Ý¹³Ù áõÝÇ n Ñ³ï
»ñ¨³Ï³Û³Ï³Ý ³ñÙ³ïÝ»ñ, ãÝ³Û³Í áñ Çñ³Ï³ÝáõÙ ¹ñ³Ýù áã ÙÇ Çñ³Ï³Ý
Ù»ÍáõÃÛ³Ý Ñ»ï Ï³ñáÕ »Ý ¨ ãÑ³ÙÁÝÏÝ»É:

üñ³ÝëÇ³óÇ ü. ìÇ»ïÁ ïí»É ¾ ³ÛÝåÇëÇ n-ñ¹ Ï³ñ·Ç Ñ³í³ë³ñáõÙ-
Ý»ñÇ ûñÇÝ³ÏÝ»ñ, áñáÝù áõÝ»ÇÝ ×Çßï n ³ñÙ³ï, ë³Ï³ÛÝ Ñ³Ýñ³Ñ³ßíÇ
ÑÇÙÝ³Ï³Ý Ã»áñ»ÙÇ ³é³çÇÝ Ó¨³Ï»ñåáõÙÁ å³ïÏ³ÝáõÙ ¾ ÑáÉ³Ý¹³óÇ
².ÄÇñ³ñÇÝ (1629Ã.): Ü³ »ñµ»ù ãÇ ³ë»É, áñ µáÉáñ ³ñÙ³ïÝ»ñÁ å»ïù ¾
ÉÇÝ»Ý a + ib ï»ëùÇ, áñï»Õ a; b-Ý Çñ³Ï³Ý Ãí»ñ »Ý` »ÝÃ³¹ñ»Éáí, áñ ³Û¹
³ñÙ³ïÝ»ñÁ Ï³ñáÕ »Ý ÉÇÝ»É Ý³¨ ³í»ÉÇ ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ µ³½ÙáõÃÛáõÝÇó, ù³Ý
ÏáÙåÉ»ùë Ãí»ñÝ »Ý: ê³Ï³ÛÝ ëÏë³Í ³Û¹ Å³Ù³Ý³ÏÝ»ñÇó Ù³Ã»Ù³ïÇÏáë-
Ý»ñÁ Ñ»Ýó ¹³ ¾É ÷áñÓ»É »Ý ³å³óáõó»É` ³Û¹ ÷³ëïÁ Ñ³Ù³ñ»Éáí ³ÏÝÑ³Ûï:

1702Ã. Ñ³ÛïÝí»ó Ñ³Ýñ³Ñ³ßíÇ ÑÇÙÝ³Ï³Ý Ã»áñ»ÙÇ ëË³É ÉÇÝ»Éáõ
È³ÛµÝÇóÇ ³å³óáõÛóÁ, ë³Ï³ÛÝ 1742Ã. ¾ÛÉ»ñÁ óáõÛó ïí»ó È³ÛµÝÇóÇ ¹³ïá-
ÕáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ëË³É³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ:
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1746Ã. Ã»áñ»ÙÁ ³å³óáõó»Éáõ ³é³çÇÝ Éáõñç ÷áñÓÁ Ï³ï³ñ»ó
¸’²É³Ùµ»ñÁ: âÝ³Û³Í Ýñ³ ³å³óáõÛóÁ áõÝ»ñ áñáß µ³óÃáÕáõÙÝ»ñ, ë³Ï³ÛÝ
³é³ÝÓÇÝ ·³Õ³÷³ñÝ»ñ µ³í³Ï³Ý Ï³ñ¨áñ ¾ÇÝ:

XVII-XVIII¹¹. ë³ÑÙ³Ý³·ÍÇÝ Ï³éáõóí»ó ÏáÙåÉ»ùë Ãí»ñÇó n-ñ¹ ³ë-
ïÇ×³ÝÇ ³ñÙ³ï Ñ³Ý»Éáõ ï»ëáõÃÛáõÝÁ, áñÁ ÑÇÙÝí³Í ¾ ³Ý·ÉÇ³óÇ
².Øáõ³íñÇ (1707Ã.) Ñ³ÛïÝÇ µ³Ý³Ó¨Ç íñ³

(cos'+ i sin')n = cosn'+ i sinn' :

1748Ã. ¾ÛÉ»ñÁ µ³ó³Ñ³Ûï»ó

ei' = cos'+ i sin'

µ³Ý³Ó¨Á:
XVII-XVIII¹¹. µ³½Ù³ÃÇí ÷áñÓ»ñ ³ñí»óÇÝ Ý³¨ ÏáÙåÉ»ùë ÃíÇÝ »ñÏ-

ñ³ã³÷³Ï³Ý Ù»ÏÝ³µ³ÝáõÃÛáõÝ ï³Éáõ áõÕÕáõÃÛ³Ùµ: Î»ÕÍ Ãí»ñÁ ³é³çÇÝ
³Ý·³Ù »ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý Ù»ÏÝ³µ³ÝáõÙ ëï³ó»É »Ý ³Ý·ÉÇ³óÇ æ.ì³ÉÇëÇ
1685Ã. Ñ³Ýñ³Ñ³ßíÇÝ ÝíÇñí³Í ³ßË³ï³ÝùáõÙ (Ýß»Ýù Ý³¨, áñ ì³ÉÇëÁ
ÑÇÙÝ³¹ñ»É ¾ ÇÝï»ñåáÉÛ³óÇ³ÛÇ Ù»Ãá¹Á ¨ Ï³éáõó»É ëÇÝáõëáÇ¹Ç ·ñ³ýÇÏÁ):
1797Ã. ¹³ÝÇ³óÇ Î.ì»ë»ÉÇ ¸³ÝÇ³ÛÇ ·ÇïáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ³Ï³¹»ÙÇ³ÛÇÝ
Ñ³ÝÓÝí³Í ³ßË³ï³ÝùáõÙ Ý»ñÏ³Û³óí³Í ¾ñ Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý íñ³ í»Ïïáñ³-
ÛÇÝ Ñ³Ýñ³Ñ³ßíÇ ëÇëï»Ù³ïÇÏ Ùß³Ïí³Í ï»ëáõÃÛáõÝÁ, áñÁ, ÷³ëïáñ»Ý,
ÏáÙåÉ»ùë Ãí»ñÇ Ñ³Ýñ³Ñ³ßíÇ »ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý Ùá¹»ÉÝ ¾ñ: Üñ³ÝÇó ³Ý-
Ï³Ë ßí»Ûó³ñ³óÇ Ä.è.²ñ·³ÝÁ 1806Ã. Ññ³å³ñ³Ï»É ¾ ”ºñÏñ³ã³÷³Ï³Ý
Ï³éáõóáõÙÝ»ñáõÙ Ï»ÕÍ Ù»ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ Ý»ñÏ³Û³óÙ³Ý »Õ³Ý³ÏÇ Ù³ëÇÝ”
³ßË³ï³ÝùÁ, áñáõÙ ïí»É ¾ ÏáÙåÉ»ùë Ãí»ñÇ ¨ ¹ñ³Ýó Ñ»ï Ï³ï³ñíáÕ
·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñÇ »ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý Ù»ÏÝ³µ³ÝáõÙÁ:

Þáõïáí ¾ÛÉ»ñÁ ³å³óáõó»ó Ñ³Ýñ³Ñ³ßíÇ ÑÇÙÝ³Ï³Ý Ã»áñ»ÙÁ n ·
6 ¹»åùÇ Ñ³Ù³ñ, »ñµ µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ µáÉáñ ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñÁ Çñ³Ï³Ý Ãí»ñ
»Ý: ²ÛÝáõÑ»ï¨ Ý³ ÷áñÓ ³ñ»ó ³å³óáõó»É Ã»áñ»ÙÁ ó³ÝÏ³ó³Í Ï³ñ·Ç
Çñ³Ï³Ý ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñáí µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñ: ¾ÛÉ»ñÁ Ý»ñÏ³Û³óÝáõÙ
¾ ËÇëï ³å³óáõÛóÁ ÙÇ³ÛÝ n = 4 ¹»åùáõÙ ¨ µ»ñáõÙ ³å³óáõÛóÇ ëË»Ù³Ý
ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ¹»åùáõÙ: ê³Ï³ÛÝ 1772Ã. È³·ñ³ÝÅÁ ³Û¹ ³å³óáõÛóÇ Ù»ç áñáß
Ã»ñáõÃÛáõÝÝ»ñ ¾ Ñ³ÛïÝ³µ»ñáõÙ:

È³åÉ³ëÁ ÷áñÓáõÙ ¾ ³å³óáõó»É Ã»áñ»ÙÁ 1795Ã.` û·ï³·áñÍ»Éáí
ÙÇ³Ý·³Ù³ÛÝ ³ÛÉ »Õ³Ý³Ï: Üñ³ ³å³óáõÛóÁ µ³í³Ï³Ý ·»Õ»óÇÏ ¾ñ: ØÇ³Ï
Ã»ñáõÃÛáõÝÁ Ï³åí³Í ¾ñ ³ÛÝ ÷³ëïÇ Ñ»ï, áñ ³ñÙ³ïÝ»ñÇ ·áÛáõÃÛáõÝÁ
»ÝÃ³¹ñíáõÙ ¾ñ ëÏ½µÇó:
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1799Ã. ¶³áõëÁ Ý»ñÏ³Û³óÝáõÙ ¾ Ã»áñ»ÙÇ ³é³çÇÝ Ýáñ ³å³óáõÛóÁ`
³é³Ýó Ý³ËÝ³Ï³Ý »ÝÃ³¹ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇ: Ü³ Ý³¨ ùÝÝ³¹³ï»É ¾ ÙÇÝã ³Û¹
Ñ³ÛïÝÇ ³å³óáõÛóÝ»ñÁ: ¶³áõëÁ É³í Ñ³ëÏ³ÝáõÙ ¾ñ, áñ Çñ ³å³óáõÛóÁ
¨ë ³ÝÃ»ñÇ ã¾, ë³Ï³ÛÝ Ñ³Ùá½í³Í ¾ñ, áñ ³ÛÝ Ñ»ï³·³ÛáõÙ Ï³ñ»ÉÇ ¾ ×ßï»É:
1814Ã.²ñ·³ÝÁ ³å³óáõóáõÙ ¾ Ã»áñ»ÙÁ Çñ³Ï³Ý ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñáí µ³½Ù³Ý-
¹³ÙÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñ` ×ßï»Éáí ¸’²É³Ùµ»ñÇ ³å³óáõÛóÁ:

ºñÏáõ ï³ñÇ ³Ýó ¶³áõëÁ Ý»ñÏ³Û³óÝáõÙ ¾ Ã»áñ»ÙÇ »ñÏñáñ¹ ³å³-
óáõÛóÁ, áñÝ ³Ûë ³Ý·³Ù ³í³ñïáõÝ ¾ñ: ”ÎáÙåÉ»ùë ÃÇí” ï»ñÙÇÝÁ ³é³ç³ñ-
Ï»É ¾ ¶³áõëÁ 1831Ã., ÇëÏ ”Ñ³Ù³ÉáõÍ” ï»ñÙÇÝÁ` 1821Ã. ÎáßÇÝ:

1849Ã. ¶³áõëÝ ³é³çÇÝ ³Ý·³Ù ³å³óáõóáõÙ ¾ Ã»áñ»ÙÁ ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ
¹»åùáõÙ` ÏáÙåÉ»ùë ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñáí µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñ:

ä»ïù ¾ Ýß»É, áñ ³Ûë ³å³óáõÛóÝ»ñÁ ·áÛáõÃÛ³Ý ³å³óáõÛóÝ»ñ ¾ÇÝ ¨
¹ñ³Ýó û·ÝáõÃÛ³Ùµ ÑÝ³ñ³íáñ ã¾ñ ·ïÝ»É µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ ³ñÙ³ïÝ»ñÁ: Î³-
éáõóáÕ³Ï³Ý ³å³óáõÛóÇ ³é³çÇÝ ÷áñÓÁ Ï³ï³ñ»É ¾ ì³Û»ñßïñ³ëÁ
1859Ã., ë³Ï³ÛÝ ³Û¹ ÷áñÓÁ Ñ³çáÕáõÃÛ³Ùµ ³í³ñï»ó Ð.ÎÝ»ë»ñÁ 1940Ã.:
²Ûë ³å³óáõÛóÁ å³ñ½»óñ»ó 1981Ã. Ýñ³ áñ¹ÇÝ` Ø³ñïÇÝ ÎÝ»ë»ñÁ:

¶Ì²ÚÆÜ î²ð²ÌàôÂÚàôÜÜºð

1827Ã. ·»ñÙ³Ý³óÇ ².ü.ØÛáµÇáõëÁ Ññ³å³ñ³ÏáõÙ ¾ ÙÇ ³ßË³ï³Ýù,
áñï»Õ ³é³çÇÝ ³Ý·³Ù Ù³Ã»Ù³ïÇÏ³ÛÇ å³ïÙáõÃÛ³Ý Ù»ç ëÏëáõÙ ¾ û·-
ï³·áñÍ»É áõÕÕáõÃÛáõÝ áõÝ»óáÕ Ù»ÍáõÃÛáõÝÝ»ñ, ÇëÏ 1837Ã. Ññ³ï³ñ³Ïí³Í
·ñùáõÙ Ý³ Ñëï³Ïáñ»Ý ³ÛÝ ÙÇïùÝ ¾ ³ñï³Ñ³ÛïáõÙ, áñ Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý íñ³
ó³ÝÏ³ó³Í í»Ïïáñ Ï³ñ»ÉÇ ¾ í»ñÉáõÍ»É Áëï »ñÏáõ áñáß³ÏÇ ³é³ÝóùÝ»ñÇ:

²Ûë »ñÏáõ ³ßË³ï³ÝùÝ»ñÇ ÙÇç¨` 1832Ã., Ññ³å³ñ³ÏíáõÙ ¾ Çï³É³óÇ
æ.´»ÉÉ³íÇïÇëÇ ³ßË³ï³ÝùÁ, áñï»Õ Ý³ ÝáõÛÝå»ë ëÏëáõÙ ¾ û·ï³·áñÍ»É
áõÕÕáõÃÛáõÝ áõÝ»óáÕ Ù»ÍáõÃÛáõÝÝ»ñ: Ü³ Çñ ³ßË³ï³ÝùáõÙ áõëáõÙÝ³ëÇñáõÙ
¾ñ Ñ³ïí³ÍÝ»ñ ¨ ÝßáõÙ, áñ AB Ù»ÍáõÃÛáõÝÁ Ñ³í³ë³ñ ã¾ BA Ù»ÍáõÃÛ³ÝÁ:
Ü³ »ñÏáõ Ñ³ïí³ÍÝ»ñ ³Ýí³ÝáõÙ ¾ Ñ³í³ë³ñ³½áñ, »Ã» ¹ñ³Ýù Ñ³í³ë³ñ
»Ý ¨ ½áõ·³Ñ»é: ²ÛÝáõÑ»ï¨ Ý³ ë³ÑÙ³ÝáõÙ ¾ Ñ³í³ë³ñ³½áñ Ñ³ïí³ÍÝ»ñÇ
·áõÙ³ñáõÙÁ ¨ ëï»ÕÍáõÙ ³Û¹åÇëÇ Ñ³ïí³ÍÝ»ñÇ Ñ³Ýñ³Ñ³ßÇí, áñÝ, Áëï
¾áõÃÛ³Ý, í»Ïïáñ³ÛÇÝ Ñ³Ýñ³Ñ³ßÇíÝ ¾:

1814Ã. ²ñ·³ÝÁ ÏáÙåÉ»ùë Ãí»ñÁ å³ïÏ»ñáõÙ ¾ áñå»ë Çñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ
Ï³ñ·³íáñí³Í ½áõÛ·»ñ, ÇëÏ ÇéÉ³Ý¹³óÇ Ù³Ã»Ù³ïÇÏáë ì.Ð³ÙÇÉïáÝÁ
1833Ã. ÏáÙåÉ»ùë Ãí»ñÁ Ý»ñÏ³Û³óÝáõÙ ¾ áñå»ë »ñÏáõ ã³÷³ÝÇ ·Í³ÛÇÝ
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ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ` ÇÑ³ñÏ» ãû·ï³·áñÍ»Éáí Å³Ù³Ý³Ï³ÏÇó ï»ñÙÇÝÝ»ñ: Ð³-
ÙÇÉïáÝÁ Ñ»ï³·³ 10 ï³ñÇÝ»ñÇ ÁÝÃ³óùáõÙ Ùß³ÏáõÙ ¾ ùí³ï»ñÝÇáÝÝ»ñÇ
ï»ëáõÃÛáõÝÁ, áñÁ 4 ã³÷³ÝÇ í»Ïïáñ³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ûñÇÝ³Ï ¾:

1844Ã. Ññ³å³ñ³ÏíáõÙ ¾ ·»ñÙ³Ý³óÇ Ð.¶.¶ñ³ëÙ³ÝÇ ³ßË³ï³ÝùÁ,
áñï»Õ Ý³ áõëáõÙÝ³ëÇñáõÙ ¾ í»ñ³ó³Ï³Ý ûµÛ»ÏïÝ»ñ, ë³ÑÙ³ÝáõÙ ¾ ·áõ-
Ù³ñÙ³Ý, Ãíáí µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ý ¨ ï³ññ»ñÇ µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ý ·áñÍá-
ÕáõÃÛáõÝÝ»ñ ¹ñ³Ýó Ñ»ï: êÏë»Éáí å³ñ½³·áõÛÝ ï³ññ»ñÇó Ý³ Ï³éáõ-
óáõÙ ¾ ³í»ÉÇ µ³ñ¹ ûµÛ»ÏïÝ»ñ ¨ ëï³ÝáõÙ ³ÛÝ, ÇÝãÝ ³Ûëûñ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý
¶ñ³ëÙ³ÝÇ Ñ³Ýñ³Ñ³ßÇí:

1857Ã. Î»ÉÇÝ Ùß³ÏáõÙ ¾ Ù³ïñÇó³ÛÇÝ Ñ³Ýñ³Ñ³ßÇíÁ ¨ ÝßáõÙ, áñ
Ð³ÙÇÉïáÝÇ ùí³ï»ñÝÇáÝÝ»ñÁ Ï³ñ»ÉÇ ¾ ë³ÑÙ³Ý»É Ù³ïñÇóÝ»ñÇ û·ÝáõÃ-
Û³Ùµ: Î»ÉÇÇ ³ßË³ï³ÝùÝ»ñÁ Ù³Ã»Ù³ïÇÏáëÝ»ñÇÝ Ù»Ï ù³ÛÉ Ùáï»óÝáõÙ
»Ý í»ñ³ó³Ï³Ý ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ·³Õ³÷³ñÇÝ:

XIX¹. Ñ³ñÃáõÃÛáõÝÇó ¨ ”ëáíáñ³Ï³Ý ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÇó” ³ëïÇ×³Ý³-
µ³ñ ³ÝóáõÙ ¾ Ï³ï³ñíáõÙ n-ã³÷³ÝÇ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ áõëáõÙÝ³ëÇñ-
Ù³ÝÁ: 1846Ã. Î»ÉÇÝ ¨ ¶ñ³ëÙ³ÝÁ ³ñ¹»Ý µ³í³Ï³Ý ³½³ï û·ï³·áñÍáõÙ
¾ÇÝ ³Û¹ ·³Õ³÷³ñÝ»ñÁ:

¶ñ³ëÙ³ÝÁ ÑÇÙÝ³Ï³ÝáõÙ ½µ³Õí»É ¾ n-ã³÷³ÝÇ ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃ-
ÛáõÝÝ»ñÇ áõëáõÙÝ³ëÇñÙ³Ùµ: ”Ø³ÏÁÝÃ³óáõÃÛ³Ý ¨ ï»Õ³ïíáõÃÛ³Ý ï»ëáõÃ-
ÛáõÝÁ” ³ßË³ï³ÝùáõÙ Ý³ Ùß³Ï»É ¾ í»Ïïáñ³ÛÇÝ Ñ³Ýñ³Ñ³ßíÇ ÑÇÙù»ñÁ:
Î³ñ¨áñ Ýß³Ý³ÏáõÃÛáõÝ ¾ áõÝ»ó»É 1844 Ã. ïå³·ñí³Í ”àõëÙáõÝù ï³ñ³-
Í³Ï³Ý Ù»ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ Ù³ëÇÝ” ³ßË³ï³ÝùÁ, áñï»Õ ïñí»É ¾ µ³½Ù³ã³÷
¾íÏÉÇ¹»ëÛ³Ý ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ë³ÑÙ³ÝáõÙÁ` ¹ñ³Ýáí ÇëÏ ÑÇÙÝ³¹ñ»Éáí í»Ï-
ïáñ³ÛÇÝ ¨ ï»Ý½áñ³ÛÇÝ Ñ³Ýñ³Ñ³ßÇíÁ: Ø³ëÝ³íáñ³å»ë, ïñí»É ¾ ëÏ³É-
Û³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÇ ë³ÑÙ³ÝáõÙÁ Å³Ù³Ý³Ï³ÏÇó ï»ëùáí: ¶ñ³ëÙ³ÝÇ ëï³-
ó³Í ³ñ¹ÛáõÝùÝ»ñÇó Ýß»Ýù Ý³¨ í»ÏïáñÝ»ñÇ ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³ËáõÃÛ³Ý ·³-
Õ³÷³ñÁ, ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ã³÷áÕ³Ï³ÝáõÃÛ³Ý ë³ÑÙ³ÝáõÙÁ, ÇÝãå»ë Ý³¨
dimV+dimW = dim(V+W )+dim(V \W )³éÝãáõÃÛáõÝÁ: ì»Ïïáñ³ÛÇÝ
Ñ³Ýñ³Ñ³ßíÇ ÑÇÙÝ³¹ÇñÝ»ñÇó ¾ Ý³¨ ³Ý·ÉÇ³óÇ Î.ì.ÎÇÝ·ïáÝÁ: Üñ³ Ñ»ï-
Ù³Ñáõ ïå³·ñí³Í (1882Ã.) ”àÕç³ÙïáõÃÛáõÝÁ ×ß·ñÇï ·ÇïáõÃÛáõÝÝ»ñáõÙ”
³ßË³ï³ÝùáõÙ ïñí»É ¾ ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÇ Å³Ù³Ý³Ï³ÏÇó ë³ÑÙ³-
ÝáõÙÁ:

¶ñ³ëÙ³ÝÇ ³ßË³ï³ÝùÝ»ñÁ ß³ñáõÝ³Ï»É ¾ Çï³É³óÇ æ. ä»³ÝáÝ:
1888Ã. Ý³ ïí»É ¾ ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ (í»ñç³íáñ ¨ ³Ýí»ñç) ³ù-
ëÇáÙ³ïÇÏ ë³ÑÙ³ÝáõÙÁ: ú·ï³·áñÍ»Éáí ÙÇ³Ý·³Ù³ÛÝ Å³Ù³Ý³Ï³ÏÇó
Ýß³Ý³ÏáõÙÝ»ñ, Ý³ ë³ÑÙ³ÝáõÙ ¾ ÙÇ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ·Í³ÛÇÝ ³ñï³å³ï-
Ï»ñáõÙÁ ÙÛáõëÇÝ, ë³ÑÙ³ÝáõÙ ¾ ûå»ñ³ïáñÝ»ñÇ ·áõÙ³ñ ¨ ³ñï³¹ñÛ³É,
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ëï³ÝáõÙ ¾ ûå»ñ³ïáñÇ Ù³ïñÇó³ÛÇÝ å³ïÏ»ñáõÙÁ: Ü³ ë³ÑÙ³ÝáõÙ ¾
Ý³¨ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ·áõÙ³ñÁ, Ñ³ïáõÙÁ, ³å³óáõóáõÙ ¾, áñ í»ñç³íáñ
ã³÷³ÝÇ ó³ÝÏ³ó³Í ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ áõÝÇ µ³½Çë ¨ µ»ñáõÙ ¾ ³Ýí»ñç ã³÷³-
ÝÇ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ûñÇÝ³Ï: ä»³ÝáÝ µ³í³Ï³Ý ³é³ç ¾ñ ³Ýó»É Çñ Å³Ù³-
Ý³Ï³ÏÇóÝ»ñÇó: Üñ³ 1888Ã. Ññ³ï³ñ³Ïí³Í ·ÇñùÁ Ù»Í Ñ³çáÕáõÃÛ³Ùµ
Ï³ñ»ÉÇ ¾ ß÷áÃ»É 1988Ã. Ññ³ï³ñ³Ïí³Í ·ñù»ñÇ Ñ»ï` ³ÛÝù³Ý Å³Ù³-
Ý³Ï³ÏÇó É»½íáí ¾ ³ÛÝ ·ñí³Í:
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ä²î²êÊ²ÜÜºð ºì òàôòàôØÜºð

1.

³) x1 = ¡1; x2 = 3; x3 = ¡2; x4 = 2,
µ) x1 = 2; x2 = 1; x3 = ¡3; x4 = 1,
·) x1 = ¡2; x2 = 1; x3 = 4; x4 = 3,
¹) x1 = 0; x2 = 2; x3 = 1

3
; x4 = ¡3

2
,

») x1 = 6¡ 26x3 + 17x4; x2 = ¡1 + 7x3 ¡ 5x4;

½) x1 = 1
10
(6¡ 15x2 ¡ x4); x3 = 1

5
(1 + 4x4);

¾) Ñ³Ù³Ï³ñ·Á ÉáõÍáõÙ ãáõÝÇ,
Á) Ñ³Ù³Ï³ñ·Á ÉáõÍáõÙ ãáõÝÇ,
Ã) Ñ³Ù³Ï³ñ·Á ÉáõÍáõÙ ãáõÝÇ,
Å) x1 = 1

6
+ 5

6
x4; x2 = 1

6
¡ 7

6
x4; x3 = 1

6
+ 5

6
x4;

Ç) x1 = x2 = x3 = x4 = 0;

É) x1 = x2 = x3 = 0; x4 = x5;

Ë) x1 = ¡11
7 x3; x2 = ¡1

7x3;

Í) x1 = 7
6x5 ¡ x3; x2 = 5

6x5 + x3; x4 = x5

3 :

2. ³) a+ b+ c = 0, µ) a+ b+ c 6= 0, ·) áã ÙÇ ¹»åùáõÙ:
3. ³) áã ÙÇ ¹»åùáõÙ, µ) áã ÙÇ ¹»åùáõÙ, ·) a; b-Ç ó³ÝÏ³ó³Í ³ñÅ»ùÝ»ñÇ
¹»åùáõÙ:
4. ³) áã ÙÇ ¹»åùáõÙ, µ) a+ 2b¡ c 6= 0, ·) a+ 2b¡ c = 0:
5. ¸ = 1; 3:
6.

³) p(x) = x2¡5x+3; µ) p(x) = 2x3¡5x2+7; ·) p(x) = 29¡18x+3x2;

¹) p(x) = 2x; ») p(x) = 7 + 7
2 (x¡ 1987) + 3

2(x¡ 1987)2 :

8. p(x) = 1¡ 7
15x+ 1

15x
2:
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9. p(x) = 1 + x :

-1 1 2 3 4

0.5

1.5

2

2.5

y=
1

������������
1 +x

y=
x2
�������
15

−
7 x
��������
15

+1

10. p(x) = 106 + 27
10(x¡ 1920)¡ 13

100(x¡ 1920)2 + 3
1000(x¡ 1920)3;

p(1960) = 198 ÙÇÉÇáÝ:
13.

ÜÏ. 3-Ç ßÕÃ³ÛÇ Ñ³Ù³ñ` I1 = 1; I2 = 2; I3 = 1; I4 = 1; I5 = 3; I6 =
2 : ÜÏ. 4-Ç ßÕÃ³ÛÇ Ñ³Ù³ñ` I1 = 1; I2 = 2; I3 = 1, »ñµ U1 = 2; U2 = 6,
I1 = 0; I2 = 1; I3 = 1 :
14.

³) x1 = 500 + s+ t; x2 = 500 + t; x3 = 100¡ s¡ t; x4 = s; x5 = t;
x6 = 500 + s+ t; x7 = 500 + t;
µ) x1 = x2 = 0; x3 = 600; x4 = 0; x5 = ¡500; x6 = x7 = 0;
·) x1 = 0; x2 = 1500; x3 = 600; x4 = ¡1500; x5 = 1000; x6 =
0; x7 = 1500 :
15.

³) x1 = 150¡ s+ t; x2 = 150 + s¡ t; x3 = s; x4 = t; x5 = 350¡ t;
µ) x1 = 100; x2 = 200; x3 = 50; x4 = 0; x5 = 350;
·) x1 = 150; x2 = 150; x3 = 0; x4 = 0; x5 = 350 :
16.

³) x1 = 100 + t; x2 = ¡100 + t; x3 = 200 + t; x4 = t;
µ) x1 = 100; x2 = ¡100; x3 = 200; x4 = 0;
·) x1 = 200; x2 = 0; x3 = 300; x4 = 100 :
17.

³) x1 = 100 ¡ r + t; x2 = 300 ¡ r + s; x3 = r; x4 = ¡s + t; x5 =
s; x6 = t;
µ) x1 = 50; x2 = 250; x3 = 100; x4 = 0; x5 = 50; x6 = 50 :
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18.

³) x1 = 700¡ s¡ t; x2 = 300¡ s¡ t; x3 = s; x4 = 100¡ t; x5 = t
µ) x1 = 600¡ s; x2 = 200¡ s; x3 = s; x4 = 0; x5 = 100;
·) x1 = 700¡ s; x2 = 300¡ s; x3 = s; x4 = 100; x5 = 0 :
19.

³) ( 4 4 0 1 ) ; µ) ( 0 0 0 0 ) ;

·)

µ
¡3 9 ¡3
16 1 6

¶
; ¹)

0
@

7 34 24
¡4 22 22
¡1 30 1

1
A :

20. x = 3; y = 2; z = 1 :
21.

³)

µ
5 2
7 0

¶
; µ)

µ
a®+ b° a¯ + b±
c®+ d° c¯ + d±

¶
; ·)

0
@

1 5 ¡5
3 10 0
2 9 ¡7

1
A ;

¹)

0
@

11 ¡22 29
9 ¡27 32
13 ¡17 26

1
A ; ¾)

µ
2 0
0 3

¶
:

22. ³)

µ
9 3
10 3

¶
, µ)

µ
10
8

¶
, ·) (13), ¹) (13) :

23.

³)

µ
13 ¡14
21 ¡22

¶
; µ)

µ
304 ¡61
305 ¡62

¶
; ·)

0
@

1 0 0
0 ¡1 0
0 0 1

1
A ;

¹)

0
@

1 0 0
0 ¡1 0
0 0 1

1
A ; »Ã» n-Á Ï»Ýï ¾, ¨

0
@

1 0 0
0 1 0
0 0 1

1
A ; »Ã» n-Á ½áõÛ· ¾:

»)

µ
1 0
0 1

¶
; »Ã» n-Á ½áõÛ· ¾ ¨

µ
2 ¡1
3 ¡2

¶
; »Ã» n-Á Ï»Ýï ¾,

½)

µ
cosn® ¡ sinn®
sinn® cosn®

¶
; ¾)

µ
1 n
0 1

¶
; Á)

µ
an 0
0 bn

¶
; Ã) an

µ
1 n
0 1

¶
;

Å) 1
2

µ
(a+ b)n + (a¡ b)n (a+ b)n ¡ (a¡ b)n

(a+ b)n ¡ (a¡ b)n (a+ b)n + (a¡ b)n

¶
:
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24. ³) A =

µ
3 0
0 2

¶
; A =

µ
¡3 0
0 ¡2

¶
, µ) A =

0
@

2 0 0
0 ¡1 0
0 0 3

1
A :

25.

³) X =

µ
2 3
0 2

¶
, Y =

µ
¡1 ¡2
0 ¡1

¶
,

µ) Y = 2X+

µ
0 ¡1
1 0

¶
, áñï»ÕX-Á (2£2) Ï³ñ·Ç Ï³Ù³Û³Ï³Ý Ù³ïñÇó

¾:

26. ³) f(A) =

µ
¡4 0
8 2

¶
; µ) f(A) =

0
@

0 0 0
0 0 0
0 0 0

1
A :

27.

³)³ñï³¹ñÛ³ÉÇ i-ñ¹ ¨ j-ñ¹ ïáÕ»ñÁ Ïï»Õ³÷áËí»Ý, µ)³ñï³¹ñÛ³ÉÇ i-ñ¹
ïáÕÇÝ Ï·áõÙ³ñíÇ c Ãíáí µ³½Ù³å³ïÏ³Í j-ñ¹ ïáÕÁ, ·) ³ñï³¹ñÛ³ÉÇ i-
ñ¹ ¨ j-ñ¹ ëÛáõÝ»ñÁ Ïï»Õ³÷áËí»Ý, ¹) ³ñï³¹ñÛ³ÉÇ i-ñ¹ ëÛ³ÝÁ Ï³í»É³Ý³
c Ãíáí µ³½Ù³å³ïÏ³Í j-ñ¹ ëÛáõÝÁ:
28.

B(CA) =

µ
¡3 ¡5 ¡10
¡2 ¡5 ¡5

¶
; C(BC) =

µ
¡2 ¡1
3 ¡1

¶
;

(B +C)A =

µ
1 6 ¡1
¡2 ¡2 ¡8

¶
; B(C +O) =

µ
¡3 1
¡2 ¡1

¶
;

(cB)(C +C) =

µ
12 ¡4
8 4

¶
; B(cA) =

µ
¡2 ¡10 0
2 0 10

¶
:

30. AC = BC =

0
@

12 ¡6 9
16 ¡8 12
4 ¡2 3

1
A :

31.

³) AB =

0
@

3
10
26

1
A ; BA-Ý áñáßí³Í ã¾

µ) AB =

0
@

¡1 19
4 ¡27
0 14

1
A ; BA-Ý áñáßí³Í ã¾

·) AB =

0
@

3 0 0
0 ¡4 0
0 0 ¡10

1
A ; BA =

0
@

3 0 0
0 ¡4 0
0 0 ¡10

1
A

433



¹) AB =

0
@

1 0 0
0 1 0
0 0 1

1
A ; BA =

0
@

1 0 0
0 1 0
0 0 1

1
A :

40.

³)

µ
a 2b
3b a+ 3b

¶
, µ )

µ
a 3b

¡5b a+ 9b

¶
,

·)

0
@

a b c
0 a b
0 0 a

1
A, ¹)

0
B@

a b c d
0 a b c
0 0 a b
0 0 0 a

1
CA:

41. ³)

µ
¡2 1
¡1 2

¶
, µ)

0
@

5 1 5
6 0 3
¡5 ¡1 ¡5

1
A, ·)

µ
¡2 ¡1
1 2

¶
:

42.

µ
18 21
21 27

¶
:

46. ³)

µ
¡5 2
3 ¡1

¶
; µ)

µ
2 ¡1
3 ¡2

¶
:

47.

³)

0
BBB@

3 2
3

¡4
3

11
3

10
3 0

1
CCCA ; µ)

0
BBB@

¡13
3

¡10
3

4 ¡5

¡26
3 ¡16

3

1
CCCA ;

·)

0
@

¡14 ¡4
7 ¡17

¡17 ¡2

1
A ; ¹)

0
BBB@

¡13
6

1

¡1
3

¡17
6

0 10
3

1
CCCA :

48. ³) ß»ÕëÇÙ»ïñÇÏ, µ) ëÇÙ»ïñÇÏ, ·) ëÇÙ»ïñÇÏ, ¹) ß»ÕëÇÙ»ïñÇÏ:

54.A = 1
2
(A¡AT ) + 1

2
(A+AT ) =

0
@

0 4 ¡1
2

¡4 0 ¡1
2

1
2

1
2 0

1
A+

0
@

2 1 7
2

1 6 1
2

7
2

1
2 1

1
A :

56. k = 3:
57.

³) k = 2, µ) ÇÝùÝ³ã»½áù³óÝáÕ ã¾, ·) k = 2, ¹) ÇÝùÝ³ã»½áù³óÝáÕ ã¾,
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») k = 2, ½) k = 4:
62.³) ³Ûá, µ) áã, ·) áã, ¹) áã, ») áã, ½) áã:
63. a-Ý ó³ÝÏ³ó³Í ¨ b = 0, Ï³Ù a = 0; b = 1, Ï³Ù a = 0; b = ¡1:
64. b 6= 0;a = 0; c = 1, Ï³Ù b 6= 0; a = 1; c = 0, Ï³Ù b = 0;a =
0; 1; c = 0; 1:
68. ³) áã, µ) áã, ·) ³Ûá, ¹) ³Ûá, ») ³Ûá, ½) ³Ûá:
69. Ð³çáñ¹ ³ÙÇë` 350, »ñÏáõ ³ÙÇë Ñ»ïá` 475:
70. Ð³çáñ¹ ß³µ³Ã` 110 í³ñ³Ïí³Í ³éÝ»ï, »ñÏáõ ß³µ³Ã Ñ»ïá` 111:
71. Ø»Ï ³ÙÇë Ñ»ïá` 5025 ãÍËáÕÝ»ñ, 2500 Ù»Ï ïáõ÷Çó å³Ï³ë ÍËáÕÝ»ñ,
2475 Ù»Ï ïáõ÷Çó ³í»É ÍËáÕÝ»ñ: ºñÏáõ ³ÙÇë Ñ»ïá` 5047 ãÍËáÕÝ»ñ, 2499
Ù»Ï ïáõ÷Çó å³Ï³ë ÍËáÕÝ»ñ, 2454 Ù»Ï ïáõ÷Çó ³í»É ÍËáÕÝ»ñ:
72. P 2x = (175; 217; 608)T ; P 3x = (187:5; 247:7; 564:8)T :

73.

Ø»Ï ï³ñÇ Ñ»ïá` (110000; 100000; 90000),
»ñ»ù ï³ñÇ Ñ»ïá` (123125; 100000; 76875):

74. D =

µ
0:1 0:2
0:8 0:1

¶
; x = (20000; 40000)T :

75. D =

µ
0:3 0:4
0:4 0:2

¶
; x = (130000; 102500)T :

76. D =

µ
0:2 0:5
0:3 0:1

¶
; x = (133333:3; 133333:3)T :

77.

³)

0
@

¡5
2 2

3
2 ¡1

1
A, µ) 1

62

µ
9 5
7 ¡3

¶
, ·)

1

a2 + b2

µ
a ¡b
b a

¶
,

¹)
1

ad¡ bc

µ
d ¡b
¡c a

¶
, »)

µ
cos® sin®
¡ sin® cos®

¶
, ½)

1

11

0
@

4 ¡8 7
2 7 ¡2
¡1 2 1

1
A,

¾)
1

16

0
@

¡11 ¡2 ¡7
14 4 6
¡1 ¡6 ¡5

1
A, Á) 1

42

0
@

14 6 4
14 ¡9 1
14 3 ¡5

1
A,

Ã)

0
B@

1 ¡1 0 0
0 1 ¡1 0
0 0 1 ¡1
0 0 0 1

1
CA, Å)

0
B@

0 ¡1 1 ¡1
1 0 ¡1 1
¡1 1 0 ¡1
1 ¡1 1 0

1
CA:
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78.

³)

0
BBBBB@

1 ¡1 0 0 ¢ ¢ ¢ 0 0
0 1 ¡1 0 ¢ ¢ ¢ 0 0
0 0 1 ¡1 ¢ ¢ ¢ 0 0
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
0 0 0 0 ¢ ¢ ¢ 1 ¡1
0 0 0 0 ¢ ¢ ¢ 0 1

1
CCCCCA
,

µ)

0
BBB@

1 ¡1 1 ¡1 ¢ ¢ ¢ (¡1)n¡1

0 1 ¡1 1 ¢ ¢ ¢ (¡1)n¡2

0 0 1 ¡1 ¢ ¢ ¢ (¡1)n¡3

¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
0 0 0 0 ¢ ¢ ¢ 1

1
CCCA,

·)

0
BBB@

1 ¡a 0 0 ¢ ¢ ¢ 0
0 1 ¡a 0 ¢ ¢ ¢ 0
0 0 1 ¡a ¢ ¢ ¢ 0
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
0 0 0 0 ¢ ¢ ¢ 1

1
CCCA,

¹)

0
BBB@

0 0 0 0 ¢ ¢ ¢ 0 1
0 0 0 0 ¢ ¢ ¢ 1 ¡1
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
0 1 ¡1 0 ¢ ¢ ¢ 0 0
1 ¡1 0 0 ¢ ¢ ¢ 0 0

1
CCCA,

»)

0
BBBBB@

1 ¡2 1 0 ¢ ¢ ¢ 0 0
0 1 ¡2 1 ¢ ¢ ¢ 0 0
0 0 1 ¡2 ¢ ¢ ¢ 0 0
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
0 0 0 0 ¢ ¢ ¢ 1 ¡2
0 0 0 0 ¢ ¢ ¢ 0 1

1
CCCCCA
,

½)

0
BBB@

1 ¡a a2 ¢ ¢ ¢ (¡1)n¡1an¡1

0 1 ¡a ¢ ¢ ¢ (¡1)n¡2an¡2

0 0 1 ¢ ¢ ¢ (¡1)n¡3an¡3

¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
0 0 0 ¢ ¢ ¢ 1

1
CCCA,
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¾)

0
BBBBBBBBBBB@

1 +
n¡1X

k=1

1

ak
¡ 1

a1
¡ 1

a2
¢ ¢ ¢ ¡ 1

an¡1

¡ 1

a1

1

a1
0 ¢ ¢ ¢ 0

¡ 1

a2
0

1

a2
¢ ¢ ¢ 0

¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
¡ 1

an¡1
0 0 ¢ ¢ ¢ 1

an¡1

1
CCCCCCCCCCCA

, »Ã» a1a2 ¢ ¢ ¢ an¡1 6= 0,

Á)
1

na+ 1

0
BBB@

(n¡ 1)a+ 1 ¡a ¡a ¢ ¢ ¢ ¡a
¡a (n¡ 1)a+ 1 ¡a ¢ ¢ ¢ ¡a
¡a ¡a (n¡ 1)a+ 1 ¢ ¢ ¢ ¡a
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
¡a ¡a ¡a ¢ ¢ ¢ (n¡ 1)a+ 1

1
CCCA:

79.

³) x = 4; y = 8, µ) x = ¡8; y = ¡11 ·) x = 0; y = 0;
¹) x = ¡5; y = ¡40:5; z = 48, ») x = ¡3; y = ¡24; z = 28
½) x = 0; y = 0; z = 0 :
80.

³)

µ
¡1 ¡1
2 3

¶
, µ)

µ
3 ¡2
5 ¡4

¶
, ·)

µ
1 2
3 4

¶
,

¹)

0
@

6 4 5
2 1 2
3 3 3

1
A, »)

0
@

1 2 3
4 5 6
7 8 9

1
A, ½)

0
@

1 1 1
1 2 3
2 3 1

1
A:

81.

³) X =

µ
1 2
¡1 0

¶
; Y =

µ
1 1
¡2 1

¶
, µ) X =

µ
1 1
1 1

¶
; Y =

µ
0 1
1 0

¶
:

82. x = 4 :
83. x = 6 :

84.

µ
¡1 1

2
3
4 ¡1

4

¶
:

85.

³) Ð³Ï³¹³ñÓ Ù³ïñÇóáõÙ ï»Õ»ñáí Ï÷áËí»Ý i-ñ¹ ¨ j-ñ¹ ëÛáõÝ»ñÁ,
µ) Ð³Ï³¹³ñÓ Ù³ïñÇóáõÙ i-ñ¹ ëÛáõÝÁ Ïµ³½Ù³å³ïÏíÇ 1=c Ãíáí,
·) Ð³Ï³¹³ñÓ Ù³ïñÇóáõÙ j-ñ¹ ëÛáõÝÇó ÏÑ³ÝíÇ c Ãíáí µ³½Ù³å³ïÏí³Í
i-ñ¹ ëÛáõÝÁ:
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88.

³) (AB)¡1 =

µ
35 17
4 10

¶
, (AT )¡1 =

µ
2 ¡7
5 6

¶
,

A¡2 =

µ
¡31 40
¡56 1

¶
, (2A)¡1 =

µ
1 5

2
¡7

2
3

¶
;

µ) (AB)¡1 = 1
16

0
@

138 56 ¡84
37 26 ¡71
24 34 3

1
A, (AT )¡1 = 1

4

0
@

4 6 1
¡2 2 4
3 ¡8 2

1
A,

A¡2 = 1
16

0
@

7 0 34
28 ¡40 ¡14
30 14 ¡25

1
A, (2A)¡1 = 1

8

0
@

4 ¡2 3
6 2 ¡8
1 4 2

1
A ;

·) (AB)¡1 =

0
@

¡6 ¡25 24
¡6 10 7
17 7 15

1
A, (AT )¡1 =

0
@

1 0 4
¡4 1 2
2 3 1

1
A,

A¡2 =

0
@

9 ¡4 ¡8
12 7 6
8 ¡12 15

1
A, (2A)¡1 = 1

2

0
@

1 ¡4 2
0 1 3
4 2 1

1
A :

97. a11a22 ¢ ¢ ¢ ann 6= 0; A¡1 =

0
BB@

1
a11

0 0 ¢ ¢ ¢ 0

0 1
a22

0 ¢ ¢ ¢ 0
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
0 0 0 ¢ ¢ ¢ 1

ann

1
CCA :

98. ³)

0
@

¡1 0 0
0 1

3 0
0 0 1

2

1
A, µ)

0
@

2 0 0
0 3 0
0 0 4

1
A :

99. (¡195; 62; 99;¡174; 43; 98; 41;¡5;¡36;¡155; 61; 63; 14;¡14;¡5;
¡91; 8; 61;¡44; 21; 12; 33;¡33; 0) :
100. (35; 65; 6; 12; 92; 160; 31; 62; 40; 75; 22; 44; 53; 93; 94; 168) :
101. ”¼·áõß³ó»ù ³íïáÙ»ù»Ý³ÛÇó”:
102. ”Ø»½ Ùáï ã»Ý ÍËáõÙ”:
103. ³) 5, µ) 0, ·) 59, ¹) k2 ¡ 4k¡ 5, ») 0, ½) 425, ¾) 104, Á) ¡k4 ¡ k3 +
18k2 + 9k ¡ 21:
104. ³)¸ = 3; ¸ = 2, µ) ¸ = 2; ¸ = 6:
105. M12 = ¡A12 = 2; M22 = A22 = 38; M32 = ¡A32 = 76; M42 =
A42 = ¡54; ¢ = ¡2a+ 38b¡ 76c¡ 54d :
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106. ³) 3a¡ b+ 2c+ d; µ) 4t¡ x¡ y ¡ z; ·) 2a¡ b¡ c¡ d :
107. ³) 6, µ) -16:
108. ³) 5, µ) 10, ·) 5, ¹) 10:
110. ³) -8, µ) -3, ·) -9, ¹) 18, ») 18, ½) 4:
111.

³) x = a1; a2; a3; ¢ ¢ ¢ ; an, µ) x = 0; 1; 2; ¢ ¢ ¢ ; n¡ 1,
·) x = a1; a2; a3; ¢ ¢ ¢ ; an¡1:
112. ³)-21, µ) -5, ·) -7, ¹) 18, »)-21, ½) 6:
113.

³) n!, µ) n(¡1)
n(n¡1)

2 , ·) 2n+ 1, ¹) (n¡ 1)!, ») 2[1 ¢ 3 ¢ ¢ ¢ (2n¡ 3)],
½) (¡1)n(n+1)=2a1a2 ¢ ¢ ¢ an, ¾) (2n¡1)!!, Á) (¡1)n(n¡1)=2x(x¡1) ¢ ¢ ¢ (x¡
n), Ã) (x+ a1 + ¢ ¢ ¢+ an)(x¡ a1) ¢ ¢ ¢ (x¡ an): òáõóáõÙ. ³é³çÇÝ ëÛ³ÝÁ
³í»É³óÝ»É ÙÝ³ó³Í ëÛáõÝ»ñÁ,

Å) (¡1)n¡1(x¡ a1) ¢ ¢ ¢ (x¡ an)

µ
x

x¡ a1
+ ¢ ¢ ¢+ x

x¡ an
¡ 1

¶
,

Ç) 1, É) n(¡1)n¡1,Ë) (¡1)n¡1(n¡1)2n¡2: òáõóáõÙ. Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ïáÕÇó
Ñ³Ý»É Ý³Ëáñ¹Á, ³ÛÝáõÑ»ï¨ í»ñçÇÝ ëÛáõÝÁ ³í»É³óÝ»É ÙÝ³ó³Í µáÉáñÇÝ:
115.

³) Îµ³½Ù³å³ïÏíÇ (¡1)n¡1-áí,
µ) Ïµ³½Ù³å³ïÏíÇ (¡1)n(n¡1)=2-áí:
116.

³) âÇ ÷áËíÇ, µ) ãÇ ÷áËíÇ, ·) Ï¹³éÝ³ 0, ¹) ½áõÛ· Ï³ñ·Ç áñáßÇãÁ Ï¹³éÝ³
0, ÇëÏ Ï»Ýï Ï³ñ·Ç áñáßÇãÁ ÏÏñÏÝ³å³ïÏíÇ:
117. ³) 5, µ) 8, ·) 13, ¹) 18, ») n(n¡1)

2 , ½) n(n+1)
2 :

118. ³) ¡ Ýß³Ýáí, µ) + Ýß³Ýáí, ·) áñáßÇãÇ ³Ý¹³Ù ã¾, ¹) + Ýß³Ýáí:
119. i = 5; k = 1:
120. i = 6; k = 2:
121.

³) i = 4; j = 6; k = 2 Ï³Ù i = 6; j = 2; k = 4 Ï³Ù i = 2; j = 4; k = 6,
µ) i = 6; j = 4; k = 7 Ï³Ù i = 7; j = 6; k = 4 Ï³Ù i = 4; j = 7; k = 6 :
122. + Ýß³Ýáí:

123. (¡1)
n(n¡1)

2 Ýß³Ýáí:
124. ³) (n¡ 1)!(n¡ 1), µ) (n¡ 1)!(n¡ 1), ·) (n¡ 1)!(n¡ k):
125. ³) 10, µ) 100, ·) 60, ¹) 10, ») -4, ½) -2, ¾) 195, Á) 90, Ã) 8:
126. ³) -84, µ) -84, ·) 98, ¹) 43:
127. jAj ¢ jCj; jAj ¢ jCj; (¡1)njAj ¢ jCj; (¡1)njAj ¢ jCj :
128. ³) 18, µ) (a+ b+ c+d)(a+ b¡ c¡d)(a¡ b+ c¡d)(a¡ b¡ c+d):
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129. ³) 0, »Ã» n > 2, (x2¡x1)(y2¡y1), »Ã» n = 2: òáõóáõÙ. A Ù³ïñÇóÁ
Ý»ñÏ³Û³óÝ»É áñå»ë
0
B@

1 x1 0 ¢ ¢ ¢ 0
1 x2 0 ¢ ¢ ¢ 0
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
1 xn 0 ¢ ¢ ¢ 0

1
CA ¨

0
B@

1 y1 0 ¢ ¢ ¢ 0
1 y2 0 ¢ ¢ ¢ 0
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
1 yn 0 ¢ ¢ ¢ 0

1
CA

Ù³ïñÇóÝ»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³É,
µ) 0, »Ã» n > 2, sin(®1 ¡ ®2)sin(¯1 ¡ ¯2), »Ã» n = 2,
·) 0, »Ã» n > 2, sin2(®1 ¡ ®2), »Ã» n = 2,
¹) 0, »Ã» n > 2, ¡sin2(®1 ¡ ®2), »Ã» n = 2,

»)
Y

n¸i>k¸1

(ai ¡ ak)(bi ¡ bk),

½) C1
nC

2
n ¢ ¢ ¢Cn

n

Y

n¸i>k¸0

(ak ¡ ai)(bi ¡ bk),

¾) (¡1)
n(n¡1)

2 [(n ¡ 1)!]n: òáõóáõÙ. A Ù³ïñÇóÇ i¡ñ¹ ïáÕÇ ¨ j-ñ¹ ëÛ³Ý
¾É»Ù»ÝïÁ Ý»ñÏ³Û³óÝ»É (i+ (k¡ 1))n¡1 ï»ëùáí ¨ í»ñÉáõÍ»É »ñÏ³Ý¹³ÙÇ
³ëïÇ×³ÝÇ µ³Ý³Ó¨áí, Ï³Ù û·ïí»É ÙÇ³Ý·³ÙÇó Ý³Ëáñ¹ ËÝ¹ñÇ ³ñ¹-
ÛáõÝùÇó,

Á)
Y

n¸i>k¸1

(xi ¡ xk)
2,

Ã)

nY

i=1

(x¡ xi)
Y

n¸i>k¸1

(xi ¡ xk)
2: òáõóáõÙ. A Ù³ïñÇóÁ Ý»ñÏ³Û³óÝ»É

BCT ³ñï³¹ñÛ³ÉÇ ï»ëùáí, áñï»Õ

B=

0
BBBBB@

1 1 ¢ ¢ ¢ 1 1
x1 x2 ¢ ¢ ¢ xn x
x2
1 x2

2 ¢ ¢ ¢ x2
n x2

¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
xn¡1
1 xn¡1

2 ¢ ¢ ¢ xn¡1
n xn¡1

xn
1 xn

2 ¢ ¢ ¢ xn
n xn

1
CCCCCA
,

C=

0
BBBBB@

1 1 ¢ ¢ ¢ 1 0
x1 x2 ¢ ¢ ¢ xn 0
x2
1 x2

2 ¢ ¢ ¢ x2
n 0

¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
xn¡1
1 xn¡1

2 ¢ ¢ ¢ xn¡1
n 0

0 0 ¢ ¢ ¢ 0 1

1
CCCCCA
:
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130.

³) (x2 ¡ 1)(x2 ¡ 4);

µ) 16(x2 ¡ 4)(x2 ¡ 9),
·) x2z2: òáõóáõÙ. ï»Õ³÷áË»Éáí áñáßÇãÇ ³é³çÇÝ »ñÏáõ ïáÕ»ñÁ ¨ ³é³-
çÇÝ »ñÏáõ ëÛáõÝ»ñÁ, ³å³óáõó»É, áñ áñáßÇãÁ ãÇ ÷áËíÇ »Ã» x-Á ÷áË³-
ñÇÝ»Ýù ¡x-áí: êïáõ·»Éáí áñ áñáßÇãÁ ¹³éÝáõÙ ¾ ½ñá x = 0 ¹»åùáõÙ,
³å³óáõó»É, áñ ³ÛÝ µ³Å³ÝíáõÙ ¾ x2 íñ³: ÜÙ³Ý³ïÇå ¹³ïáÕáõÃÛáõÝÝ»ñ
Ï³ï³ñ»É z-Ç Ñ³Ù³ñ,
¹) ¡(x+ y + z)(y + z ¡ x)(x+ z ¡ y)(x+ y ¡ z),
») (x¡ 1)(x¡ 2) ¢ ¢ ¢ (x¡ n+ 1),

½) (¡1)n(x¡ 1)(x¡ 2) ¢ ¢ ¢ (x¡ n),
¾) a0(x¡ a1)(x¡ a2) ¢ ¢ ¢ (x¡ an),
Á) a1(x+ b¡ a2)(x+ b¡ a3) ¢ ¢ ¢ (x+ b¡ an):
131.

³) ¡a1a2 ¢ ¢ ¢ an
µ

1

a1
+

1

a2
+ ¢ ¢ ¢+ 1

an

¶
,

µ) a1a2 ¢ ¢ ¢ an¡a1a2 ¢ ¢ ¢ an¡1+a1a2 ¢ ¢ ¢ an¡2¡¢ ¢ ¢+(¡1)n¡1a1+(¡1)n,

·) (a0 + ¢ ¢ ¢+ an)x
n,

¹) a0x
n + a1x

n¡1y + ¢ ¢ ¢+ any
n,

») x0x1 ¢ ¢ ¢xn

µ
a0
x0

¡ a1
x1

+ ¢ ¢ ¢+ (¡1)n
an
xn

¶
,

½) ¡b1b2 ¢ ¢ ¢ bn
µ
a21
b1

+ ¢ ¢ ¢+ a2n
bn

¶
; n > 1, ¾) n+ 1, Á) 2n+1 ¡ 1;

Ã)
1

3
(5n+1 ¡ 2n+1); Å)

1

2
(5n+1 ¡ 3n+1):

133.

³) 0, µ) (1 ¡ x)n¡1[(n ¡ 1)x + 1]: òáõóáõÙ. »Ã» ï³ññÁ Ñ³í³ë³ñ ¾ 1-
Ç` ³ÛÝ Ý»ñÏ³Û³óÝ»É (1 ¡ x) + x ï»ëùáí, ÇëÏ ÙÝ³ó³Í ï³ññ»ñÁ` 0 + x
ï»ëùáí, ·) xn¡1(na1 + x), ¹) xn¡1(x+ a1 + ¢ ¢ ¢+ an):
134.

³) x1x2 ¢ ¢ ¢xn

Y

i>j

(xi ¡ xj),

µ)
Y

i<j

sin('i ¡ 'j), ·)
Y

i>j

(xi ¡ xj),
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135.

³) b1b2 ¢ ¢ ¢ bn, µ) (¡1)
n2¡n+2

2 2(n¡ 2)!, ·) xn + (¡1)n+1yn,

¹) (¡1)n¡1n!, ») 0, ½) (¡1)
n(n+1)

2 (n+ 1)n¡1, ¾) (¡1)n¡1(n¡1), Á) (2n¡
1)(n¡ 1)n¡1, Ã) (a+ (n¡ 1)b)(a¡ b)n¡1, Å) 1, Ç) 1,

É) (¡1)n¡1xy
xn¡1 ¡ yn¡1

x¡ y
: òáõóáõÙ. Ý»ñù¨Ç ³ç ³ÝÏÛáõÝáõÙ ï»Õ³¹ñ»É

0 = x¡ x ¨ í»ñÉáõÍ»É áñå»ë »ñÏáõ áñáßÇãÝ»ñÇ ·áõÙ³ñ,

Ë) (x¡ a1)(x¡ a2) ¢ ¢ ¢ (x¡ an),

Í) a0x
n + a1x

n¡1 + ¢ ¢ ¢+ an, Ï) (¡1)n¡1(n¡ 1)xn¡2, Ñ) 1!2!3! ¢ ¢ ¢n!,
Ó) (a2 ¡ b2)n:

Õ)
x(a¡ y)n ¡ y(a¡ x)n

x¡ y
,

×) 0, »Ã» n > 2, 1 + x1y1, »Ã» n = 1 ¨ (x1 ¡ x2)(y1 ¡ y2), »Ã» n = 2,

Ù)
xf(y)¡ yf(x)

x¡ y
, áñï»Õ f(z) = (a1 ¡ z) ¢ ¢ ¢ (an ¡ z), Û) 1

2 (1 + (¡1)n),

Ý) (¡1)
n(n¡1)

2
n+1
2

nn¡1, ß) 1 + x2 + x4 + ¢ ¢ ¢+ x2n,

á) an + an¡1 + ¢ ¢ ¢+ a+ 1,

ã)
f(x)¡ f(y)

x¡ y
, áñï»Õ f(z) = (a1 ¡ z) ¢ ¢ ¢ (an ¡ z),

å) a1a2 ¢ ¢ ¢ an
µ
a0 ¡

1

a1
¡ ¢ ¢ ¢ ¡ 1

an

¶
,

ç) abc1c2 ¢ ¢ ¢ cn
µ
c0
ab

¡ 1

c1
¡ ¢ ¢ ¢ ¡ 1

cn

¶
,

é) (¡1)n¡1xn¡2: òáõóáõÙ. Úáõñ³ù³ÝãÛáõñ ïáÕÇó Ñ³Ý»É Ñ³çáñ¹Á,

ë) (¡1)n((x¡1)n¡xn): òáõóáõÙ. Úáõñ³ù³ÝãÛáõñ ïáÕÇó Ñ³Ý»É Ý³Ëáñ¹Á,
³ç Ý»ñù¨Ç ³ÝÏÛáõÝáõÙ ï»Õ³¹ñ»É 1 = x+ (1¡ x) ¨ Ý»ñÏ³Û³óÝ»É áñå»ë
»ñÏáõ áñáßÇãÝ»ñÇ ·áõÙ³ñ:

136.

³) Ð³Ï³¹³ñÓ»ÉÇ ¾, µ) áã Ñ³Ï³¹³ñÓ»ÉÇ ¾,

·) áã Ñ³Ï³¹³ñÓ»ÉÇ ¾, ¹)áã Ñ³Ï³¹³ñÓ»ÉÇ ¾:

137. ³) 135, µ) 8
5
; ·) 1

40
; ¹) -5:

138. ³) k = 1
2(5 +

p
17); k = 1

2(5¡
p
17); µ) k = ¡1:
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144. A¡1 =

0
B@

¡4 3 0 ¡1
2 ¡1 0 0
¡7 0 ¡1 8
6 0 1 ¡7

1
CA :

145.

³)

0
@

3 8 ¡5
¡3 ¡6 4
2 3 ¡2

1
A ; µ)

0
@

2 0 ¡1
2
3

1
3

¡1
3

¡1 0 1

1
A ; ·)

0
@

1
2 ¡2 1

2
0 1 1

2
0 0 1

2

1
A ;

¹)

0
@

1
3 0 0
¡3 1 0
11
6

¡1
2

1
4

1
A ; »)

µ
cos® sin®
¡ sin® cos®

¶
, ½)

1

11

0
@

4 ¡8 7
2 7 ¡2
¡1 2 1

1
A,

¾)
1

16

0
@

¡11 ¡2 ¡7
14 4 6
¡1 ¡6 ¡5

1
A, Á)

1

42

0
@

14 6 4
14 ¡9 1
14 3 ¡5

1
A,

Ã)

0
B@

1 ¡1 0 0
0 1 ¡1 0
0 0 1 ¡1
0 0 0 1

1
CA, Å)

0
B@

0 ¡1 1 ¡1
1 0 ¡1 1
¡1 1 0 ¡1
1 ¡1 1 0

1
CA :

146. x1 = 1; x2 = 0; x3 = 2; x4 = 0 :
147.

³) x1 = x2 = 1; x3 = 2;
µ) x1 = 1; x2 = 1

2 ; x3 = 3
2 ;

·) x1 = 1; x2 = x3 = 2; x4 = 0;
¹) x1 = 2; x2 = ¡2; x3 = 1; x4 = ¡1:
150. ³) x

0

= 3
5x+ 4

5y; y
0

= ¡4
5x+ 3

5y

µ) x
0

= xcosµ + ysinµ; y
0

= ¡xsinµ + ycosµ :
151.

³) (0; 0; 0; 0)T , µ) f(x) ´ 0, ·)

µ
0 0 0
0 0 0

¶
, ¹) 0 + 0x+ 0x2 + 0x3:

152. Ù»Ï ï³ññÇó µ³ÕÏ³ó³ÍÁ` ³Ûá, »ñÏáõ ï³ññÇó µ³ÕÏ³ó³ÍÁ` áã:
153. ³Ûá:
154. áã:
155. ³Ûá:
156. áã:
157. áã:
158. ³Ûá:
159. ³) áã, µ) áã, ·) áã, ¹) áã:
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162. ³) ³Ûá, µ) ³Ûá, ·) ³Ûá, ¹) ³Ûá, ») áã, ½) áã, ¾) ³Ûá, Á) áã, Ã) áã, Å) áã,
Ç) áã:
165. ³) áã, µ) ³Ûá, ·) áã, ¹) ³Ûá, ») ³Ûá, ½) ³Ûá, »Ã» áõÕÇÕÝ ³ÝóÝáõÙ ¾
Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÇ ëÏ½µÝ³Ï»ïáí, ¾) áã, Á) áã:
166. ³) áã, µ) ³Ûá, ·) ³Ûá, ¹) ³Ûá, ») ³Ûá, ½) áã:
171.³) ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë ¾, µ) ·Íáñ»Ý Ï³ËÛ³É ¾, ·) ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë ¾,
¹) ·Íáñ»Ý Ï³ËÛ³É ¾, ») ·Íáñ»Ý Ï³ËÛ³É ¾:
172.³) ¸ = 15, µ) ó³ÝÏ³ó³Í ¸¡Ç ¹»åùáõÙ:
173.³) t 6= 1;¡2, µ) t 6= 1

2
:

174.³) ³Ûá, 3A¡ 2B, µ) áã, ·) ³Ûá, ¡A+ 5B,¹) ³Ûá, 0A+ 0B:

186. R6-áõÙ` f

0
BBBBB@

1
0
0
0
0
0

1
CCCCCA

;

0
BBBBB@

0
1
0
0
0
0

1
CCCCCA

;

0
BBBBB@

0
0
1
0
0
0

1
CCCCCA

;

0
BBBBB@

0
0
0
1
0
0

1
CCCCCA

;

0
BBBBB@

0
0
0
0
1
0

1
CCCCCA

;

0
BBBBB@

0
0
0
0
0
1

1
CCCCCA
g,

M2;4-áõÙ` f
µ
1 0 0 0
0 0 0 0

¶
;

µ
0 1 0 0
0 0 0 0

¶
;

µ
0 0 1 0
0 0 0 0

¶
;

µ
0 0 0 1
0 0 0 0

¶
;,

µ
0 0 0 0
1 0 0 0

¶
;

µ
0 0 0 0
0 1 0 0

¶
;

µ
0 0 0 0
0 0 1 0

¶
;

µ
0 0 0 0
0 0 0 1

¶
g,

191.³) 3, µ) 3:
192.

³) fa1; a2g, fa2; a3g, µ) Ï³Ù³Û³Ï³Ý »ñÏáõ í»Ïïáñ Ï³½ÙáõÙ »Ý µ³½Çë,
·) fa1; a4g, fa2; a4g, fa3; a4g:
193.

³) ³Ûá, dimR = n(n¡1), µ) ³Ûá, dimR = n, ·) ³Ûá, dimR =
n(n+ 1)

2
,

¹) ³Ûá, dimR =
n(n+ 1)

2
, ») ³Ûá, dimR =

n(n¡ 1)

2
, ½) áã:

194.

³) dimR = n+ 1: ´³½ÇëÁ` f1; x; ¢ ¢ ¢ ; xng,
µ) dimR = [n=2] + 1: ´³½ÇëÁ` f1; x2; ¢ ¢ ¢ ; x2k; k = [n=2]g,
·) dimR = [(n+ 1)=2]: ´³½ÇëÁ` fx; x3; ¢ ¢ ¢ ; x2k¡1; k = [(n+ 1)=2]g,
¹) dimR = 2n+ 1: ´³½ÇëÁ` f1; cos x; sin x; ¢ ¢ ¢ ; cos nx; sinnxg,
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») dimR = n+ 1: ´³½ÇëÁ` f1; cos x; ¢ ¢ ¢ ; cos nxg,
½) dimR = n: ´³½ÇëÁ` fsinx; sin 2x; ¢ ¢ ¢ ; sinnxg,
¾) dimR = 2n+ 1:
´³½ÇëÁ` feax; eaxcos x; eaxsinx; ¢ ¢ ¢ ; eaxcos nx; eaxsinnxg:
197. ³) áã, ³) ³Ûá, ³) ³Ûá, ³) áã, ³) áã:
199. ³) (8;¡3)T , µ) (5; 4; 3)T , ·) (¡1; 2; 0; 1)T :
200. ³) »ñÏáõ ïáÕ»ñÁ ï»Õ»ñáí Ï÷áËí»Ý, µ) »ñÏáõ Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý
ëÛáõÝ»ñÁ ï»Õ»ñáí Ï÷áËí»Ý, ·) Ù³ïñÇóÁ Ï»ÝÃ³ñÏíÇ ëÇÙ»ïñÇÏ Ó¨³÷á-
ËáõÃÛ³Ý Çñ Ï»ÝïñáÝÇ ÝÏ³ïÙ³Ùµ:
201. ³) (1; 2; 3)T , µ) (1; 1; 1)T , ·) (0; 2; 1; 2)T :
202. ³) x1 = ¡27x0

1 ¡ 71x0
2 ¡ 41x0

3; x2 = 9x0
1 + 20x0

2 + 9x0
3; x3 =

4x0
1 + 12x0

2 + 8x0
3,

µ) x1 = 2x0
1 + x0

3 ¡ x0
4; x2 = ¡3x0

1 + x0
2 ¡ 2x0

3 + x0
4; x3 = x0

1 ¡ 2x0
2 +

2x0
3 ¡ x0

4;x4 = x0
1 ¡ x0

2 + x0
3 ¡ x0

4:
203. (0; 3; 2)T :
204. (4; 11; 1)T :
206.³) 3, µ) 3, · ) 2, ¹) 2, ») 3, ½) 2:
207.³) 3, µ) 3, · ) 3, ¹) 2, ») 3, ½) 4:
208.

³) 3, »Ã» ¸ = §3, ÇëÏ ÙÝ³ó³Í ¹»åù»ñáõÙ 4,
µ) 1, »Ã» ¸ = 1, 3, »Ã» ¸ = ¡3, ÇëÏ ÙÝ³ó³Í ¹»åù»ñáõÙ 4,
·) 4, »Ã» ¸ 6= 1; 1=4, ÇëÏ ÙÝ³ó³Í ¹»åù»ñáõÙ 3:
210.

³) ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ÉáõÍáõÙÁ` x1 = 8x3 ¡ 7x4; x2 = ¡6x3 + 5x4; ÉáõÍáõÙÝ»ñÇ
ýáõÝ¹³Ù»Ýï³É Ñ³Ù³ËáõÙµÁ` f(8;¡6; 1; 0)T ; (¡7; 5; 0; 1)Tg;
µ) ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ÉáõÍáõÙÁ` x3 = ¡5

2x1 + 5x2; x4 = 7
2x1 ¡ 7x2; ÉáõÍáõÙÝ»ñÇ

ýáõÝ¹³Ù»Ýï³É Ñ³Ù³ËáõÙµÁ` f(1; 0;¡5=2; 7=2)T ; (0; 1; 5;¡7)T g;
·) ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ÉáõÍáõÙÁ` x4 = ¡9

4x1 +
3
2x2 + 2x3; x5 = 3

4x1 +
1
2x2 + x3;

ÉáõÍáõÙÝ»ñÇ ýáõÝ¹³Ù»Ýï³É Ñ³Ù³ËáõÙµÁ` f(1; 0; 0;¡9=4; 3=4)T ; (0; 1; 0;
¡3=2; 1=2)T ; (0; 0; 1;¡2; 1)T g;
¹) Ñ³Ù³Ï³ñ·Ý áõÝÇ ÙÇ³ÛÝ ½ñáÛ³Ï³Ý ÉáõÍáõÙ, ÉáõÍáõÙÝ»ñÇ ýáõÝ¹³Ù»Ýï³É
Ñ³Ù³ËáõÙµ ·áÛáõÃÛáõÝ ãáõÝÇ,
») ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ÉáõÍáõÙÁ` x4 = 1

11
(¡9x1+3x2¡10x3); x5 = 1

11
(3x1+x2+

4x3); ÉáõÍáõÙÝ»ñÇ ýáõÝ¹³Ù»Ýï³É Ñ³Ù³ËáõÙµÁ` f(1; 0; 0;¡ 9
11 ;¡ 3

11)
T ;

(0; 1; 0; 3
11 ;

1
11 )

T ; (0; 0; 1;¡10
11 ;

4
11)

T g;

445



½) ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ÉáõÍáõÙÁ` x1 = 0; x2 = 1
3
(x3 ¡ 2x5); x4 = 0; ÉáõÍáõÙÝ»ñÇ

ýáõÝ¹³Ù»Ýï³É Ñ³Ù³ËáõÙµÁ` f(0; 1
3
; 1; 0; 0)t; (0;¡2

3
; 0; 0; 1)T g :

211.

³) ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ÉáõÍáõÙÁ`x1 = 1
11
(x3 ¡ 9x4 ¡ 2); x2 = 1

11
(5x3 ¡ x4 ¡ 10);

Ù³ëÝ³ÏÇ ÉáõÍáõÙÁ`x1 = ¡1; x2 = 1; x3 = 0; x4 = 1;
µ) ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ÉáõÍáõÙÁ`x3 = 22x1 ¡ 33x2 ¡ 11; x4 = ¡16x1 +24x2 +8;
Ù³ëÝ³ÏÇ ÉáõÍáõÙÁ` x1 = 2; x2 = 1; x3 = x4 = 0;
·) ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ÉáõÍáõÙÁ` x3 = 1¡ 3x1 ¡ 4x2; x4 = 1; Ù³ëÝ³ÏÇ ÉáõÍáõÙÁ`
x1 = ¡1; x2 = 1; x3 = 0; x4 = 1;
¹) Ñ³Ù³Ï³ñ·Ý ³ÝÑ³Ù³ï»Õ»ÉÇ ¾,
») Ñ³Ù³Ï³ñ·Ý áõÝÇ ÙÇ³Ï ÉáõÍáõÙ‘ x1 = 3; x2 = 2; x3 = 1;
½) ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ÉáõÍáõÙÁ`x3 = 6¡ 15x1 + 10x2; x4 = ¡7 + 18x1 ¡ 12x2;
Ù³ëÝ³ÏÇ ÉáõÍáõÙÁ`x1 = x2 = x3 = 1; x4 = ¡1;
¾) ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ÉáõÍáõÙÁ`x3 = 1

5
(34x1¡17x2¡29); x4 = 8

5
(2x1¡x2¡2);

Ù³ëÝ³ÏÇ ÉáõÍáõÙÁ`x1 = 2; x2 = 1; x3 = 22
5 ; x4 = 8

5 ;

Á) ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ÉáõÍáõÙÁ`x3 = 2¡ 27
13x1 +

9
13x2; x4 = ¡1 + 3

13x1 ¡ 1
13x2;

Ù³ëÝ³ÏÇ ÉáõÍáõÙÁ`x1 = x2 = 1; x3 = 8
13
; x4 = ¡11

13
;

Ã) ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ÉáõÍáõÙÁ` x1 = ¡6
7 +

8
7x4; x2 = 1

7 ¡ 13
7 x4; x3 = 15

7 ¡ 6
7x4;

Ù³ëÝ³ÏÇ ÉáõÍáõÙÁ`x1 = ¡2; x2 = 2; x3 = 3; x4 = ¡1;
Å) Ñ³Ù³Ï³ñ·Ý ³ÝÑ³Ù³ï»Õ»ÉÇ ¾,
Ç) ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ÉáõÍáõÙÁ`x3 = ¡1¡ 8x1 +4x2 x4 = 0; x5 = 1+2x1 ¡ x2;
Ù³ëÝ³ÏÇ ÉáõÍáõÙÁ `x1 = 1; x2 = 2; x3 = ¡1; x4 = 0; x5 = 1;
É) ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ÉáõÍáõÙÁ`x3 = 13; x4 = 19¡3x1¡2x2; x5 = ¡34; Ù³ëÝ³ÏÇ
ÉáõÍáõÙÁ‘ x1 = 1; x2 = 8; x3 = 13; x4 = 0; x5 = ¡34 :
212.

³) Ñ³Ù³Ï³ñ·Á Ñ³Ù³ï»Õ»ÉÇ ¾, »Ã» ¸ = 0; ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ÉáõÍáõÙÝ ¾` x1 =
¡1

2(5x3 + 13x4 + 3); x2 = ¡1
2 (7 + 19x4 + 7);

µ) Ñ³Ù³Ï³ñ·Á Ñ³Ù³ï»Õ»ÉÇ ¾, »Ã» ¸ 6= 0; ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ÉáõÍáõÙÝ ¾` x1 =
4¡¸
5¸

¡ 3
5
x3; x2 = 9¸¡16

5¸
¡ 8

5
x3; x4 = 1

¸
; ·) Ñ³Ù³Ï³ñ·Á Ñ³Ù³ï»Õ»ÉÇ ¾,

»Ã» ¸ 6= 1; ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ÉáõÍáõÙÝ ¾` x1 = 43¡8¸
8(1¡¸)

¡ 9
8
x3; x2 = 5

4(1¡¸)
+ 1

4
x3;

x4 = 5
¸¡1 ;

¹) Ñ³Ù³Ï³ñ·Á Ñ³Ù³ï»Õ»ÉÇ ó³ÝÏ³ó³Í ¸-Ç ¹»åùáõÙ: ºÃ» ¸ = 8; ³å³
ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ÉáõÍáõÙÝ ¾` x2 = 4 + 2x1 ¡ 2x4; x3 = 3 ¡ 2x4; »Ã» ¸ 6= 8;
³å³ ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ÉáõÍáõÙÝ ¾` x1 = 0; x2 = 4¡ 2x4; x3 = 3¡ 2x4;
») Ñ³Ù³Ï³ñ·Á Ñ³Ù³ï»Õ»ÉÇ ó³ÝÏ³ó³Í ¸-Ç ¹»åùáõÙ, »Ã» ¸ = 8; ³å³
ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ÉáõÍáõÙÝ ¾` x3 = ¡1; x4 = 2 ¡ x1 ¡ 3

2x2 : ºÃ» ¸ 6= 8; ³å³
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ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ÉáõÍáõÙÝ ¾` x2 = 2
3
(2¡ x1); x3 = ¡1; x4 = 0;

½) ºÃ» (¸¡1)(¸+2) 6= 0³å³ Ñ³Ù³Ï³ñ·Ý áõÝÇ ÙÇ³Ï ÉáõÍáõÙ`x1 = x2 =
x3 = 1

¸+3 ; »Ã» ¸ = 1; ³å³ ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ÉáõÍáõÙÝ ¾` x1 = 1 ¡ x2 ¡ x3 :
¸ = ¡2 ¹»åùáõÙ Ñ³Ù³Ï³ñ·Ý ³ÝÑ³Ù³ï»Õ»ÉÇ ¾,
¾) »Ã» (¸ ¡ 1)(¸ + 3) 6= 0 ³å³ Ñ³Ù³Ï³ñ·Ý áõÝÇ ÙÇ³Ï ÉáõÍáõÙ`x1 =
x2 = x3 = x4 = 1

¸+3 ; »Ã» ¸ = 1; ³å³ ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ÉáõÍáõÙÝ ¾` x1 =
1¡ x2 ¡ x3 ¡ x4; ¸ = ¡3 ¹»åùáõÙ Ñ³Ù³Ï³ñ·Ý ³ÝÑ³Ù³ï»Õ»ÉÇ ¾,

Á) »Ã» ¸(¸ + 3) 6= 0 ³å³ Ñ³Ù³Ï³ñ·Ý áõÝÇ ÙÇ³Ï ÉáõÍáõÙ`x1 = 2¡¸2

¸(¸+3) ;

x2 = 2¸¡1
¸(¸+3)

; x3 = ¸3+2¸2¡¸¡1
¸(¸+3)

; »Ã» ¸ = 0; Ï³Ù ¸ = ¡3` Ñ³Ù³Ï³ñ·Ý
³ÝÑ³Ù³ï»Õ»ÉÇ ¾:
214.

³) P +Q = M , P \Q-Ý ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ Ù³ïñÇóÝ»ñÇ »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃ-
ÛáõÝÝ ¾,
µ) P +Q = M , P \Q = o,
·) P+Q-Ý Ï³½Ùí³Í ¾ ³ÛÝ Ù³ïñÇóÝ»ñÇó, áñáÝù ·ÉË³íáñ ³ÝÏÛáõÝ³·ÍÇó
Ý»ñù¨ ·ïÝíáÕ ¨ Ýñ³Ý ½áõ·³Ñ»é áõÕÇÕÝ»ñÇ íñ³ áõÝ»Ý ÙÇ¨ÝáõÛÝ ï³ññ»ñÁ,
P \Q-Ý a1E ëÏ³ÉÛ³ñ Ù³ïñÇóÝ»ñÇ »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ ¾:
215. ³) dim(L1 + L2) = 3; dim(L1 \ L2) = 1, µ) dim(L1 + L2) =
3; dim(L1 \ L2) = 2:
216.

³) ¶áõÙ³ñÇ µ³½ÇëÁ` fa1; a2; b1g: Ð³ïÙ³Ý µ³½ÇëÁ` f2a1 + a2 = b1 +
b2 = (3; 5; 1)T g,
µ) ¶áõÙ³ñÇ µ³½ÇëÁ` fa1; a2; a3; b2g: Ð³ïÙ³Ý µ³½ÇëÁ` fb1 = ¡2a1 +
a2 + a3; b3 = 5a1 ¡ a2 ¡ 2a3g,
·) ¶áõÙ³ñÇ µ³½ÇëÁ` fa1; a2; a3; b1g: Ð³ïÙ³Ý µ³½ÇëÁ` fa1 + a2 + a3 =
b1 + b2 = (1; 2; 2; 1)T ; 2a1 + 2a3 = b1 + b3 = (2; 2; 2; 2)Tg:
223.

³) ¸ = 3; µ³½ÇëÁ` f(1=2; 1)Tg,¸ = ¡1, µ³½ÇëÁ`f(0; 1)T g;
µ) ¸ = 4, µ³½ÇëÁ` f(3=2; 1)T g
·) ¸=

p
12, µ³½ÇëÁ f̀(3=

p
12; 1)T g, ¸ =¡

p
12, µ³½ÇëÁ f̀(¡3=

p
12; 1)Tg;

¹) ë»÷³Ï³Ý ³ñÅ»ù ãáõÝÇ,
») ¸ = 0, µ³½ÇëÁ` f(1; 0)T ; (0; 1)T g;
½) ¸ = 1, µ³½ÇëÁ` f(1; 0)T ; (0; 1)Tg :
224.

³) ¸ = 1; µ³½ÇëÁ` f(0; 1; 0)Tg, ¸ = 2, µ³½ÇëÁ` f(¡1=2; 1; 1)T g, ¸ = 3,
µ³½ÇëÁ` f(¡1; 1; 1)Tg,
µ) ¸ = 0; µ³½ÇëÁ` f(5=3; 1=3; 1)T g,
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¸ =
p
2, µ³½ÇëÁ` f((15 + 5

p
2)=7; (¡1 + 2

p
2)=7; 1)T g,

¸ = ¡
p
2, µ³½ÇëÁ` f((15¡ 5

p
2)=7; (¡1¡ 2

p
2)=7; 1)Tg,

·) ¸ = ¡8; µ³½ÇëÁ` f(¡1=6;¡1=6; 1)T g,
¹) ¸ = 2; µ³½ÇëÁ` f(1=3; 1=3; 1)T g,
») ¸ = 2; µ³½ÇëÁ` f(¡1=3;¡1=3; 1)T g,
½) ¸ = ¡4; µ³½ÇëÁ` f(¡2; 8=3; 1)T g, ¸ = 3, µ³½ÇëÁ` f(5;¡2; 1)Tg:
225.

³) ¸ = 1; µ³½ÇëÁ` f(0; 0; 0; 1)T ; (2; 3; 1; 0)Tg, ¸ = ¡2,
µ³½ÇëÁ` f(¡1; 0; 1; 0)Tg, ¸ = ¡1, µ³½ÇëÁ` f(¡2; 1; 1; 0)g,
µ) ¸ = 4; µ³½ÇëÁ` f(3=2; 1; 0; 0)T g:
230. ³) (59049; 0; 59049)T ; µ) (1048576; 1048576; 1048576)T :

233.

A2 =

µ
15 30
5 10

¶
; A3 =

µ
75 150
25 50

¶
; A4 =

µ
375 750
125 250

¶
; A5 =

µ
1875 3750
625 1250

¶
:

234. A3 =

0
@

1 ¡3 3
3 ¡8 6
6 ¡15 10

1
A ; A4 =

0
@

3 ¡8 6
6 ¡15 10
10 ¡24 15

1
A :

236. ¸ = 0; 1:
237. ¸ = 0:
241.

³) »ñ»ùß³µÃÇ` (0:4667; 0:3333; 0:2)T ,
ãáñ»ùß³µÃÇ` (0:4933; 0:3067; 0:2)T ,
µ) (0:519993; 0:280007; 0:2)T ,
·) (0:52; 0:28; 0:2)T ,
253.

³) P =

0
@

4
5

3
4

1 1

1
A ; P¡1AP =

µ
1 0
0 2

¶
;

µ) P =

0
@

1
3 0

1 1

1
A ; P¡1AP =

µ
1 0
0 ¡1

¶
;
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·) P =

0
@

0 1 0
1 0 1
¡1 0 1

1
A ; P¡1AP =

0
@

0 0 0
0 1 0
0 0 2

1
A ;

¹) P =

0
@

¡2 0 1
0 1 0
1 0 0

1
A ; P¡1AP =

0
@

3 0 0
0 3 0
0 0 2

1
A :

254.

³) áã,

µ) P =

0
@

1 2 1
1 3 3
1 3 4

1
A ; P¡1AP =

0
@

1 0 0
0 2 0
0 0 3

1
A ;

·) áã,

¹) P =

0
@

¡1
3

0 0
0 1 0
1 0 1

1
A ; P¡1AP =

0
@

0 0 0
0 0 0
0 0 1

1
A ;

») áã,

½) P =

0
B@

1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1
0 0 0 1

1
CA ; P¡1AP =

0
B@

¡2 0 0 0
0 ¡2 0 0
0 0 3 0
0 0 0 3

1
CA :

256.

³) A10 =

µ
1 0

¡1023 1024

¶
;

µ) A6 =

µ
¡188 ¡378
126 253

¶
;

·) A8 =

0
@

384 256 ¡384
¡384 ¡512 1152
¡128 ¡256 640

1
A :

263. ³) áã, µ) ³Ûá, ·) áã,¹) áã,») áã,½) áã:
264. 15;

p
57; 2

p
13:

265. ¡73;
p
83;

p
367:

266. ³) àã, µ) áã:
267. ¡6;

p
35; 3

p
6:

268. 16
15 ;

p
10
5 ;

p
2:
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269. ¡4;
p
11;

p
21:

270. ²Ûá, »Ã» a = 0:
280. ³) ¼ 120:5±, µ) ¼

2
, ·) ¼

2
:

281. ³) ( 85 ;
4
5)

T ; (45 ;
8
5 )

T , µ) (0; 52 ;¡5
2)

T ; (¡ 5
14 ;¡15

14 ;
10
14)

T :

283. (0; 1=
p
2;¡1=

p
2; 0)T :

284. ³) (2; 2; 1; 0)T ; (5;¡2;¡6;¡1)T ;
µ) (1;¡2; 1; 0)T ; (25; 4;¡17;¡6)T :
285.

³) §(2=3;¡2=3;¡1=3; 0)T ¾É»Ù»ÝïÝ»ñÇó áñ¨¾ Ù»ÏÁ,
µ) (1=2;¡1=2; 1=2;¡1=2)T ; (1=2;¡1=2;¡1=2; 1=2)T :
286. (s; 3t; 4t)T :

289. ³) ( 4
p
13

13 ; 7
p
13

13 )T ,µ) (
p
10
2 ;¡2;¡

p
10
2 )T ,·) (11; 2; 15)T :

296. ³) úñÃáÝáñÙ³É ã¾: (1; 0)T ; (0; 1)T , µ) ûñÃáÝáñÙ³É ¾, ·) ûñÃáÝáñÙ³É
ã¾, ·Íáñ»Ý Ï³ËÛ³É ¾, ¹) ûñÃáÝáñÙ³É ã¾, ·Íáñ»Ý Ï³ËÛ³É ¾:
297. ³) úñÃáÝáñÙ³É ã¾:
µ

1p
2
; 0;

1p
2

¶T

;

µ
1p
3
;
1p
3
;¡ 1p

3

¶T

;

Ã
¡ 1p

2
;

r
2

3
;
1p
6

!T

,

µ) ûñÃáÝáñÙ³É ¾, ·) ûñÃáÝáñÙ³É ¾:
298.

³) úñÃáÝáñÙ³É ã¾:

µ
¡ 2p

13
;
3p
13

¶T

;

µ
3p
13

;
2p
13

¶T

,

µ) ûñÃáÝáñÙ³É ¾, ·) ûñÃá·áÝ³É ã¾, ë³Ï³ÛÝ ûñÃá·áÝ³É ¾: ÜáñÙ³íáñ»Éáõó
Ñ»ïá`Ã
¡2

p
2

3
;¡ 1

3
p
2
;

1

3
p
2

!T

;

µ
7

33
;
4

33
;
32

33

¶T

;

Ã
2
p
2

11
;¡ 15

11
p
2
;

1

11
p
2

!T

,

¹) ûñÃáÝáñÙ³É ¾:
299.

³) f
µ
3

5
;
4

5

¶T

;

µ
¡4

5
;¡3

5

¶T

g, µ) f
Ãp

2

2
;¡

p
2

2

!T

;

Ãp
2

2
;

p
2

2

!T

g,

·) f
µ
4

5
;¡3

5
; 0

¶T

;

µ
3

5
;
4

5
; 0

¶T

; (0; 0; 1)Tg,

¹) f
Ã
0;

p
2

2
;

p
2

2

!T

;

Ãp
6

3
;

p
6

6
;¡

p
6

6

!T

;

Ãp
3

3
;¡

p
3

3
;

p
3

3

!T

g:
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300.

½
(1; 0; 0)T ;

³
0; 1p

2
; 1p

2

´T

;
³
0;¡ 1p

2
; 1p

2

´T
¾
¨

f(1; 0; 0)T ; (0; 0; 1)T ; (0; 1; 0)T g:
301.

½³
1p
2
;¡ 1p

2

´T

;
³

1p
2
; 1p

2

´T
¾
:

302.

³) ûñÃáÝáñÙ³É ¾, µ) ûñÃáÝáñÙ³É ã¾, ûñÃáÝáñÙ³íáñ»Éáõó Ñ»ïá fx2; x; 1g,

·) ûñÃáÝáñÙ³É ã¾, ûñÃáÝáñÙ³íáñ»Éáõó Ñ»ïá fx
2 ¡ 1p
2

;¡x2 ¡ 2x+ 1p
6

g:

303. f
µ
2

3
;¡1

3

¶T

;

Ãp
2

6
;
2
p
2

3

!T

g :

304.

(µ
1p
6
;
1p
6
;
1p
6

¶T

;

µ
1p
6
;
1p
6
;¡ 1p

6

¶T

;

µ
2p
6
;¡ 1p

6
; 0

¶T
)

:

305. f1;
p
3(2x¡ 1);

p
5(6x2 ¡ 6x+ 1)g :

306. ³) úñÃáÝáñÙ³É ¾,

µ) ûñÃáÝáñÙ³É ã¾:

µ
1 0
0 0

¶
;

µ
0 1
0 0

¶
;

µ
0 0
1p
2

1p
2

¶
;

µ
0 0
1p
2

¡ 1p
2

¶
:

307.

³) (1; 2; 2;¡1)T ; (2; 3;¡3; 2)T ; (2;¡1;¡1;¡2)T ,
µ) (1; 1;¡1;¡2)T ; (2; 5; 1; 3)T ,
·) (2; 1; 3;¡1)T ; (3; 2;¡3;¡1)T ; (1; 5; 1; 10)T :
308.

³)

½³
3
p
10

10
; 0;

p
10
10

; 0
´T

;
³
0;¡2

p
5

5
; 0;

p
5
5

´T
¾
,

µ)

½³p
2
2 ; 0;

p
2
2 ; 0

´T

;
³p

6
6 ; 0;¡

p
6
6 ;

p
6
3

´T
¾
:

310. ³) ³Ûá, µ) ³Ûá, ·) áã, ¹) ³Ûá, ») ³Ûá, ½) áã:
322.

³) P =

0
@

1p
2

¡ 1p
2

1p
2

1p
2

1
A ; P¡1AP =

µ
4 0
0 2

¶
;

µ) P =

0
@

p
3
2 ¡1

2

1
2

p
3
2

1
A ; P¡1AP =

µ
8 0
0 ¡4

¶
;
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·) P =

0
@

3
5 ¡4

5

4
5

3
5

1
A ; P¡1AP =

µ
25 0
0 ¡25

¶
;

¹) P =

0
BBB@

¡4
5 0 3

5

0 1 0

3
5 0 4

5

1
CCCA ; P¡1AP =

0
@

25 0 0
0 ¡3 0
0 0 ¡50

1
A :

323.

³) P =

0
BBB@

1p
2

1p
2

0

1p
2

¡ 1p
2

0

0 0 1

1
CCCA ; µ) P =

0
BBBB@

1p
3

1p
6

1p
2

1p
3

¡ 2p
6

0

1p
3

1p
6

¡ 1p
2

1
CCCCA

;

·) P =

0
BBBBB@

0 0 1p
2

1p
2

0 0 1p
2

¡ 1p
2

1 0 0 0
0 1 0 0

1
CCCCCA

; ¹) P =

0
BBBBBB@

1p
5

0 ¡ 2p
5

0

2p
5

0 1p
5

0

0 1p
5

0 ¡ 2p
5

0 2p
5

0 1p
5

1
CCCCCCA

:

324. ³) áã, µ) ³Ûá, ·) áã, ¹) áã:

325. (2;¡2;¡1; 0)T ; (1; 1; 0;¡1)T :

326. S? = linf(0; 0; 1; 0)T ; (2;¡1; 0; 1)Tg;
(S?)? = linf(1; 2; 0; 0)T ; (0; 1; 0; 1)T g:
327. (0; 2

3 ;
2
3 ;

2
3)

T :

328. ( 53 ;
8
3 ;

13
3 )

T :

329. (1;¡1; 2)T :
330.

³)

R(A) = linf(1; 0)T ; (0; 1)T g = R2; N (AT ) = linf(0; 0)T g;
N (A) = linf(¡3; 0; 1)Tg; R(AT ) = linf(1; 0; 3)T ; (0; 1; 0)T g;
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µ)

R(A) = linf(1; 0; 1; 1)T ; (0; 1; 1; 2)T g = R2;
N (AT ) = linf(¡1;¡1; 1; 0)T ; (¡1;¡2; 0; 1)T g
N (A) = linf(¡1;¡1; 0; 1)T ; (0;¡1; 1; 0)T );
R(AT ) = linf(1; 0; 0; 1)T ; (0; 1; 1; 1)Tg :

332. y = 3a1 ¡ 2a2 = (1;¡1;¡1; 5)T ; y? = (3; 0;¡2;¡1)T :
333. y = 2a1 ¡ a2 = (3; 1;¡1;¡2)T ; y? = (2; 1;¡1; 4)T :
334. y = (5;¡5;¡2;¡1)T ; y? = (2; 1; 1; 3)T :
335.

³) ëÏ³ÉÛ³ñ Ù³ïñÇóÝ»ñÇ »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ,
µ) ëÇÙ»ïñÇÏ Ù³ïñÇóÝ»ñÇ »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ:
337.

³) x = (1;¡1)T , µ) x = (2;¡2; 1)T :
338. T (t) = 30:9306 + 2:0463t :
339. T (t) = 33:3426 + 2:37757lnt :
340. T (t) = 30:9622 + 1:98957t+ 0:019944t2 :
341.

³) 4
3
+ 3

4
x : ØÇçÇÝ ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ ëË³ÉÁ` 1

6
:

µ) 4¡ 2x : ØÇçÇÝ ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ ëË³ÉÁ` 2:
343.

³) 1:3 + 0:6x;
µ) 10

3
+ 8

7
x;

·) 1:75¡ 0:65x;
¹) ¡1

3 + 2x :
345.

³) g(x) = ¡1
6
+ x,

µ) g(x) ¼ 0:1945 + 6x,
·) g(x) ¼ 0:1148 + 0:6644x:
346.

³) g(x) = 1:5x2 ¡ 0:6x+ 0:05,
µ) g(x) ¼ ¡0:0505 + 1:3122x¡ 0:4177x2:
347.

³) (¡1; 7)T ; (11;¡8)T ; µ) (1; 5; 4)T ; (5;¡6; t)T ;
·) (¡14;¡7)T ; (1; 1; t)T :
348.

³) ³Ûá, »Ã» a = 0, µ) ³Ûá, »Ã» c = o,·) ³Ûá, ¹) áã, ») ³Ûá, ½) áã, ¾) áã, Á)
áã, Ã) ³Ûá, Å) ³Ûá, Ç) ³Ûá, É) ³Ûá:
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349. n = 4;m = 3; (¡1; 9; 9)T ; (4t; t; 0;¡t)T :

350. n = 2;m = 3; (8; 12; 4)T ; (¡2;¡1=2)T :

351. T

µ
1
0

¶
=

µ
1=2
1=2

¶
; T

µ
0
2

¶
=

µ
1
¡1

¶
:

352. T

µ
1
4

¶
=

µ
¡3
5

¶
; T

µ
¡2
1

¶
=

µ
¡3
¡1

¶
:

353. x2 ¡ 3x¡ 5 :

354.

µ
12 ¡1
7 4

¶
:

355. T

µ
®
¯

¶
=

µ
®
0

¶
:

356. T

µ
®
¯

¶
=

µ
¯
®

¶
:

357.

T

µ
®
¯

¶
=

µ
(®+ ¯)=2
(®+ ¯)=2

¶
; T

µ
5
0

¶
=

µ
2:5
2:5

¶
;

T

µ
3
4

¶
=

µ
3:5
3:5

¶
; T 2

µ
3
4

¶
=

µ
3:5
3:5

¶
:

359. (t; 0) :

360. (t; t) :

364.

³) R3, µ) fog, ·) fa1x+ a2x
2 + a3x

3 : a1; a2; a3 2 R1g,
¹) fa1x;a1 2 R1g, ») fog, ½) f(t; t)T ; t 2 R1g:
365. ³) N (T ) = fog;R(T ) = R2, µ) f(¡4;¡2; 1)Tg; f(1; 0)T ; (0; 1)T g:
366. ³) N (T ) = fog; R(T ) = R2, µ) N (T ) = fog; dim(R(T )) = 2:
367. p(x) = a0:
368. p(x) = a0 + a1x+ a2x

2; áñï»Õ a0 + a1=2 + a2=3 = 0:
369. dim(N (T )) = 2; dim(R(T )) = 1,
ÙÇçáõÏÇ µ³½ÇëÁ` f(1; 0;¡2)T ; (0; 1; 1)Tg:
371. ³) dim(R(T )) = n, µ) dim(R(T )) < n:
376.

³) A =

µ
1 1
1 ¡1

¶
; µ) A =

0
@

5 ¡3
1 1
1 ¡4

1
A ;
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·) A =

0
@

1 1 0
1 ¡1 0
0 0 1

1
A ; ¹) A =

µ
0 ¡2 3
4 0 11

¶
:

377. ³) (35;¡7); µ) (0; 0) :
378.

³)

µ
¡1 0
0 ¡1

¶
; (¡3;¡4)T ; µ)

µ
0 1
1 0

¶
; (3; 4)T ;

·)

0
@

¡
p
2
2

¡
p
2
2

p
2
2 ¡

p
2
2

1
A ; (¡4

p
2; 0)T ;

¹)

µ
1=2

p
3=3

¡
p
3=2 1=2

¶
; (1 +

p
3;¡

p
3 + 1)T ;

»)

0
@

1 0 0
0 1 0
0 0 ¡1

1
A ; (3; 2;¡2)T ; ½)

0
@

¡1 0 0
0 1 0
0 0 1

1
A ; (¡2; 3; 4)T :

379.

³) (T2T1)B =

µ
2 ¡4
¡1 ¡5

¶
; (T1T2)B =

µ
0 2
7 ¡3

¶
,

µ) (T2T1)B =

µ
¡4 ¡1
¡2 5

¶
; (T1T2)B =

0
@

5 3 2
4 ¡3 1
¡2 ¡3 ¡1

1
A:

380.

³) T¡1

µ
v1
v2

¶
=

µ
(v1 + v2)=2
(v1 ¡ v2)=2

¶
,

µ) Ñ³Ï³¹³ñÓ»ÉÇ ã¾,

·) T¡1

µ
v1
v2

¶
=

µ
v1=5
v2=5

¶
:

381. ³) (9; 5; 4)T , µ) (¡1; 5)T :

382.

0
B@

0 0 0
1 0 0
0 1 0
0 0 1

1
CA :

383.

0
BBB@

0 0 0 0
1 0 0 0
0 1

2
0 0

0 0 1
3 0

0 0 0 1
4

1
CCCA :
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387. n2:
388. nm:

390. ³)

0
@

2 ¡11 6
1 ¡7 4
2 ¡1 0

1
A, µ)

1

3

0
@

6 11 5
¡12 13 10
6 ¡5 ¡5

1
A:

391. Ò¨³÷áËáõÃÛ³Ý Ù³ïñÇóÇ i¡ñ¹ ëÛáõÝÁ µ³ÕÏ³ó³Í ¾ v1; ¢ ¢ ¢ ; vn µ³-
½ÇëáõÙ ui í»ÏïáñÇ Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÇó:

392.

0
@

20=3 ¡5=3 5
¡16=3 4=3 ¡4

8 ¡2 6

1
A:

393. (T1)B =

0
B@

a b 0 0
c d 0 0
0 0 a b
0 0 c d

1
CA ; (T2)B =

0
B@

a 0 c 0
0 a 0 c
b 0 d 0
0 b 0 d

1
CA:

394.

0
BBBBBBB@

2 1 1 ¢ ¢ ¢ 1
0 2 2 ¢ ¢ ¢ C1

n

0 0 2 ¢ ¢ ¢ C2
n

0 0 0 ¢ ¢ ¢ C3
n

¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
0 0 0 ¢ ¢ ¢ Cn¡1

n

0 0 0 ¢ ¢ ¢ 2

1
CCCCCCCA
:

395.

³)

0
BBBBB@

0 1 0 0 ¢ ¢ ¢ 0
0 0 2 0 ¢ ¢ ¢ 0
0 0 0 3 ¢ ¢ ¢ 0
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
0 0 0 0 ¢ ¢ ¢ n
0 0 0 0 ¢ ¢ ¢ 0

1
CCCCCA
,

µ)

0
BBBBB@

0 1 0 0 ¢ ¢ ¢ 0
0 0 1 0 ¢ ¢ ¢ 0
0 0 0 1 ¢ ¢ ¢ 0
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
0 0 0 0 ¢ ¢ ¢ 1
0 0 0 0 ¢ ¢ ¢ 0

1
CCCCCA
:

396.

µ
0 1
¡1 0

¶
:
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397. ³) (T )B =

0
@

4 ¡3

5
3 ¡1

1
A, µ) (T )B =

µ
¡1 0
0 1

¶
,

·) (T )B =

0
@

1 0 0
0 1 0
0 0 1

1
A:

398. P =

µ
6 4
9 4

¶
; (v)B =

µ
2
¡1

¶
; (Tv)B =

µ
4
¡4

¶
; (Tv)B0 =

µ
¡8=3
5

¶
:

406.

0
@

1 0 0
0 2 0
0 0 3

1
A:

407.

µ
44 44

¡29:5 ¡25

¶
:

413.

0
@

0 ¡b3 b2
b3 0 ¡b1
¡b2 b1 0

1
A:

414.³) ³Ûá, µ) ³Ûá, »Ã» a = 0:
415.

³) f1 = 1p
2
(1; 1; 0)T ; f2 = 1p

18
(1;¡1;¡4)T ; f3 = 1

3 (2;¡2; 1)T ;

0
@

9 0 0
0 9 0
0 0 27

1
A:

µ) f1 = 1
3
(2; 2; 1)T ; f2 = 1

3
(2;¡1;¡2)T ; f3 = 1

3
(1;¡2; 2)T ;

0
@

9 0 0
0 18 0
0 0 ¡9

1
A:

417. T ¤ = ¡T :

421.

µ
¡1 2
3 1

¶
:
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422.

0
@

1 1 3
0 5 ¡1
2 7 ¡3

1
A:

423.

0
@

20 ¡14 5
40 ¡30 11
55 ¡43 16

1
A:

430.

³) y21 + y22 ¡ y23 ; x1 = y1 ¡
1

2
y2 +

5

6
y3; x2 =

1

2
y2 ¡

1

6
y3; x3 =

1

3
y3,

µ) y21 + y22 ¡ y23 ; x1 =
1

2
y1 + y2; x2 = y2 + y3; x3 = ¡y2 + y3,

·) y21 ¡ y22 ¡ y23 ; x1 = y1 ¡ y2 ¡ y3; x2 = y1 + y2 ¡ y3; x3 = y3,

¹) y21 + y22 ¡ y23 ;

x1 =
1

2

p
2y1 ¡

5

3

p
3y2 +

1

3

p
3y3;

x2 = ¡1

3

p
3y2 +

1

3

p
3y3; x3 =

1

3

p
3y2 +

1

3

p
3y3,

») y21 + y22 ¡ y23 ; x1 = ¡3

4
y1 ¡

1

4
y2 +

1

6

p
3y3; x2 = ¡1

2
y1 +

1

2
y2;

x3 =
1

2
y1 +

1

2
y2,

½) y21 ¡ y22 ; x1 = y1 ¡ y2 ¡ y3; x2 = y1 + y2 ¡ y4; x3 = y3; x4 = y4,

¾) y21 + y22 ¡ y23 ¡ y24 ;

x1 =
1

3

p
3y1 ¡

1

15

p
15y2 +

2

85

p
85y3 ¡

1

629

p
629y4;

x2 =
1

5

p
15y2 ¡

6

85

p
85y3 +

3

629

p
629y4;

x3 =
1

17

p
85y3 +

6

629

p
629y4; x4 =

1

37

p
629y4:

431.

³) ¸ > 2, µ) j¸j <
p

5=3, ·) ¡0:8 < ¸ < 0, ¹) ²Û¹åÇëÇ ¸¡Ç ³ñÅ»ùÝ»ñ
ãÏ³Ý,
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») ²Û¹åÇëÇ ¸¡Ç ³ñÅ»ùÝ»ñ ãÏ³Ý:

432.

³) 3y21 + 6y22 + 9y23 ;

x1 =
2

3
y1 ¡

1

3
y2 +

2

3
y3; x2 =

2

3
y1 +

2

3
y2 ¡

1

3
y3;

x3 = ¡1

3
y1 +

2

3
y2 +

2

3
y3,

µ) 9y21 + 18y22 ¡ 9y23 ;

x1 =
2

3
y1 +

2

3
y2 ¡

1

3
y3; x2 = ¡1

3
y1 +

2

3
y2 +

2

3
y3;

x3 =
2

3
y1 ¡

1

3
y2 +

2

3
y3,

·) 3y21 + 6y22 ¡ 2y23 ;

x1 =
1p
3
y1 +

1p
6
y2 +

1p
2
y3; x2 = ¡ 1p

3
y1 ¡

1p
6
y2 +

1p
2
y3;

x3 =
1p
3
y1 ¡

2p
6
y2,

¹) 5y21 ¡ y22 ¡ 2y23 ;

x1 =
1p
3
y1 +

1p
6
y2 +

1p
2
y3; x2 =

1p
3
y1 +

1p
6
y2 ¡

1p
2
y3;

x3 =
1p
3
y1 ¡

2p
6
y2,

») 9y21 + 18y22 + 18y23 ;

x1 =
1

3
y1 ¡

2

3
y2 +

2

3
y3; x2 =

2

3
y1 ¡

1

3
y2 ¡

2

3
y3;

x3 =
2

3
y1 +

2

3
y2 +

1

3
y3,

½) 3y21 ¡ 6y22

x1 =
2

3
y1 +

1

6

p
2y2 +

1p
2
y3; x2 =

1

3
y1 ¡

2
p
2

3
y2;

x3 =
2

3
y1 +

p
2

6
y2 ¡

1p
2
y3:
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433. ³) ¸ < ¡20, µ) ¸ < ¡0:6:

434. ³) x = ¡2; y = ¡3, µ) x = 2; y = 1:

435. ³) 5+3i, µ)¡3¡7i, ·) 4¡8i, ¹)¡4¡5i, ») 19+14i, ½)¡11
2
¡ 17

2
i:

436. ³) 2 + 3i, µ) ¡1¡ 2i, ·) ¡2 + 9i:

437. ³) k1 = ¡5; k2 = 3, µ) k1 = 3; k2 = 1:

438. ³) z1z2 = 3 + 3i; z21 = ¡9; z22 = ¡2i, µ) z1z2 = 26; z21 = ¡20 +
48i; z22 = ¡5¡ 12i, ·) z1z2 = 11

3 ¡ i; z21 = 4
9(¡3 + 4i); z22 = ¡6¡ 5

2 i:

439. ³) 9¡ 8i, µ) ¡63 + 16i, ·) ¡32¡ 24i, ¹) 22 + 19i:

440. ³) 1 + 18i, µ) 4i, ·) 7 + 17i, ¹) 10¡ 11i, ») 14¡ 5i, ½) 5 + i,

¾) 13=2¡ 1=2 i, Á) 11=5¡ 27=5 i, Ã) 4, Å) 52i:

441. ³) i, µ) ¡1, ·) ¡i:

442. ³) § 1p
2
(1 + i), µ) §(2¡ i), ·) §(3¡ 2i), ¹) z1 = 1¡ 2i; z2 = 3i,

») z1 = 5¡ 2i; z2 = 2i, ½) z1 = 5¡ 3i; z2 = 2 + i, ¾) z = §i,

Á) z = ei
¼+2¼k

n ; k = 0; n¡ 1:

443.

³) 5(cos 0 + i sin 0), µ) cos ¼
2
+ i sin ¼

2
, ·) 2(cos ¼ + i sin ¼),

¹) 3(cos(¡¼
2
) + i sin(¡¼

2
)), »)

p
2(cos ¼

4
+ i sin ¼

4
), ½)

p
2(cos(¡ ¼

4)
+

i sin(¡¼
2
)),

¾) 2(cos ¼
3
+ i sin ¼

3
), Á) 2(cos 2¼

3
+ i sin 2¼

3
),

Ã) 2(cos(¡2¼
3 )+i sin(¡2¼

3 )), Å) 2(cos(¡¼
3 )+i sin(¡¼

3 )), Ç) 2(cos ¼
6 +

i sin ¼
6 ),

É) 2(cos 5¼
6 + i sin 5¼

6 ), Ë) 2(cos(¡5¼
6 ) + i sin(¡5¼

6 )), Í) cos (¡®) +
i sin (¡®),

Ï) cos(¼2 ¡ ®) + i sin(¼2 ¡ ®):

444. ³) 250, µ) 2150, ·) ¡230, ¹) ¡26, ») 215i:

445. ³) 3 + 4i, µ) 5¡ 12i:
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446. ³)

µ
1 + 6i ¡3 + 7i
3 + 8i 3 + 12i

¶
, µ)

µ
3¡ 2i 6 + 5i
3¡ 5i 13 + 3i

¶
,

·)

µ
3 + 3i 2 + 5i
9¡ 5i 13¡ 2i

¶
, ¹)

µ
9 + i 12 + 2i
18¡ 2i 13 + i

¶
:

449.

³) x2 + y2 = 1,
µ)Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÇ ëÏ½µÝ³Ï»ïÇó ¹áõñë »ÏáÕ ×³é³·³ÛÃ, áñÁ ³µëóÇëÝ»ñÇ
³é³ÝóùÇ ¹ñ³Ï³Ý áõÕÕáõÃÛ³Ý Ñ»ï Ï³½ÙáõÙ ¾ ¼=3 ³ÝÏÛáõÝ,
·) x2 + y2 · 4, ¹) (x¡ 1)2 + (y¡ 1)2 < 1, ») (x+3)2 + (y+4)2 · 25,
½) 4 < x2 + y2 < 9, ¾) 1 · x2 + (y ¡ 2)2 < 4, Á) jxj · 1, Ã) jyj = 1,

Å)
4x2

9
+

4y2

5
= 1, Ç)

4x2

9
¡ 4y2

7
= 1, É) 0 < y < 1:

450. ³) ¡ 1p
2
+ i 1p

2
; 1p

2
¡ i 1p

2
, µ)

p
6
2 + i

p
2
2 ;¡

p
6
2 ¡ i

p
2
2 , ·)

3
2 +

i3
p
3

2
;¡3;¡3

2
¡ i3

p
3

2
, ¹) ¡

p
3
2

+ i 1
2
;
p
3
2

+ i 1
2
;¡i, ») § 1p

2
§ i 1p

2
,

½) ¡1 + i
p
3;
p
3 + i;¡

p
3¡ i; 1¡ i

p
3:

451. ³) ¡1
2
+ i

p
3
2
;¡1

2
¡ i

p
3
2
; 1, µ) §1

2
§ i

p
3
2
;§1:

453.

³)

0
@

13 + 13i ¡8 + 12i ¡33¡ 22i
1 + i 0 i
7 + 9i ¡6 + 6i ¡16¡ 16i

1
A, µ)

µ
6 + 2i ¡11 + 19i
¡1 + 6i ¡9¡ 5i

¶
,

·)

µ
6i 1 + i

¡6¡ i 5¡ 9i

¶
, ¹)

0
@

22¡ 7i 2 + 10i
¡5¡ 4i 6¡ 8i
9¡ i ¡1¡ i

1
A:

455. ³) 1¡ i, µ) ¡1 + 8i, ·) ¡5¡ 3i, ¹) 5 + 17i, ») 7 + 9i,
½) 7 + 9i:
456.

³) A2 =

µ
¡1 0
0 ¡1

¶
; A3 =

µ
0 ¡i
¡i 0

¶
; A4 =

µ
1 0
0 1

¶
; A5 = A

µ) A57 = A;A1995 = A3,
·)An = A; n = 1; 5 ¢ ¢ ¢ ; 4k+1; An = A2; 2; 6; ¢ ¢ ¢ ; 4k+2; An = A3; n =
3; 7 ¢ ¢ ¢ ; 4k + 3; An = A4; n = 4; 8; ¢ ¢ ¢ ; 4k:
457.

³) A¡1 = ¡1
3

µ
i ¡3i

¡2 + i 6

¶
,

µ) Ñ³Ï³¹³ñÓ»ÉÇ ã¾,

461



·) A¡1 = 1
2

0
@

2 0 0
0 1 + i 0
0 0 1¡ i

1
A:

458. ³) ¡5
3 ¡ i 103 , µ) i:

459.

³) x1 = i; x2 = ¡i, µ) x1 = 1 + i; x2 = 1¡ i,
·) x1 = 1

2 + i; x2 = 2; x3 = 1
2 ¡ i, ¹) x1 = i; x2 = 0; x3 = ¡i:

460. ³) x1 = ¡(1 + i)t; x2 = t, µ) x1 = (1 + i)t; x2 = 2t:
461. x1 = ¡(1¡ i)t; x2 = ¡it; x3 = t:
462.

³) (3i;¡i;¡2¡ i; 4), µ) (3 + 2i;¡1¡ 2i;¡3 + 5i;¡i),
·) (¡1¡ 2i; 2i; 2¡ i;¡1), ¹) (¡3 + 9i; 3¡ 3i;¡3¡ 6i; 12 + 3i),
») (¡3 + 2i; 3;¡3¡ 3i; i), ½) (¡1¡ 5i; 3i; 4;¡5):
463. (2 + i; 0;¡3 + i;¡4i):
464. c1 = ¡2¡ i; c2 = 0; c3 = 2¡ i:
466. ³Ûá:
467. áã:
468. ³):
469. µ):
470. ³) ¨ ¹):
471. ³), µ) ¨ ¹):
472.

³) (3¡2i)u+(3¡i)v+(1+2i)w, µ) (2+i)u+((¡1+i)v+(¡1¡i)w,
·) 0u+ 0v + 0w, ¹) (¡5¡ 4i)u+ (5¡ 2i)v + (2 = 4i)w:
473. ³) ³Ûá, µ) áã, ·) ³Ûá, ¹) áã:
474. f ¡ 3g ¡ 3h = 0:
475.

³) (¡1¡ i; 1)T , µ) (1; 1;¡i)T ,
·) (3 + 6i;¡3i; 1)T , ¹) (5=2i;¡1=2; 1; 0)T ; (¡1=4; 3=4i; 0; 1)T :
476.

³) ¸1 = 2 + 3i; ¸2 = 2¡ 3i; ¸3 = 1;
(3=4¡ i3=4; 5=4¡ i3=4; 1)T ; (3=4+ i3=4; 5=4+ i3=4; 1)T ; (1; 2; 1)T ,

µ) ¸1 = 4; ¸2 = 4; ¸3 = 2; (0; 0; 1)T ; (¡i; 1; 0)T ; (i; 1; 0)T ,
·) ¸1 = i

p
14; ¸2 = ¡i

p
14; ¸3 = 0;

(¡3=5§ i
p
7=5

p
2; 1=5§ i3

p
7=5

p
2; 1)T ; (3;¡1; 2)T ,

¹) ¸1 = i; ¸2 = ¡i; ¸3 = 1;
(¡1=2 + i; 1=2¡ i=2; 1)T ; (¡1=2¡ i; 1=2 + i=2; 1)T ; (¡2; 1; 1)T :
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477. T

µ
x
y

¶
=

µ
2 + i 0
1 ¡i

¶µ
x
y

¶
:

479. ³)

µ
1 + i
2i

¶
;

µ
0
0

¶
, µ)

0
@

2¡ i
1 + 2i
¡1 + 5i

1
A ;

µ
2
1

¶
:

480. linf(0; 0)g:
481. ³) 2i, µ) 37:
484. ³) 4¡ 4i, µ) 42: 485. ³) áã, µ) áã, ·) áã, ¹) áã, ») ³Ûá:
486. -9-5i:
487. áã:
489. ³) 3

p
10, µ)

p
14:

490. ³) 7
p
2, µ) 2

p
3:

491. ³) ¡i 83 , µ) ãÏ³Ý ³Û¹åÇëÇ ³ñÅ»ùÝ»ñ:
492. ³) ³Ûá, µ) ³Ûá, ·) ³Ûá, ¹) áã:
493. ³) áã, µ) ³Ûá, ·) ³Ûá:

495. ³)

½³
ip
10
;¡ 3ip

10

´T

;
³

3ip
10
; ip

10

´T
¾
, µ) f(i; 0)T ; (0;¡i)Tg:

496.

³)

½³
ip
3
; ip

3
; ip

3

´T

;
³
¡ ip

2
; ip

2
; 0
´T

;
³

ip
6
; ip

6
;¡ 2ip

6

´T
¾
,

µ)

½
(i; 0; 0)T ;

³
0; 7ip

53
;¡ 2ip

53

´T

;
³
0; 2ip

53
; 7ip

53

´T
¾
:

497.³
0; 2ip

5
; ip

5
; 0
´T

;
³

5ip
30
;¡ ip

30
; 2ip

30
; 0
´T

;
³

ip
10
; ip

10
;¡ 2ip

10
;¡ 2ip

10

´T

;
³

ip
15
; ip

15
;¡ 2ip

15
; 3ip

15

´T

:

503.

³)

µ
¡2i 4 5¡ i
1 + i 3¡ i 0

¶
, µ)

0
@

¡2i 4 ¡i
1 + i 5 + 7i 3
¡1¡ i i 1

1
A,

·)

0
@

¡7i
0
3i

1
A, ¹)

0
@

¹a11 ¹a21
¹a12 ¹a22
¹a13 ¹a23

1
A:

504. ³) áã, µ) ³Ûá, ·) áã, ¹) ³Ûá, ¹) ³Ûá:
505. k = 3 + 5i; l = i;m = 2¡ 4i:
506. ³) ³Ûá, µ) ³Ûá, ·) áã, ¹) áã, ¹) áã:
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507.

³) A¡1 =

0
@

3
5 ¡4

5

¡4
5 i ¡3

5 i

1
A, µ) A¡1 =

0
@

1p
2

¡1+i
2

1p
2

1¡i
2

1
A,

·) A¡1 =

0
@

1
4(
p
3¡ i) 1

4(1¡ i
p
3)

1
4
(1 + i

p
3) 1

4
(1 + i

p
3)

1
A,

¹) A¡1 =

0
BBBB@

1¡i
2

¡ ip
3

3¡i
2
p
15

¡1
2

1p
3

4¡3i
2
p
15

1
2

ip
3

¡ 5i
2
p
15

1
CCCCA
:

510.

³) P =

0
@

¡1+ip
3

1¡ip
6

1p
3

2p
6

1
A ; P¡1AP =

µ
3 0
0 6

¶
,

µ) P =

0
@

¡ ip
2

ip
2

1p
2

1p
2

1
A ; P¡1AP =

µ
4 0
0 2

¶
,

·) P =

0
@

¡1+ip
6

1+ip
3

2p
6

1p
3

1
A ; P¡1AP =

µ
2 0
0 8

¶
,

¹) P =

0
@

¡ 2p
14

5p
35

3¡ip
14

3¡ip
35

1
A ; P¡1AP =

µ
¡5 0
0 2

¶
,

») P =

0
BBBB@

0 1 0

¡1¡ip
6

0 1¡ip
3

2p
6

0 1p
3

1
CCCCA

; P¡1AP =

0
@

1 0 0
0 5 0
0 0 ¡2

1
A,
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½) P =

0
BBBB@

ip
2

0 ¡ ip
2

¡1
2

1p
2

¡1
2

1
2

1p
2

1
2

1
CCCCA

; P¡1AP =

0
@

1 0 0
0 2 0
0 0 3

1
A:

511. ¸ = 2§ i
p
15:

527.

³)

0
@

2 0 0
0 2 1
0 0 2

1
A ; µ)

0
@

¡1 0 0
0 ¡1 1
0 0 ¡1

1
A ; ·)

0
@

¡3 0 0
0 ¡3 1
0 0 ¡3

1
A ;

¹)

0
@

1 0 0
0 1 1
0 0 1

1
A ; »)

0
@

¡2 0 0
0 ¡2 1
0 0 ¡2

1
A ; ½)

0
@

0 0 0
0 0 1
0 0 0

1
A ;

¾)

0
@

1 0 0
0 2 0
0 0 3

1
A ; Á)

0
@

® 0 0
0 ® 1
0 0 ®

1
A :

528.

³)

0
@

2 1 0
0 2 0
0 0 2

1
A ; e1 = (1; 4; 3)T ; e2 = (1; 0; 0)T ; e3 = (3; 0; 1)T :

µ)

0
@

0 1 0
0 0 0
0 0 0

1
A ; e1 = (1;¡3;¡2)T ; e2 = (1; 0; 0)T ; e3 = (1; 0; 1)T :

·)

0
@

¡1 1 0
0 ¡1 0
0 0 0

1
A ; e1 = (6; 6;¡8)T ; e2 = (3; 1; 0)T ; e3 = (2; 1;¡1)T :

¹)

0
@

3 1 0
0 3 0
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