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ВВЕДЕНИЕ

Мартингальный метод является одним из самых востребованных в теории
случайных процессов, особенно в вопросах сходимости последовательностей
случайных величин и в предельных теоремах для сумм случайных слагаемых
(см., например, [13, 21, 44, 52]). В то же время, данный метод, прекрасно за-
рекомендовавший себя в одномерных задачах, в применении к многомерным
системам (случайные поля) пока еще не столь продуктивен.

Стандартное объяснение этому состоит в том, что обычное определе-
ние мартингала существеннейшим образом опирается на свойство абсолют-
ной упорядоченности действительной прямой, тогда как пространственные
структуры этим свойством не обладают. По этой причине, например, один из
основных способов построения одномерных мартингалов как суммы случай-
ных величин, центрированных условными математическими ожиданиями, в
применении к случайным полям приводит к весьма искусственным конструк-
циям, полезность которых не совсем очевидна. Отсюда ясно, что для исполь-
зования мартингального метода в многомерном случае принципиально важно
иметь такое определение мартингала, в рамках которого возможно построе-
ние достаточно интересных классов случайных объектов, обладающих ука-
занным мартингальным свойством.

Существуют различные подходы к определению многомерных мартин-
галов (см., например, [3, 4, 7, 22–24, 27, 36, 37, 39]), в которых, как правило,
используются монотонные последовательности подмножеств некоторого мно-
жества. Различия в выборе таких последовательностей приводят к различ-
ным способам определения многомерных мартингалов.

Первоначально при построении многомерных мартингалов рассматри-
вались семейства случайных величин, параметризованные элементами воз-
растающей последовательности некоторого направленного множества (см.,
например, работы Крикеберга [27], Хелмса [22] и Чоу [4]). Далее, Кароли и
Уолш ( [3]) для случая размерности 2 предложили рассматривать стохасти-
ческие семейства случайных величин, параметризованные возрастающей по-
следовательностью прямоугольников в первой четверти вещественной плос-
кости. Этот же подход применялся и в больших размерностях (см., например,
работы Тджостейма [39], Иванова, Мерцбаха [24] и Иллига, Траун-Вана [23]).

В указанных работах основной целью являлось установление различ-
ных теорем сходимости для многомерных мартингалов, тогда как вопрос
справедливости классических предельных теорем, верных для сумм незави-
симых случайных величин, для таких мартингалов практически не рассмат-
ривался.

Ситуация изменилась с публикацией работ [36,37]. В этих работах рас-
сматривались многомерные мартингалы относительно возрастающих подмно-
жеств d-мерной (d ≥ 1) целочисленной решетки Zd и был введен класс слу-
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чайных полей, суммы компонент которых, взятые по возрастающим подмно-
жествам решетки, образуют мартингал в указанном смысле. Случайные поля
из введенного класса были названы мартингал–разностными. В этих же рабо-
тах были приведены различные способы построения мартингал–разностных
случайных полей (в том числе такие, которые не имеют аналогов в классиче-
ской теории) и были установлены многомерные варианты некоторых извест-
ных предельных теорем теории одномерных мартингалов.

Работы [36, 37] послужили основой для последующих исследований в
области предельных теорем для многомерных мартингалов (см., например, [1,
5, 7, 14,16–18,38]).

Мартингал–разностные случайные поля интересны со многих точек зре-
ния. В силу того, что эти поля обладают рядом полезных свойств (максималь-
ные неравенства для вероятностей сумм компонент, асимптотически точные
оценки моментов и т.д.), для них оказываются справедливыми основные пре-
дельные теоремы, верные для последовательностей независимых случайных
величин, а именно, центральная предельная теорема (ЦПТ), локальная пре-
дельная теорема (ЛПТ), закон повторного логарифма, принцип инвариант-
ности (функциональная предельная теорема) и т.д. (см. [25,33,36–38,46,50]).
Кроме того, эти поля интересны также с точки зрения некоторых задач ста-
тистической физики (см., например, [34]).

В настоящей диссертации главное внимание уделяется способам по-
строения мартингал–разностных случайных полей, установлению предель-
ных теорем для них, применению полученных результатов к гиббсовским
случайным полям.

В первой главе диссертации приводится способ построения достаточ-
но широкого класса мартингал–разностных случайных полей, являющийся
развитием подхода, предложенного в [37]. Указываются условия на переход-
ные вероятности, при которых марковские случайные поля принадлежат по-
строенному классу. Кроме того, и это является принципиальным для нас,
показывается, что при определенных условиях на потенциал и гиббсовские
случайные поля принадлежат тому же классу.

Во второй главе диссертации рассматриваются вопросы, относящие-
ся к предельным теоремам для мартингал–разностных случайных полей.
Найдена точная асимптотика всех моментов сумм компонент мартингал–
разностных случайных полей, взятых по возрастающим подмножествам. Это,
в свою очередь, позволяет доказать усиленный вариант ЦПТ для мартингал–
разностных случайных полей, включающий сходимость моментов. Кроме то-
го, получена степенная оценка скорости сходимости в ЦПТ, и при тех же
условиях доказывается закон повторного логарифма. Полученные результа-
ты позволяют с новой точки зрения рассматривать вопросы, связанные со
сферой приложения предельных теорем к марковским и гиббсовским слу-
чайным полям.
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В третьей главе диссертации мы показываем, что, применяя принцип
рандомизации, каждому случайному полю можно сопоставить некоторое свя-
занное с ним (ассоциированное) мартингал–разностное случайное поле. Ос-
новываясь на формуле связи между конечномерными распределениями ас-
социированного и заданного случайных полей, мы показываем, что ассоции-
рованные случайные поля наследуют многие свойства заданного поля, такие
как однородность, эргодичность, слабую зависимость и т.д. В следствии это-
го, известные центральная и функциональная предельные теоремы оказы-
ваются верными и для ассоциированных мартингал-разностных случайных
полей. Не менее, а, может, и более важным (с точки зрения предельных тео-
рем) является нахождение формулы связи для распределений конечных сумм
компонент ассоциированного и заданного случайных полей. Указанная фор-
мула в некоторых важных случаях может быть обращена (см. Главу 4), что
открывает возможность изучения заданного случайного поля, основываясь
на полезных свойствах мартингалов.

В четвертой главе диссертации рассматривается применение мартин-
гального метода к гиббсовским случайным полям.

В середине прошлого века трудами Н. Боголюбова, Д. Рюэля, Р. Мин-
лоса, Дж. Лейбовица, Я. Синая, Р. Добрушина и др. статистическая физика
была полностью математизирована на основе понятия гиббсовского случай-
ного поля. Гиббсовские случайные поля являются не только одним из ос-
новных объектов изучения в математической статистической физике, но и
широко применяются в других областях исследований, таких как обработка
изображений и сигналов, геофизика, биофизика и т.д.

Определение гиббсовского случайного поля основано на предложенном
Добрушиным подходе к описанию случайных полей посредством их условных
распределений (см. [8]). Условным распределением случайного поля в конеч-
ной области V , V ⊂ Zd, при заданных бесконечных граничных условиях
всюду вне V , называется предел отношения соответствующих безусловных
вероятностей, который для данного поля существует почти всюду. Соглас-
но Добрушину, гиббсовским является случайное поле, условное распределе-
ние которого имеет гиббсовскую форму, описываемую в терминах потенциала
взаимодействия ( [9,10]). Другое определение гиббсовского случайного поля,
не использующее понятие потенциала, было предложено Нахапетяном и Да-
шьяном в [6]. Согласно их определению, случайное поле будет гиббсовским,
если упомянутое отношение безусловных вероятностей стремится к своему
пределу равномерно относительно граничных условий. В [6] было также по-
казано, что эти определения гиббсовского случайного поля эквивалентны.
Более того, в определении Нахапетяна и Дашьяна достаточно требовать рав-
номерную сходимость только для одноточечных условных распределений.

Предельные теоремы для гиббсовских случайных полей играют важней-
шую роль в статистической физике, и этой проблематике посвящено большое
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количество работ (см., например, [12, 29–32]). В четвертой главе, применяя
результаты предыдущих глав, удается значительно расширить область спра-
ведливости предельных теорем для гиббсовских случайных полей.

Другое применение мартингального метода в задачах статистической
физики имеет место при исследовании поведения суммарного спина в кри-
тической точке. Эта возможность впервые была высказана Нахапетяном в
работе [34].

В классической статистической физике принято считать, что ЦПТ не
может выполняться в критической точке для многомерных моделей. Для
подтверждения этого предположения приводятся различные аргументы, а в
качестве примера фигурирует ферромагнитная модель Изинга. Эта модель
задается потенциалом парного взаимодействия ближайших соседей и име-
ет два параметра — внешнее поле h ∈ R и обратная температура β > 0.
Известно, что существует определенное критическое значение βcr обратной
температуры, такое, что при h = 0 и β > βcr имеет место феномен разделе-
ния фаз (неединственность). При других значениях параметров (h 6= 0, β > 0
и h = 0, 0 < β < βcr) гиббсовское случайное поле, соответствующее модели
Изинга, единственно и для его суммарного спина справедлива ЦПТ. Одна-
ко, при h = 0 и β ↑ βcr корреляция между спинами резко возрастает, что и
приводит к мысли о том, что ЦПТ в критической точке (0, βcr) не должна
выполняться.

Опровергая указанную точку зрения, Нахапетян в [34] привел пример
мартингальной модели, определенным образом связанной с моделью Изинга,
для которой ЦПТ имеет место в критической точке. В [34] были также уста-
новлены формулы связи конечномерных распределений суммарных спинов
модели Изинга и рассмотренной мартингальной модели. Поскольку поведе-
ние суммарного спина мартингальной модели в критической точке известно
(оно асимптотически нормально), то в [34] было высказано предположение,
что изучение указанной формулы связи конечномерных распределений позво-
лит установить асимптотическое поведение суммарного спина модели Изинга
в ее критической точке.

В четвертой главе приводятся результаты, которые представляют собой
необходимый начальный этап реализации идеи применения мартингального
метода при исследовании поведения суммарного спина в критической точке.
Установлен более компактный и удобный вид формулы связи конечномерных
распределений суммарных спинов модели Изинга и мартингальной модели.
С использованием полученной формулы удалось выразить характеристиче-
скую функцию суммарного спина модели Изинга посредством распределений
вероятностей суммарного спина мартингальной модели. Это, в свою очередь,
позволило установить связь моментов суммарных спинов модели Изинга и
мартингальной модели, что открывает возможность применения метода мо-
ментов для изучения асимптотики суммарного спина модели Изинга в кри-
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тической точке.
В заключении отметим, что, хотя в рамках настоящей работы мы огра-

ничиваемся рассмотрением случайных полей с конечным фазовым простран-
ством X, многие результаты могут быть перенесены и на общий случай.
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ПРЕЛИМИНАРИИ

Приведем основные понятия и обозначения, используемые в диссертации.
Пусть X ⊂ R — некоторое непустое конечное множество и Zd, d ≥ 1

— d-мерная целочисленная решетка. Для S ⊂ Zd обозначим через W (S) =
{V ⊂ S, |V | <∞}1 множество всех конечных подмножеств S. При S = Zd
будем использовать более простое обозначение W .

Обозначим через XS = {(xt, t ∈ S)}, xt ∈ X множество конфигура-
ций на S, S ⊂ Zd. Для S = Ø предполагается, что XØ = {Ø}. Для любых
S, T ⊂ Zd, таких, что S ∩ T = Ø и любых конфигураций x ∈ XS и y ∈ XT

обозначим через xy конкатенацию x и y, т.е. такую конфигурацию на S ∪ T ,
которая совпадает с x на S и с y на T . Для S ⊂ T , x ∈ XT , обозначим через
xS сужение конфигурации x на S. Для σ-алгебры, порожденной цилиндри-
ческими подмножествами XZd, примем обозначение BZd .

Случайным полем, заданным на Zd, с фазовым пространствомX, будем
называть совокупность (ξt) =

(
ξt, t ∈ Zd

)
случайных величин, каждая из ко-

торых принимает значение вX. Через =S обозначим σ-алгебру, порожденную
совокупностью его компонент ξs, s ∈ S, S ⊂ Zd.

Распределением случайного поля (ξt) называется вероятностная мера
P на

(
XZd,BZd

)
, такая, что

Pr
{(
ξt, t ∈ Zd

)
∈ B

}
= P (B) , B ∈ BZd.

Случайные поля с одним и тем же распределением P будем считать совпа-
дающими.

В соответствии с теоремой Колмогорова, задание распределения P слу-
чайного поля эквивалентно заданию согласованной системы {PV , V ∈ W} ко-
нечномерных распределений случайного поля, т.е. такой системы, для кото-
рой при всех I ⊂ V , I, V ∈ W∑

u∈XV \I

PV (xu) = PI (x) , x ∈ XI ,

где
PV
(
x1, ..., x|V |

)
= P

(
ξt1 = x1, ..., ξt|V | = x|V |

)
.

Для случайного поля (ξt) и любого V ∈ W условной вероятностью
qx̄V (x), x ∈ XV с граничными условиями x̄ ∈ XZd\V называется следующий
предел

qx̄V (x) = lim
Ṽ ↑Zd\V

P
(
ξt = xt, t ∈ V, ξs = x̄s, s ∈ Ṽ

)
P
(
ξs = x̄s, s ∈ Ṽ

) , (0.1)

1Здесь и всюду далее |V | означает мощность конечного множества V
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который существует почти всюду. Следуя Добрушину, совокупность Q ={
qx̄V , x̄ ∈ XZd\V , V ∈ W

}
будем называть условным распределением случай-

ного поля (ξt). Подсистему Q(1) =
{
qx̄t , x̄ ∈ XZd\{t}, t ∈ Zd

}
условного рас-

пределения Q случайного поля будем называть его одноточечным условным
распределением.

Отметим, что случайное поле может иметь много версий условного и
одноточечного условного распределений. При этом известно (см. [20]), что
случайные поля с конечным фазовым пространством имеют по крайней мере
одну версию условного распределения Q, для которого пределы (0.1) суще-
ствуют для всех x̄ ∈ XZd\V , V ∈ W . Далее под условным распределением слу-
чайного поля мы будем понимать именно такую совокупность пределов (0.1).

Случайное поле (ξt) называется положительным, если для любого
V ∈ W распределение вероятностей PV (x) > 0 для всех x ∈ XV .

Определим на XZd группу преобразований τa, a ∈ Zd, такую, что
(τax)t = xt+a для всех x ∈ XZd. Пусть L — σ-алгебра подмножеств XZd,
инвариантных относительно преобразований τa. Случайное поле (ξt) с рас-
пределением P называется однородным (или трансляционно–инвариантным),
если для любых A ∈ BZd и a ∈ Zd

P (τaA) = P (A) .

Случайное поле (ξt) называется эргодическим, если его распределение P три-
виально на L , т.е. P (A) ∈ {0, 1} при A ∈ L .

Имеет место также следующее эквивалентное определение эргодично-
сти случайного поля (см., например, [43]). Однородное случайное поле (ξt)
называется эргодическим, если имеет место соотношение

lim
n→∞

1

|Vn|
∑
a∈Vn

P (A ∩ τa (B)) = P (A)P (B) ,

где A ∈ =I , B ∈ =Λ, I,Λ ∈ W , а Vn — d-мерный куб со стороной n, n = 1, 2, ....
Помимо эргодичности, существуют более сильные условия слабой зави-

симости компонент случайного поля. Нами будет использоваться следующее
условие равномерного сильного перемешивания.

Мы будем говорить, что однородное случайное поле (ξt) удовлетворяет
условию равномерного сильного перемешивания с коэффициентом ϕI , если
для каждого фиксированного I ∈ W

sup {|P (A/B)− P (A)| , A ∈ =I , B ∈ =Λ, P (B) > 0} ≤ ϕI (ρ (I,Λ)) ,
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где функция ϕI (ρ), ρ ∈ R, такова, что ϕI (ρ)→ 0 при ρ→∞ и фиксирован-
ном I ∈ W . Здесь

ρ (I,Λ) = inf {|t− s| , t ∈ I, s ∈ Λ} ,

|t− s| = max
1≤i≤d

∣∣t(i) − s(i)
∣∣, t =

(
t(1), ..., t(d)

)
, s =

(
s(1), ..., s(d)

)
.

Справедливо следующее утверждение (см., например, [32,42]).

Утверждение 0.1. Пусть (ξt) — однородное случайное поле, удовлетворяю-
щее условию равномерного сильного перемешивания, и пусть ζ, η — случай-
ные величины, измеримые относительно σ-алгебр =I и =Λ, соответствен-
но, ρ (I,Λ) ≥ r, причем |ζ| < B1, |η| < B2. Тогда

|Mζη −Mζ ·Mη| ≤ 2B1B2ϕI (r) ,

где M — символ математического ожидания, а B1, B2 — положительные
постоянные.

В предельных теоремах для случайных полей используются различные
последовательности возрастающих подмножеств целочисленной решетки, ко-
торые стремятся к Zd (см., например, [32]). Мы ограничимся рассмотрением
последовательности {Vn}n≥1 d-мерных кубов с центром в начале координат и
стороной n, таких, что Vn ⊂ Vn+1, n = 1, 2, ....

Пусть (ξt) — однородное случайное поле и

SV =
∑
t∈V

ξt, V ∈ W.

Мы скажем, что для случайного поля (ξt) справедлива ЦПТ, если

lim
n→∞

P

(
SVn −MSVn√

DSVn
< x

)
= Φ (x) , x ∈ R,

где D — символ дисперсии, а Φ (x) =
1√
2π

x∫
−∞

e−u
2/2du — функция распреде-

ления стандартного нормального закона.
Предположим, что X ⊂ Z. Мы скажем, что для случайного поля (ξt)

справедлива ЛПТ, если при n→∞

sup
j∈Z

∣∣∣∣∣√DSVnP (SVn = j)− 1√
2π

exp

{
−(SVn −MSVn)

2

2DSVn

}∣∣∣∣∣→ 0.
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Мы скажем, что для случайного поля (ξt) справедлив закон повторного
логарифма, если

P

(
lim sup
n→∞

SVn√
2DSVn ln ln |Vn|

= 1

)
= 1.

Пусть, далее, T = [0, 1]d — декартово произведение d интервалов [0, 1]
и W = {W (t) , t ∈ T} — d-мерный винеровский процесс на T (см. [38]). Для
всех t ∈ Zd положим

Un (t) =
1√
DSVn

∑
ξs,

где суммирование ведется по всем s =
(
s(1), s(2), ..., s(d)

)
∈ Zd, таким, что

0 < s(i) ≤
[
nt(i)

]
2, i = 1, d. Мы скажем, что для случайного поля (ξt) спра-

ведлива функциональная предельная теорема (ФПТ), если Un сходится по
распределению к W при n→∞.

2Здесь и далее [·] означает целую часть числа
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Глава 1. ПОСТРОЕНИЕ
МАРТИНГАЛ–РАЗНОСТНЫХ СЛУЧАЙНЫХ
ПОЛЕЙ

1.1. Многомерные мартингалы и мартингал–разностные
случайные поля

Эта глава посвящена различным способам построения многомерных
мартингалов и мартингал–разностных случайных полей. Мы будем исходить
из определения многомерного мартингала, предложенного в [36,37].

Пусть задано некоторое вероятностное пространство (Ω,B,P) и семей-
ство случайных величин SV , V ∈ W на нем. Пусть, далее, {BV , V ∈ W} —
частично упорядоченное по вложению множество σ-подалгебр B, а именно,
• BV ⊂ B для всех V ∈ W ;
• из Ṽ ⊂ V следует BṼ ⊂ BV ;
• BØ = {Ø,Ω}.

Семейство случайных величин S = (SV ,BV ) будем называть мар-
тингалом, если для всех V ∈ W величины SV являются BV -измеримыми,
M |SV | <∞ и для всех Ṽ ⊂ V

M (SV /BṼ ) = SṼ (п.н.).

Приведем два примера построения многомерных мартингалов, которые
в той же форме используются и в одномерном случае.

Пример 1. Пусть ζ — случайная величина, такая, чтоM |ζ| <∞ и пусть
{BV , V ∈ W} — частично упорядоченное по вложению множество σ-алгебр.
Положим

SV = M (ζ/BV ) , V ∈ W
Тогда семейство случайных величин S = (SV ,BV ) образует мартингал.

Пример 2. Пусть X — полное метрическое пространство с конечной по-
ложительной мерой µ на σ-алгебре B борелевских подмножеств X. Пусть
{pV , V ∈ W} — совокупность строго положительных плотностей, определен-
ных на соответствующих пространствах

(
XV ,BV , µV

)
, V ∈ W , и согласован-

ных по Колмогорову. Пусть {qV , V ∈ W} — другая совокупность согласован-
ных плотностей. Положим

SV =
qV
pV
, V ∈ W

Тогда семейство случайных величин S =
(
SV ,BV

)
образует мартингал.
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В работах [36,37] было введено понятие мартингал–разностного случай-
ного поля и показано, что достаточно широкие и интересные классы случай-
ных полей являются таковыми.

Случайное поле (ξt) называется мартингал–разностным случайным
полем, если для всех t ∈ Zd, M |ξt| <∞ и

M
(
ξt
/
=Zd\{t}

)
= 0 (п.н.). (1.1)

Нетрудно проверить, что условие (1.1) эквивалентно выполнению усло-
вия

M (ξt/=V ) = 0 (п.н.) (1.2)

для всех t ∈ Zd и V ∈ W , таких, что t /∈ V .
По заданному мартингал–разностному случайному полю всегда можно

построить многомерный мартингал. Действительно, пусть (ξt) — мартингал–
разностное случайное поле, SV =

∑
t∈V

ξt, V ∈ W . Тогда семейство (SΛn,=Λn)

образует мартингал относительно любой последовательности {Λn}n≥1 возрас-

тающих конечных подмножеств Zd, такой, что
∞⋃
n=1

Λn = Zd. Верно и обратное

утверждение. Если для заданного случайного поля (ξt) семейство (SΛn,=Λn)
образует мартингал, тогда (ξt) — мартингал–разностное случайное поле.

В работе [37] приведены три примера построения мартингал-
разностных случайных полей, которые не имеют прямых аналогов в
классической (одномерной) теории мартингалов.

Пример 3. Пусть (ξt) — случайное поле, компоненты которого прини-
мают значения в симметричном относительно нуля множестве X, а его ко-
нечномерное распределение {PV , V ∈ W} таково, что PV > 0, V ∈ W и

PV (θtxt, t ∈ V ) = PV (xt, t ∈ V ) ,

для всех θt ∈ {1,−1}. Тогда случайное поле (ξt) является мартингал–
разностным случайным полем.

Пример 4. Рассмотрим случайное поле (ξt) с фазовым пространством

X, для которого существует разбиение Π = {X1, X2, ..., Xn} (X =
n⋃
k=1

Xk,

Xi ∩Xj = Ø, i 6= j), такое, что∑
x∈Xk

x = 0, k = 1, n.

Пусть одноточечные условные распределения qx̄t (x) случайного поля (ξt)
принимают постоянные значения на элементах разбиения Π, т.е. для всех
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x̄ ∈ XZd\{t} и t ∈ Zd

qx̄t (x) = qx̄t,k, x ∈ Xk, k = 1, n.

Тогда (ξt) является мартингал–разностным случайным полем.

Пример 5. Пусть T = {Tj} — некоторое разбиение Zd, т.е.

Zd =
⋃
j

Tj, Tj ∩ Tk = Ø, j 6= k.

Пусть случайное поле (ξt) удовлетворяет следующему свойству: для всех j
случайное поле ξt, t ∈ Tj является мартингал-разностным случайным полем,
т.е.

M
(
ξt
/
=Tj\{t}

)
= 0 (п.н.).

Если, к тому же, при s ∈ Tj, r ∈ Tk, j 6= k случайные величины ξs и ξr
независимы, тогда случайное поле (ξt) является мартингал–разностным
случайным полем.

Предлагаемый далее способ построения мартингал–разностных слу-
чайных полей является развитием идеи, использованной в Примере 4, и
определенным образом обобщает способ, рассмотренный в Примере 3.

1.2. Случайные поля с кусочно–постоянными по каждой из
компонент конечномерными распределениями

В этом разделе вводится класс случайных полей, на основе которых
строится один из базовых примеров мартингал–разностных случайных полей,
рассматриваемых в диссертации.

Скажем, что конечномерные распределения случайного поля (ξt)
кусочно–постоянны по каждой из переменных, если существует разбиение

Π = {X1, X2, ..., Xn} его фазового пространства X (X =
n⋃
k=1

Xk, Xi∩Xj = Ø,

i 6= j), такое, что при всех x, x′ ∈ Xk имеет место равенство

P (ξt = x, ξs = x̄s, s ∈ V ) = P (ξt = x′, ξs = x̄s, s ∈ V ) (1.3)

где x̄ ∈ XV , V ∈ W , t /∈ V , k = 1, n.
Совокупность случайных полей, обладающих свойством (1.3), обозна-

чим через P . Приведем примеры.

14



Пример 6. Пусть (ξt) — случайное поле с четными конечномерными рас-
пределениями и симметричным относительно нуля фазовым пространством
X. Тогда (ξt) принадлежит классу P .

Без ограничения общности можем считать, что X =
{x1, x2, ..., xn,−x1,−x2, ...,−xn}. Рассмотрим разбиение Π = {X1, X2, ..., Xn}
множества X такое, что Xk = {xk,−xk}, k = 1, n. В силу четности
конечномерных распределений случайного поля (ξt) имеем

P (ξt = xk, ξs = x̄s, s ∈ V ) = P (ξt = −xk, ξs = x̄s, s ∈ V )

для всех x̄ ∈ XV , V ∈ W , t /∈ V и k = 1, n.

Пример 7. Пусть (ξt) — случайное поле с независимыми компонентами и
пусть Π = {X1, X2, ..., Xn} — некоторое разбиение его фазового пространства
X. Если для всех t ∈ Zd и k = 1, n

P (ξt = x) = P (ξt = x′) при x, x′ ∈ Xk,

то (ξt) принадлежит P .
Проверим выполнение условия (1.3). Для всех x, x′ ∈ Xk можем напи-

сать

P (ξt = x, ξs = x̄s, s ∈ V ) = P (ξt = x)P (ξs = x̄s, s ∈ V ) =

= P (ξt = x′)P (ξs = x̄s, s ∈ V ) = P (ξt = x′, ξs = x̄s, s ∈ V ) ,

где x̄ ∈ XV , V ∈ W , t /∈ V , k = 1, n.

Далее рассмотрим случайные поля с зависимыми компонентами, а
именно, марковские и гиббсовские случайные поля.

Определение марковского случайного поля существенно опирается на
понятие системы окрестностей на Zd. Системой окрестностей на Zd называют
такую систему

{
∂t, t ∈ Zd

}
конечных множеств ∂t решетки Zd, что для всех

t, s ∈ Zd
• t /∈ ∂t;
• s ∈ ∂t тогда и только тогда, когда t ∈ ∂s.

Различия в выборе системы окрестностей приводят к различным типам мар-
ковских случайных полей.

Случайное поле (ξt) называется марковским случайным полем, если его
условные вероятности обладают следующим свойством: для всех t ∈ Zd и
V ∈ W , таких, что ∂t ⊂ V

P (ξt = x/ξs = x̄s, s ∈ V ) = P (ξt = x/ξs = x̄s, s ∈ ∂t) ,

x ∈ X, x̄ ∈ XV .
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Приведем условия, при которых марковские случайные поля принад-
лежат классу P .

Пример 8. Пусть (ξt) — марковское случайное поле с фазовым простран-
ством X. Если существует разбиение Π = {X1, X2, ..., Xn} множества X, та-
кое, что при x, x′ ∈ Xk

P (ξt = x) = P (ξt = x′)

и
P (ξt = x/ξs = x̄s, s ∈ ∂t) = P (ξt = x′/ξs = x̄s, s ∈ ∂t) .

для всех k = 1, n, t ∈ Zd и x̄ ∈ X∂t, то конечномерные распределения слу-
чайного поля (ξt) кусочно–постоянны по каждой из компонент.

Зафиксируем t ∈ Zd и V ∈ W , такое, что t /∈ V . Обозначим через
I = ∂t\V . C применением марковского свойства можем написать

P (ξt = x, ξs = x̄s, s ∈ V ) =

=
∑
u∈XI

P (ξt = x, ξs = x̄s, s ∈ V, ξr = ur, r ∈ I) =

=
∑
u∈XI

P (ξs = x̄s, s ∈ V, ξr = ur, r ∈ I) ·

·P (ξt = x/ξs = x̄s, s ∈ V, ξr = ur, r ∈ I) =

=
∑
u∈XI

P (ξs = x̄s, s ∈ V, ξr = ur, r ∈ I)P (ξt = x/ξs = ys, s ∈ ∂t),

где

ys =

{
x̄s, s ∈ V
us, s ∈ I

Тогда для всех x, x′ ∈ Xk, k = 1, n

P (ξt = x, ξs = x̄s, s ∈ V ) =

=
∑
u∈XI

P (ξs = x̄s, s ∈ V, ξr = ur, r ∈ I)P (ξt = x/ξs = ys, s ∈ ∂t) =

=
∑
u∈XI

P (ξs = x̄s, s ∈ V, ξr = ur, r ∈ I)P (ξt = x′/ξs = ys, s ∈ ∂t) =

= P (ξt = x′, ξs = x̄s, s ∈ V ) .

Остается заметить, что приведенные рассуждения остаются справедливыми
при любом выборе t ∈ Zd и V ∈ W , таких, что t /∈ V .
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Перейдем к рассмотрению гиббсовских случайных полей. Начнем с
определения гиббсовского случайного поля, предложенного Нахапетяном и
Дашьяном в работе [6].

Случайное поле (ξt) с распределением P называется гиббсовским, если
оно положительно и для каждого x ∈ X существует строго положительный
равномерный по x̄ ∈ XZd\{t} предел

qx̄t (x) = lim
V ↑Zd\{t}

PV ∪{t} (xx̄V )

PV (x̄V )
, t ∈ Zd.

Совокупность Q(1) =
{
qx̄t , x̄ ∈ XZd\{t}, t ∈ Zd

}
называется одноточечной ка-

нонической спецификацией, соответствующей гиббсовскому случайному по-
лю (ξt).

Приведем условия, при которых гиббсовское случайное поле принадле-
жит классу P .

Пример 9. Пусть (ξt) — гиббсовское случайное поле с фазовым про-
странством X. Если существует разбиение Π = {X1, X2, ..., Xn} множества
X, такое, что элементы одноточечной канонической спецификации Q(1) гибб-
совского случайного поля (ξt) принимают постоянные значения на элементах
разбиения Π, то конечномерные распределения случайного поля (ξt) кусочно–
постоянны по каждой из компонент относительно разбиения Π.

Действительно, пусть Π = {X1, X2, ..., Xn} такое разбиение множества
X, что

qx̄t (x) = qx̄t (x′) при x, x′ ∈ Xk,

k = 1, n. Из определения гиббсовского случайного поля следует, что для
любого ε > 0 существует достаточно большое V0 ∈ W , такое, что

sup
x̄∈XZd\{t}

∣∣∣∣qx̄t (x)−
PV ∪{t} (xx̄V )

PV (x̄V )

∣∣∣∣ < ε,

для всех V , таких, что V0 ⊂ V , и всех x ∈ X. Тогда для x, x′ ∈ Xk можем
написать

sup
x̄∈XZd\{t}

∣∣∣∣P{t}∪V (xx̄V )

PV (x̄V )
−
P{t}∪V (x′x̄V )

PV (x̄V )

∣∣∣∣ ≤
≤ sup

x̄∈XZd\{t}

∣∣∣∣qx̄t (x)−
P{t}∪V (xx̄V )

PV (x̄V )

∣∣∣∣+ sup
x̄∈XZd\{t}

∣∣∣∣qx̄t (x′)−
P{t}∪V (x′x̄V )

PV (x̄V )

∣∣∣∣+
+ sup

x̄∈XZd\{t}

|qx̄t (x)− qx̄t (x′)| < 2ε.
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Поскольку выбор значения ε произволен, то для достаточно больших V ∈ W
получаем

P{t}∪V (xx̄V ) = P{t}∪V (x′x̄V ) при x, x′ ∈ Xk, k = 1, n.

Остается заметить, что в силу согласованности конечномерных распределе-
ний случайного поля, для всех I ⊂ V имеем

P{t}∪I (xx̄I) =
∑

u∈XV \I

P{t}∪V
(
xx̄IuV \I

)
=

∑
u∈XV \I

P{t}∪V
(
x′x̄IuV \I

)
= P{t}∪I (x′x̄I)

при x, x′ ∈ Xk, k = 1, n.

В приложениях при определении гиббсовских случайных полей обыч-
но используют понятие потенциала взаимодействия. Совокупность функций
Φ =

{
ΦV (x) , x ∈ XV , V ∈ W

}
, удовлетворяющих условию

‖Φ‖ =
∑

0∈V ∈W

sup
x∈XV

|ΦV (x)| <∞,

называется потенциалом взаимодействия, а величина ‖Φ‖ называется нормой
потенциала Φ. Для каждого V ∈ W и x̄ ∈ XZd\V определим потенциальную
энергию

U x̄
V (x) =

∑
J⊂V :J 6=Ø

∑
J̃∈W (Zd\V )

ΦJ∪J̃ (xJ x̄J̃), x ∈ XV .

Рассмотрим совокупность Q =
{
qx̄V , x̄ ∈ XZd\V , V ∈ W

}
конечномерных рас-

пределений вероятностей следующего вида

qx̄V (x) =
exp {−U x̄

V (x)}∑
z∈XV

exp {−U x̄
V (z)}

, x ∈ XV ,

которая называется гиббсовской спецификацией (см. [8, 9]).
Согласно Добрушину ( [9]), гиббсовским случайным полем, отвечаю-

щим потенциалу Φ, называется случайное поле, имеющее версию условного
распределения, почти всюду совпадающую с гиббсовской спецификацией, по-
строенной по этому потенциалу.

Следующая теорема репрезентации, доказанная в [6], показывает
эквивалентность приведенных определений гиббсовского случайного поля.

Теорема 1.1. Если P — гиббсовское случайное поле, то его одноточечная
каноническая спецификация допускает гиббсовское представление с помо-
щью равномерно сходящегося потенциала. Обратно, если случайное поле
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имеет версию условного распределения, которое допускает гиббсовское
представление с равномерно сходящимся потенциалом, то поле P —
гиббсовское.

В диссертации мы будем использовать оба определения гиббсовского
случайного поля.

Приведем условия на потенциал, при которых гиббсовское случайное
поле принадлежит классу P .

Пример 10. Пусть (ξt) — гиббсовское случайное поле с фазовым про-
странством X, отвечающее потенциалу Φ. Пусть существует разбиение Π =
{X1, X2, ..., Xn} множества X, такое, что потенциал Φ принимает постоянные
значения на элементах разбиения Π, т.е. для всех xt ∈ Xk

ΦV ∪{t} (xtxV ) = ΦV,k (xV ) ,

где V ∈ W , t /∈ V , k = 1, n. Тогда конечномерные распределения случайного
поля (ξt) кусочно–постоянны по каждой из компонент.

Достаточно проверить, что при указанных условиях на потенциал одно-
точечные условные распределения вероятностей qx̄t (x) гиббсовского случай-
ного поля (ξt) принимают постоянные значения на элементах разбиения Π.
Пусть x ∈ Xk. Имеем

U x̄
t (x) =

∑
V ∈W (Zd\{t})

ΦV ∪{t} (xtxV ) =
∑

V ∈W (Zd\{t})

ΦV,k (xV ) = U x̄
t,k,

для всех k = 1, n, x̄ ∈ XZd\{t}, t ∈ Zd. Тогда для всех k = 1, n и x ∈ Xk имеет
место равенство

qx̄t (x) =
exp {−U x̄

t (x)}∑
z∈X

exp {−U x̄
t (z)}

=
exp

{
−U x̄

t,k

}∑
z∈X

exp {−U x̄
t (z)}

= qx̄t,k.

Отметим также следующие классы потенциалов, которые будут исполь-
зоваться в дальнейшем. Говорят, что потенциал Φ имеет конечный радиус
действия R, если

ΦV (x) = 0 при sup
t,s∈V
|t− s| > R,

для всех x ∈ XV , V ∈ W . Потенциал Φ называется трансляционно–
инвариантным, если для всех V ∈ W и a ∈ Zd

ΦV+a (x) = ΦV (x) , x ∈ XV .
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Потенциал Φ называется четным, если для всех V ∈ W и x ∈ XV

ΦV (xt, t ∈ V ) = ΦV (θtxt, t ∈ V ) , θt ∈ {−1, 1} , t ∈ V.

Условия, накладываемые на потенциал, позволяют получать тот или
иной класс гиббсовских случайных полей. Так, например, гиббсовские слу-
чайные поля, соответствующие трансляционно–инвариантному потенциалу,
являются однородными. При этом следует отметить работу [35], в которой
было показано, что предположения, определяющие различные классы
гиббсовских случайных полей, могут быть сформулированы исключительно
в терминах свойств функций U x̄

t , соответствующих потенциальной энергии в
точке t при заданных граничных условиях x̄ ∈ XZd\{t}, t ∈ Zd.

Как будет показано в параграфе 1.3, следующее свойство случайных
полей из класса P является весьма полезным при построении мартингал–
разностных случайных полей.

Лемма 1.1. Пусть конечномерные распределения случайного поля (ξt)
кусочно–постоянны по каждой из переменных при разбиении Π =
{X1, X2, ..., Xn} фазового пространства X. Тогда одноточечные условные
распределения случайного поля (ξt) принимают постоянные значения на
элементах разбиения Π, т.е.

qx̄t (x) = qx̄t,k при x ∈ Xk

для всех t ∈ Zd, x̄ ∈ XZd\{t} и k = 1, n.

Доказательство. Для всех x, x′ ∈ Xk имеем

qx̄t (x) = lim
V ↑Zd

P (ξt = x, ξs = x̄s, s ∈ V )

P (ξs = x̄s, s ∈ V )
=

= lim
V ↑Zd

P (ξt = x′, ξs = x̄s, s ∈ V )

P (ξs = x̄s, s ∈ V )
= qx̄t (x′)

где t ∈ Zd, x̄ ∈ XZd\{t}, k = 1, n.

1.3. Условия мартингальности случайных полей с
кусочно–постоянными по каждой из компонент конечно-
мерными распределениями

Приведем условия, при которых случайное поле из класса P является
мартингал–разностным случайным полем.
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Теорема 1.2. Пусть (ξt) — случайное поле, конечномерные распределения
которого кусочно–постоянны по каждой из переменных при разбиении Π =
{X1, X2, ..., Xn} фазового пространства X. Если разбиение Π таково, что∑

x∈Xk

x = 0 для всех k = 1, n,

то (ξt) является мартингал–разностным случайным полем.

Доказательство. Действительно, в силу Леммы 1.1 для всех t ∈ Zd,
x̄ ∈ XZd\{t} и k = 1, n имеем

qx̄t (x) = qx̄t,k при x ∈ Xk.

Тогда для каждого фиксированного x̄ ∈ XZd\{t}

M
(
ξt
/
ξs = x̄s, s ∈ Zd\{t}

)
=
∑
x∈X

xqx̄t (x) =
n∑
k=1

∑
x∈Xk

xqx̄t (x) =
n∑
k=1

qx̄t,k
∑
x∈Xk

x = 0.

Отсюда для всех t ∈ Zd
M
(
ξt
/
=Zd\{t}

)
= 0,

и, следовательно, (ξt) является мартингал–разностным случайным полем.

Как следствие Теоремы 1.2, можно сформулировать следующее условие
мартингальности марковских случайных полей.

Теорема 1.3. Пусть (ξt) — марковское случайное поле с фазовым простран-
ством X, для которого существует разбиение Π = {X1, X2, ..., Xn}, такое,
что при x, x′ ∈ Xk

P (ξt = x) = P (ξt = x′)

и
P (ξt = x/ξs = x̄s, s ∈ ∂t) = P (ξt = x′/ξs = x̄s, s ∈ ∂t)

для всех k = 1, n, x̄ ∈ X∂t и t ∈ Zd. Если разбиение Π таково, что∑
x∈Xk

x = 0 для всех k = 1, n,

то марковское случайное поле (ξt) является мартингал–разностным.

В работе [36] были получены условия, при которых гиббсовское
случайное поле является мартингал–разностным.
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Теорема 1.4. Пусть гиббсовское случайное поле (ξt) с фазовым про-
странством X задается четным потенциалом Φ. Если множество X
симметрично относительно нуля, то гиббсовское случайное поле (ξt)
является мартингал–разностным.

Приведенный в настоящей главе подход к построению мартингал–
разностных случайных полей позволяет получить следующее обобщение
Теоремы 1.4.

Теорема 1.5. Пусть гиббсовское случайное поле (ξt) с фазовым простран-
ством X задается потенциалом Φ, который принимает постоянные зна-
чения на элементах некоторого разбиения Π = {X1, X2, ..., Xn} множества
X, т.е. для всех V ∈ W , t /∈ V

ΦV ∪{t} (xtxV ) = ΦV,k (xV ) , xt ∈ Xk, k = 1, n. (1.4)

Если разбиение Π таково, что∑
x∈Xk

x = 0, k = 1, n, (1.5)

то гиббсовское случайное поле (ξt) является мартингал–разностным.

22



Глава 2. ПРЕДЕЛЬНЫЕ ТЕОРЕМЫ ДЛЯ
МАРТИНГАЛ–РАЗНОСТНЫХ СЛУЧАЙНЫХ
ПОЛЕЙ

2.1. Асимптотическая нормальность и принцип инвариантности

Вопросы, относящиеся к предельным теоремам для сумм случайных ве-
личин, образующих мартингал, составляют одну из важнейших глав теории
одномерных мартингалов (см. [21], где в достаточной полноте представле-
ны основные результаты и история этого вопроса). Введенное в [36] понятие
мартингал–разностного случайного поля позволило распространить извест-
ные факты (ЦПТ, ЛПТ, принцип инвариантности и др.) теории предельных
теорем для сумм независимых случайных величин на достаточно широкие
классы многомерных мартингалов ( [25,33,36–38]).

Приводимый ниже аналог теоремы Биллингсли–Ибрагимова, до-
казанный в работе [33], является одним из основных результатов для
мартингал–разностных случайных полей.

Теорема 2.1. Пусть (ξt) — однородное эргодическое мартингал-разностное
случайное поле, такое, что 0 < Mξ2

0 <∞. Тогда для этого поля справедлива
ЦПТ.

Используемое в Теореме 2.1 условие эргодичности является наименее
обязывающим из условий слабой зависимости компонент случайного поля.
Теория предельных теорем для случайных полей со слабо зависимыми ком-
понентами представляет собой весьма содержательную область исследова-
ний, интенсивно развивающуюся и в настоящее время. В этой теории, поми-
мо стандартных условий на моменты, обычно накладываются условия и на
скорость убывания коэффициента перемешивания. Однако, согласно Теоре-
ме 2.1, при наличии мартингального свойства требования на скорость убыва-
ния корреляции становятся минимальными. Отметим также, что в условиях
Теоремы 2.1 имеет место и функциональная предельная теорема (см. [38]).

Настоящая глава посвящена предельным теоремам для мартингал–
разностных случайных полей. Для этих полей устанавливается точная асимп-
тотика всех моментов сумм компонент, взятых по возрастающим множествам,
что позволяет доказать усиленный вариант центральной предельной тео-
ремы, включающий сходимость моментов. Приводятся также условия, при
которых имеет место степенная скорость сходимости в ЦПТ. Это, в свою
очередь, позволяет доказать закон повторного логарифма для мартингал–
разностных случайных полей.
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2.2. Точная асимптотика моментов сумм компонент

Во многих вопросах теории вероятностей моменты случайных величин
и их оценки играют ключевую роль. В частности, на них основан один из
самых продуктивных методов доказательства предельных теорем — метод
моментов. Посредством данного метода можно не только доказывать раз-
личные предельные теоремы, но и получать их уточнения (скорость сходи-
мости), вплоть до асимптотических разложений. Следует отметить, однако,
что до настоящего времени, поведение моментов сумм компонент мартингал–
разностных случайных полей не являлось предметом рассмотрения. В этом
параграфе мы устанавливаем точную асимптотику для всех моментов сумм
компонент мартингал–разностного случайного поля, взятых по возрастаю-
щим подмножествам.

Основным результатом является следующая теорема.

Теорема 2.2. Пусть (ξt) — однородное мартингал-разностное случайное
поле с фазовым пространством X. Тогда для всех k = 1, 2, ...

M (SVn)
2k−1 = C2k−1 · |Vn|k−1 ,

где постоянная C2k−1 не зависит от n.
Если, к тому же, случайное поле (ξt) удовлетворяет условию равно-

мерного сильного перемешивания с коэффициентом ϕI , I ∈ W , таким, что

ϕI (j) ≤ |I| ·ϕ (j) и
∞∑
j=1

jd−1 ·ϕ (j) <∞,

то для всех k = 1, 2, ...

M (SVn)
2k = (2k − 1)!!σ2k |Vn|k + C2k |Vn|k−1 ,

где σ2 = Mξ2
0, а постоянная C2k не зависит от n.

Для доказательства второго утверждения Теоремы 2.2, нам потребует-
ся следующий результат, представляющий и самостоятельный интерес.

Лемма 2.1. Пусть (ξt) — случайное поле с конечным фазовым простран-
ством X, удовлетворяющее условию равномерного сильного перемешивания
с коэффициентом ϕI , I ∈ W , таким, что ϕI (ρ) ≤ |I| · ϕ (ρ), ρ ∈ R. Тогда
для всех k = 1, 2, ... и целых 0 ≤ m1,m2, ...,mk <∞∑
t1,t2,...,tk∈Vn
t1 6=t2 6=...6=tk

∣∣Mξm1
t1 ξ

m2
t2 ...ξ

mk
tk −Mξm1

t1 Mξm2
t2 · ... ·Mξmk

tk

∣∣ ≤ C |Vn|k−1
n∑
j=1

jd−1ϕ (j),

где положительное число C не зависит от n.
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Доказательство. Для упрощения обозначений всюду далее запись типа t1 6=
t2 6= ... 6= tk при обозначении границ суммирования будем опускать, при этом
каждый раз полагаем, что суммирование ведется по различным точкам из
Vn, т.е. будем писать

∑′
t1,...,tk∈Vn

вместо
∑

t1,...,tk∈Vn
t1 6=t2 6=...6=tk

.

Пусть 0 ≤ m1,m2, ...,mk < ∞ — произвольные целые числа. Для всех
t1, t2, ..., tk ∈ Vn можем написать

Mξm1
t1 ξ

m2
t2 ...ξ

mk
tk −Mξm1

t1 Mξm2
t2 · ... ·Mξmk

tk =

=
(
Mξm1

t1 ξ
m2
t2 ...ξ

mk
tk −Mξmk

tk Mξm2
t2 ...ξ

mk−1
tk−1

)
+

+Mξmk
tk

(
Mξm1

t1 ...ξ
mk−1
tk−1 −Mξ

mk−1
tk−1 Mξm1

t1 ...ξ
mk−2
tk−2

)
+

+Mξmk
tk Mξ

mk−1
tk−1

(
Mξm1

t1 ...ξ
mk−2
tk−2 −Mξ

mk−2
tk−2 Mξm1

t1 ...ξ
mk−3
tk−3

)
+ ...+

+Mξmk
tk · ... ·Mξm3

t3

(
Mξm1

t1 ξ
m2
t2 −Mξm1

t1 Mξm2
t2

)
=

=
k∑
r=2

k∏
j=r+1

Mξ
mj

tj

(
Mξm1

t1 ξ
m2
t2 ...ξ

mr
tr −Mξm1

t1 ·Mξm2
t2 ...ξ

mr
tr

)
.

Поскольку компоненты случайного поля (ξt) принимают значения в конечном
множестве X, то для любых t1, t2, ..., tr ∈ Vn найдется число Ar, 0 < Ar <∞,
такое, что ∣∣∣∣∣

k∏
j=r+1

Mξ
mj

tj

∣∣∣∣∣ ≤ Ar, 1 ≤ r ≤ k.

Тогда∑′
t1,...,tk∈Vn

∣∣Mξm1
t1 ξ

m2
t2 ...ξ

mk
tk −Mξm1

t1 Mξm2
t2 · ... ·Mξmk

tk

∣∣ ≤
≤

∑′
t1,...,tk∈Vn

k∑
r=2

∣∣∣∣∣ k∏
j=r+1

Mξ
mj

tj

∣∣∣∣∣ · ∣∣Mξm1
t1 ξ

m2
t2 ...ξ

mr
tr −Mξm1

t1 ·Mξm2
t2 ...ξ

mr
tr

∣∣ ≤
≤

k∑
r=2

Ar ·
∑′

t1,...,tr∈Vn

∑′
tr+1,...,tk∈Vn\{t1,...,tr}

∣∣Mξm1
t1 ξ

m2
t2 ...ξ

mr
tr −Mξm1

t1 ·Mξm2
t2 ...ξ

mr
tr

∣∣ =

=
k∑
r=2

Ar · Ck−r
|Vn|−r

∑′
t1,...,tr∈Vn

∣∣Mξm1
t1 ξ

m2
t2 ...ξ

mr
tr −Mξm1

t1 ·Mξm2
t2 ...ξ

mr
tr

∣∣ ≤
≤

k∑
r=2

Ar ·
|Vn|k−r

(k − r)!
∑′

t1,...,tr∈Vn

∣∣Mξm1
t1 ξ

m2
t2 ...ξ

mr
tr −Mξm1

t1 ·Mξm2
t2 ...ξ

mr
tr

∣∣.
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Таким образом,∑′
t1,...,tk∈Vn

∣∣Mξm1
t1 ξ

m2
t2 ...ξ

mk
tk −Mξm1

t1 Mξm2
t2 · ... ·Mξmk

tk

∣∣ ≤
≤

k∑
r=2

Ar ·
|Vn|k−r

(k − r)!
∑
t1∈Vn

∑′
t2,...,tr∈Vn\{t1}

∣∣Mξm1
t1 ξ

m2
t2 ...ξ

mr
tr −Mξm1

t1 ·Mξm2
t2 ...ξ

mr
tr

∣∣.
(2.1)

Для каждого фиксированного t1 ∈ Vn найдем оценку величины∑′

t2,...,tr∈Vn

∣∣Mξm1
t1 ξ

m2
t2 ...ξ

mr
tr −Mξm1

t1 ·Mξm2
t2 ...ξ

mr
tr

∣∣ (2.2)

Поскольку случайное поле (ξt) удовлетворяет условию равномерного сильно-
го перемешивания с коэффициентом ϕI , I ∈ W , то можем написать∣∣Mξm1

t1 ξ
m2
t2 ...ξ

mr
tr −Mξm1

t1 ·Mξm2
t2 ...ξ

mr
tr

∣∣ =

=

∣∣∣∣∣ ∑x1∈X ... ∑xr∈X xm1
1 · ... · xmr

r P (ξt1 = x1, ξt2 = x2, ..., ξtr = xr)−

−
∑
x1∈X

xm1
1 P (ξt1 = x1)

∑
x2∈X

...
∑
xr∈X

xm2
2 · ... · xmr

r P (ξt2 = x2, ..., ξtr = xr)

∣∣∣∣∣ ≤
≤
∑
x1∈X

...
∑
xr∈X
|xm1

1 xm2
2 · ... · xmr

r |P (ξt2 = x2, ..., ξtr = xr) ·

· |P (ξt1 = x1/ξt2 = x2, ..., ξtr = xr)− P (ξt1 = x1)| ≤

≤ ϕ{t1} (ρ ({t1} ,Λr−1))
∑
x1∈X

∑
x2∈X

...
∑
xr∈X
|xm1

1 xm2
2 · ... · xmr

r | ≤

≤ Br ·ϕ (ρ ({t1} ,Λr−1)) ,

где Λr−1 = {t2, t3, ..., tr} и

Br =
∑
x1∈X

∑
x2∈X

...
∑
xr∈X

|xm1
1 xm2

2 · ... · xmr
r | <∞.

Отсюда ∑′
t2,...,tr∈Vn

∣∣Mξm1
t1 ξ

m2
t2 ...ξ

mr
tr −Mξm1

t1 ·Mξm2
t2 ...ξ

mr
tr

∣∣ ≤
≤ Br

∑
Λr−1⊂Vn\{t1}

ϕ (ρ ({t1} ,Λr−1)).
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Для всех t ∈ Vn обозначим

V (j)
n (t) = {s ∈ Vn : |t− s| = j} , j = 1, n,

и пусть t2 — точка из Λr−1, для которой

ρ ({t1} ,Λr−1) = ρ ({t1} , {t2}) .

Тогда∑
Λr−1⊂Vn\{t1}

ϕ (ρ ({t1} ,Λr−1)) =
n∑
j=1

∑
t2∈V (j)

n (t1)

∑
Λr−2⊂Vn\{t1,t2}

ϕ (ρ ({t1} , {t2})) =

=
n∑
j=1

∑
t2∈V (j)

n (t1)

ϕ (j)Cr−2
|Vn|−2 ≤

|Vn|r−2

(r − 2)!

n∑
j=1

ϕ (j)
∣∣∣V (j)
n (t1)

∣∣∣.
Поскольку V (j)

n (t1) содержит все точки s =
(
s(1), s(2), ..., s(d)

)
из Vn, для

которых ∣∣∣t(i)1 − s(i)
∣∣∣ ≤ j,

причем равенство обязательно достигается хотя бы при одном i, i = 1, d, то∣∣∣V (j)
n (t1)

∣∣∣ =
d∑

k=1

Ck
d2k (2j − 1)d−k = (2j + 1)d − (2j − 1)d =

= 2
d/2∑
k=1

C2k−1
d (2j)2k−1 ≤ 22djd−1.

Таким образом, для (3.2) имеем∑′

t2,...,tr∈Vn

∣∣Mξm1
t1 ξ

m2
t2 ...ξ

mr
tr −Mξm1

t1 ·Mξm2
t2 ...ξ

mr
tr

∣∣ ≤ 22d ·Br
|Vn|r−2

(r − 2)!

n∑
j=1

jd−1ϕ (j).

Подставив данную оценку в (2.1), получаем∑′
t1,...,tk∈V

∣∣Mξm1
t1 ξ

m2
t2 ...ξ

mr
tr −Mξm1

t1 ·Mξm2
t2 ...ξ

mr
tr

∣∣ ≤
≤

k∑
r=2

Ar ·
|Vn|k−r

(k − r)!
∑
t1∈Vn

22d ·Br
|Vn|r−2

(r − 2)!

n∑
j=1

jd−1ϕ (j) =

= |Vn|k−1 22d
k∑
r=2

ArBr

(k − r)! (r − 2)!

n∑
j=1

jd−1ϕ (j) = C |Vn|k−1
n∑
j=1

jd−1ϕ (j),

где C = 22d ·
k∑
r=2

ArBr

(k − r)! (r − 2)!
<∞.
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Перейдем к доказательству теоремы.

Доказательство Теоремы 2.2. При s < |Vn| можем написать

M (SVn)
s = M

(∑
t∈Vn

ξt

)s

=

=
∑

m1,m2,...,m|Vn|≥0
m1+m2+...+m|Vn|=s

s!

m1!m2!...m|Vn|!
Mξm1

t1 ξ
m2
t2 ...ξ

m|Vn|
t|Vn|

=

=
s∑
j=1

∑′
t1,t2,...,tj∈Vn

∑
m1,m2,...,mj≥1
m1+m2+...+mj=s

s!

m1!m2!...mj!
Mξm1

t1 ξ
m2
t2 ...ξ

mj

tj .

Поскольку (ξt) — мартингал-разностное случайное поле, то
Mξm1

t1 ξ
m2
t2 ...ξ

mj

tj = 0, если хотя бы одно из чисел m1,m2, ...,mj равно 1.
Следовательно, достаточно рассматривать суммы по наборам чисел
m1,m2, ...,mj, таким, что mi ≥ 2, i = 1, j. Отсюда

M (SVn)
s =

=
s∑
j=1

∑′
t1,...,tj∈Vn

∑
m1,m2,...,mj≥1
m1+m2+...+mj=s

s!

m1!m2!...mj!
Mξm1

t1 ξ
m2
t2 ...ξ

mj

tj =

=
[s/2]∑
j=1

∑′
t1,...,tj∈Vn

∑
{j;s}

s!

m1!m2!...mj!
Mξm1

t1 ξ
m2
t2 ...ξ

mj

tj ,

где для упрощения записи границы суммирования во внутренней сумме обо-
значены через {j; s} по числу j слагаемыхm1,m2, ...,mj и значению их суммы
m1 +m2 + ...+mj = s.

Обозначим через z = max
x∈X
|x| и

µs (j) = max
∣∣∣Mξm1

t1 ξ
m2
t2 ...ξ

mj

tj

∣∣∣ ,
где максимум берется по всем t1, t2, ...tj ∈ Vn и m1,m2, ...mj ≥ 2, таким, что
m1 +m2 + ...+mj = s. Оценим µs = max

1≤j≤[s/2]
µs (j). Для всех t1, t2, ...tj ∈ Vn и

m1,m2, ...mj имеем∣∣∣Mξm1
t1 ξ

m2
t2 ...ξ

mj

tj

∣∣∣ ≤ ∑
x1∈X

∑
x2∈X

...
∑
xj∈X

∣∣xm1
1 xm2

2 ...x
mj

j

∣∣ ≤
≤
∑
x1∈X

∑
x2∈X

...
∑
xj∈X

zm1+m2+...+mj = |X|j zs.
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Тогда µs (j) ≤ |X|j zs и

µs = max
1≤j≤[s/2]

(
|X|j zs

)
= |X|[s/2] zs.

Пусть s = 2k − 1. Тогда

M (SVn)
2k−1 =

k−1∑
j=1

∑′

t1,...,tj∈Vn

∑
{j;2k−1}

(2k − 1)!

m1!m2!...mj!
Mξm1

t1 ξ
m2
t2 ...ξ

mj

tj = C2k−1 |Vn|k−1 ,

(2.3)
где

|C2k−1| ≤
1

|Vn|k−1

k−1∑
j=1

∑′
t1,...,tj∈Vn

∑
{j;2k−1}

(2k − 1)!

m1!m2!...mj!

∣∣∣Mξm1
t1 ξ

m2
t2 ...ξ

mj

tj

∣∣∣ ≤
≤ µ2k−1

|Vn|k−1

k−1∑
j=1

∑′
t1,...,tj∈Vn

∑
{j;2k−1}

(2k − 1)!

m1!m2!...mj!
<

<
|X|k−1 z2k−1

|Vn|k−1

k−1∑
j=1

|Vn|j j2k−1 < |X|k−1 z2k−1 (k − 1)2k .

Пусть теперь s = 2k. Имеем

M (SVn)
2k =

k∑
j=1

∑′
t1,...,tj∈Vn

∑
{j;2k}

(2k)!

m1!m2!...mj!
Mξm1

t1 ξ
m2
t2 ...ξ

mj

tj =

=
∑′

t1,...,tk∈Vn

∑
{k;2k}

(2k)!

m1!m2!...mk!
Mξm1

t1 ξ
m2
t2 ...ξ

mk
tk +

+
k−1∑
j=1

∑′
t1,...,tj∈Vn

∑
{j;2k}

(2k)!

m1!m2!...mj!
Mξm1

t1 ξ
m2
t2 ...ξ

mj

tj =

=
(2k)!

2k
∑′

t1,...,tk∈Vn
Mξ2

t1
ξ2
t2
...ξ2

tk
+

+
k−1∑
j=1

∑′
t1,...,tj∈Vn

∑
{j;2k}

(2k)!

m1!m2!...mj!
Mξm1

t1 ξ
m2
t2 ...ξ

mj

tj .

Далее, с учетом того, что

Mξ2
t1
ξ2
t2
...ξ2

tk
= Mξ2

t1
Mξ2

t2
· ... ·Mξ2

tk
+
(
Mξ2

t1
ξ2
t2
...ξ2

tk
−Mξ2

t1
Mξ2

t2
· ... ·Mξ2

tk

)
,
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можем написать

M (SVn)
2k =

(2k)!

2k
∑

t1,...,tk∈Vn
Mξ2

t1
Mξ2

t2
· ... ·Mξ2

tk
+

+
(2k)!

2k
∑′

t1,...,tk∈Vn

(
Mξ2

t1
ξ2
t2
...ξ2

tk
−Mξ2

t1
Mξ2

t2
· ... ·Mξ2

tk

)
+

+
k−1∑
j=1

∑′
t1,...,tj∈Vn

∑
{j;2k}

(2k)!

m1!m2!...mj!
Mξm1

t1 ξ
m2
t2 ...ξ

mj

tj .

(2.4)

В полученном для M (SVn)
2k соотношении (2.4) рассмотрим слагаемые,

стоящие справа. В силу однородности случайного поля (ξt)

Mξ2
t1
Mξ2

t2
· ... ·Mξ2

tk
=
(
Mξ2

0

)k
= σ2k,

и, следовательно, для первого слагаемого в (2.4) можем написать

(2k)!

2k
∑

t1,...,tk∈Vn
Mξ2

t1
Mξ2

t2
· ... ·Mξ2

tk
=

(2k)!

2k
Ck
|Vn|σ

2k =

=
(2k)!

2kk!
σ2k |Vn| (|Vn| − 1) · ... · (|Vn| − k + 1) =

(2k)!

2kk!
σ2k

k∑
j=0

s (k, j) |Vn|j =

=
(2k)!

2kk!
σ2k

(
|Vn|k +

k−1∑
j=0

s (k, j) |Vn|j
)
,

где s (k, j) — числа Стирлинга первого рода. Тогда

(2k)!

2k

∑′

t1,...,tk∈Vn

Mξ2
t1
Mξ2

t2
· ... ·Mξ2

tk
=

(2k)!

2kk!
σ2k |Vn|k + C1 (k) |Vn|k−1 ,

причем

|C1 (k)| = 1

|Vn|k−1
· (2k)!

2kk!
σ2k

∣∣∣∣∣k−1∑
j=0

s (k, j) |Vn|j
∣∣∣∣∣ <

<
(2k)!

2kk!
σ2k

k∑
j=0

|s (k, j)| = (2k)!

2k
σ2k.

Далее, в силу Леммы 2.1,

(2k)!

2k

∑′

t1,...,tk∈Vn

(
Mξ2

t1
ξ2
t2
...ξ2

tk
−Mξ2

t1
Mξ2

t2
· ... ·Mξ2

tk

)
= C2 (k) |Vn|k−1 ,
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где постоянная C2 (k) не зависит от n. Оценим C2 (k). Из доказательства
Леммы 2.1 следует, что

|C2 (k)| < (2k)!

2k
· 22d

k∑
r=2

ArBr

(k − r)! (r − 2)!

∞∑
j=1

jd−1 ·ϕ (j),

где Ar ≥

∣∣∣∣∣ k∏
j=r+1

Mξ
mj

tj

∣∣∣∣∣ и Br =
∑
x1∈X

∑
x2∈X

...
∑
xr∈X
|xm1

1 xm2
2 · ... · xmr

r |. Поскольку

в данном случае Лемма 2.1 применяется к однородному случайному полю,
причем m1 = m2 = ... = mk = 2, то можем положить Ar = σ2(k−r). Действи-
тельно, ∣∣∣∣∣

k∏
j=r+1

Mξ2
tj

∣∣∣∣∣ =
(
Mξ2

0

)k−r−1
< σ2(k−r).

Далее,

Br =
∑
x1∈X

∑
x2∈X

...
∑
xr∈X

∣∣x2
1x

2
2 · ... · x2

r

∣∣ ≤ ∑
x1∈X

∑
x2∈X

...
∑
xr∈X

z2r = |X|rz2r.

Тогда
k∑
r=2

ArBr

(k − r)! (r − 2)!
≤

k∑
r=2

σ2(k−r) |X|r z2r

(k − r)! (r − 2)!
<

<
σ2k |X|k z2k

(k − 2)!

k−2∑
r=0

Cr
k−2 =

2k−2

(k − 2)!
σ2k |X|k z2k.

Отсюда

|C2 (k)| ≤ (2k)!

(k − 2)!
· |X|k z2kσ2k · 22d−2

∞∑
j=1

jd−1ϕ (j).

Наконец, применив рассуждения, аналогичные тем, что использовались
при получении оценки (2.3), нетрудно показать, что

k−1∑
j=1

∑′

t1,...,tj∈Vn

∑
{j;2k}

(2k)!

m1!m2!...mj!
Mξm1

t1 ξ
m2
t2 ...ξ

mj

tj = C3 (k) |Vn|k−1

где

|C3 (k)| ≤ 1

|Vn|k−1

k−1∑
j=1

∑′
t1,...,tj∈Vn

∑
{j;2k}

(2k)!

m1!m2!...mj!

∣∣∣Mξm1
t1 ξ

m2
t2 ...ξ

mj

tj

∣∣∣ <
<

µ2k

|Vn|k−1

k−1∑
j=1

j2k |Vn|j < |X|k z2k (k − 1)2k .
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Подставив полученные оценки в (2.4), окончательно получаем

M (SVn)
2k =

(2k)!

2kk!
σ2k |Vn|k + C2k |Vn|k−1 ,

где постоянная C2k такова, что

|C2k| = |C1 (k) + C2 (k) + C3 (k)| ≤

≤ (2k)!

2k
σ2k + |X|k z2k (k − 1)2k +

(2k)!

(k − 2)!
· |X|k z2kσ2k · 22d−2

∞∑
j=1

jd−1ϕ (j).

При доказательстве предельных теорем одним из основных требований
является правильное поведение дисперсий сумм SV , V ∈ W компонент слу-
чайного поля, а именно,

DSV = σ2 |V | (1 + o (1)) , 0 < σ <∞.

Для однородных мартингал-разностных случайных полей это требование вы-
полняется автоматически, поскольку для таких полей DSV = Mξ2

0 · |V |.
Полученный в Теореме 2.2 результат позволяет доказать для

мартингал–разностных случайных полей следующий усиленный вари-
ант ЦПТ.

Теорема 2.3. Пусть (ξt) — однородное мартингал-разностное случайное
поле с фазовым пространством X, удовлетворяющее условию равномерного
сильного перемешивания с коэффициентом ϕI , I ∈ W , таким, что

ϕI (j) ≤ |I| ·ϕ (j) и
∞∑
j=1

jd−1 ·ϕ (j) <∞,

и пусть Mξ2
0 > 0. Тогда для случайного поля (ξt) справедлива ЦПТ, причем

для всех k = 1, 2, ...

M

(
SVn√
DSVn

)k

→Mζk при n→∞

где ζ — стандартно нормально распределенная случайная величина.
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Доказательство. Из Теоремы 2.2 прямо следует, что

lim
n→∞

M

(
SVn

σ
√
|Vn|

)2k−1

= lim
n→∞

1

(σ2 |Vn|)k−1/2
M (SVn)

2k−1 = 0

и

lim
n→∞

M

(
SVn

σ
√
|Vn|

)2k

= lim
n→∞

1

(σ2 |Vn|)k
M (SVn)

2k = (2k − 1)!!,

где σ2 = Mξ2
0 , а предельные значения являются моментами стандартного

нормального распределения.

2.3. Оценки скорости сходимости в ЦПТ и закон повторного
логарифма

Для мартингал–разностных случайных полей в работе [46] были полу-
чены степенные оценки скорости сходимости в ЦПТ в рамках классических
мартингальных условий — ограничения на моменты и на скорость сбли-
жения условных дисперсий компонент случайного поля с их безусловными
дисперсиями. В следующей теореме приводятся степенные оценки скорости
сходимости в ЦПТ для однородных мартингал–разностных случайных
полей. В доказательстве применяется подход, восходящий к методу малых
блоков, предложенному в работе [45]. Он не предполагает близости условных
и безусловных дисперсий, но требует наличия слабой зависимости между
компонентами случайного поля.

Теорема 2.4. Пусть (ξt) — однородное мартингал-разностное случайное
поле с фазовым пространством X, удовлетворяющее условию равномерного
сильного перемешивания с коэффициентом ϕI , I ∈ W , таким, что

ϕI (j) ≤ |I| ·ϕ (j) и
∞∑
j=1

jd−1ϕ (j) <∞,

и пусть Mξ2
0 > 0. Тогда

sup
x∈R

∣∣∣∣∣P
(

SVn√
DSVn

< x

)
− Φ (x)

∣∣∣∣∣ ≤ C · n−d/8,

где положительная постоянная C не зависит от n.

Доказательство. Опираясь на неравенство Бери-Эссеена (см., напри-
мер, [52], стр. 317), мы будем оценивать близость функций распределения
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посредством оценки близости их характеристических функций. В свою оче-
редь, оценка близости характеристических функций будет получена на основе
метода, предложенного в работе [45].

Пусть элементы множества Vn пронумерованы некоторым образом:
Vn = {s1, s2, ..., sN}, N = nd. Для удобства записи обозначим Mξ2

0 = σ2 и

ηj =
ξsj

σ
√
|Vn|

, j = 1, N . Пусть, далее, fn (t) — характеристическая функция

случайной величины
SVn√
DSVn

=
N∑
j=1

ηj. Оценим разность fn (t) и e−t2/2. Имеем

∣∣∣fn (t)− e−t2/2
∣∣∣ =

∣∣∣∣∣M exp

{
it

SVn√
DSVn

}
− e−t2/2

∣∣∣∣∣ ≤
≤

∣∣∣∣∣M N∏
j=1

eitηj −
N∏
j=1

Meitηj

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣ N∏j=1

Meitηj − e−t2/2
∣∣∣∣∣ .

(2.5)

Рассмотрим первое слагаемое в (2.5). Можем написать∣∣∣∣∣M N∏
j=1

eitηj −
N∏
j=1

Meitηj

∣∣∣∣∣ ≤ N∑
k=1

∣∣∣∣∣Meitηk
N∏

j=k+1

eitηj −MeitηkM
N∏

j=k+1

eitηj

∣∣∣∣∣ ≤
≤

N∑
k=1

∣∣∣∣∣M
(
eitηk − 1− itηk −

(it)2

2
η2
k

)
N∏

j=k+1

eitηj−

−M

(
eitηk − 1− itηk −

(it)2

2
η2
k

)
M

N∏
j=k+1

eitηj

∣∣∣∣∣+
+ |t|

N∑
k=1

∣∣∣∣∣Mηk
N∏

j=k+1

eitηj −MηkM
N∏

j=k+1

eitηj

∣∣∣∣∣+
+
t2

2

N∑
k=1

∣∣∣∣∣Mη2
k

N∏
j=k+1

eitηj −Mη2
kM

N∏
j=k+1

eitηj

∣∣∣∣∣ = T1 + T2 + T3.

Оценим слагаемые в правой части полученного выражения. Для первого сла-
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гаемого можем написать

T1 ≤
N∑
k=1

(
M

∣∣∣∣∣eitηk − 1− itηk −
(it)2

2
η2
k

∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣ N∏
j=k+1

eitηj

∣∣∣∣∣+
+M

∣∣∣∣∣eitηk − 1− itηk −
(it)2

2
η2
k

∣∣∣∣∣ ·M
∣∣∣∣∣ N∏
j=k+1

eitηj

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ≤

≤ 2
N∑
k=1

M

∣∣∣∣∣eitηk − 1− itηk −
(it)2

2
η2
k

∣∣∣∣∣.
Обозначим M |ξ0|3 = β3. Воспользовавшись неравенством∣∣∣∣∣eix − 1− ix− (ix)2

2!

∣∣∣∣∣ ≤ |x|33!
,

получаем

T1 ≤ 2
|t|3

3!

N∑
k=1

M |ηk|3 =
|t|3

3
N

β3

σ3n3d/2
= |t|3 β3

3σ3
· 1

nd/2
.

Покажем, что T2 = 0. Учитывая, что для мартингал–разностных слу-
чайных полей Mξ0 = 0, можем написать

T2 = |t|
N∑
k=1

∣∣∣∣∣Mηk
N∏

j=k+1

eitηj −MηkM
N∏

j=k+1

eitηj

∣∣∣∣∣ =

=
|t|

σ
√
|Vn|

N∑
k=1

∣∣∣∣∣Mξsk
N∏

j=k+1

exp

(
it

ξsj

σ
√
|Vn|

)∣∣∣∣∣.
Далее, в силу свойства (1.2) мартингал–разностных случайных полей,
M
(
ξsk
/
ξsj , j = k + 1, N

)
= 0 вне зависимости от способа нумерации элемен-

тов Vn, и, следовательно,

Mξsk
N∏

j=k+1

exp

(
it

ξsj

σ
√
|Vn|

)
=

= M

((
N∏

j=k+1

exp

(
it

ξsj

σ
√
|Vn|

))
·M

(
ξsk
/
ξsj , j = k + 1, N

))
= 0.
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Рассмотрим T3. Имеем

T3 =
t2

2σ2 |Vn|

N∑
k=1

∣∣∣∣∣∣Mξ2
sk

N∏
j=k+1

eitηj −Mξ2
sk
M

N∏
j=k+1

eitηj

∣∣∣∣∣∣.
Воспользовавшись соотношением

Mξ2
sk

N∏
j=k+1

eitηj −Mξ2
sk
M

N∏
j=k+1

eitηj =

=
N−1∑
m=k+1

(
Mξ2

sk

(
eitηm − 1

) N∏
j=m+1

eitηj −Mξ2
sk
M
(
eitηm − 1

) N∏
j=m+1

eitηj

)
,

получаем

T3 ≤

≤ t2

2σ2 |Vn|
N∑
k=1

N−1∑
m=k+1

∣∣∣∣∣Mξ2
sk

(
eitηm − 1

) N∏
j=m+2

eitηj −Mξ2
sk
M
(
eitηm − 1

) N∏
j=m+2

eitηj

∣∣∣∣∣.
Обозначим через z = max

x∈X
|x|. Поскольку ξ2

sk
< z2 и

∣∣∣∣∣(eitηm − 1
) N∏
j=m+2

eitηj

∣∣∣∣∣ ≤ ∣∣eitηm − 1
∣∣ ≤ |t| |ξsm|

σ
√
|Vn|
≤ |t| z

σnd/2
,

то, в силу Утверждения 0.1,∣∣∣∣∣Mξ2
sk

(
eitηm − 1

) N∏
j=m+2

eitηj −Mξ2
sk
M
(
eitηm − 1

) N∏
j=m+2

eitηj

∣∣∣∣∣ ≤
≤ 2 |t| z3

σnd/2
ϕ{sk} (ρ ({sk} , {sm})) ≤ 2 |t| z3

σnd/2
ϕ (|sk − sm|) .

Следовательно,

T3 ≤ |t|3
z3

σ3
· 1

n3d/2

N∑
k=1

N−1∑
m=k+1

ϕ (|sk − sm|).

Обозначим

V (j)
n (s) = {r ∈ Vn : |s− r| = j} , j = 1, 2, ..., 2n+ 1.
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При доказательстве Леммы 2.1 было показано, что
∣∣∣V (j)
n (s)

∣∣∣ < 22djd−1. Сле-
довательно,

N−1∑
m=k+1

ϕ (|sk − sm|) <
2n+1∑
j=1

∑
r∈V (j)

n (k)

ϕ (|sk − r|) =
2n+1∑
j=1

∣∣∣V (j)
n (sk)

∣∣∣ϕ (j) <

< 22d
2n+1∑
j=1

jd−1ϕ (j) < 22d
∞∑
j=1

jd−1ϕ (j).

Окончательно получаем

T3 < |t|3
1

nd/2
· 2

2dz3

σ3

∞∑
j=1

jd−1ϕ (j).

Таким образом, для первого слагаемого в (2.5) получили следующую
оценку ∣∣∣∣∣M

N∏
j=1

eitηj −
N∏
j=1

Meitηj

∣∣∣∣∣ < C1 |t|3 ·
1

nd/2
,

где C1 =
β3

3σ3
+

22dz3

σ3

∞∑
j=1

jd−1ϕ (j).

Рассмотрим второе слагаемое в (2.5). Из теоремы Бери-Эссеена (см.,
например, [49,52]) следует, что∣∣∣∣∣

N∏
j=1

Meitηj − e−t2/2
∣∣∣∣∣ ≤ C0

M |ηj|3√
N
|t|3 e−t2/4, при |t| <

√
N

5M |ηj|3
,

где C0 — абсолютная константа. Поскольку M |ηj|3 =
β3

σ3 |Vn|3/2
, то при

|t| < σ3

5β3
n2d имеем

∣∣∣∣∣
N∏
j=1

Meitηj − e−t2/2
∣∣∣∣∣ ≤ C0

β3

σ3n2d
|t|3 e−t2/4 = C2

1

n2d
|t|3 e−t2/4

где C2 =
C0β3

σ3
.

Перейдем к оценке разности функций распределения

∆n = sup
x∈R

∣∣∣∣∣P
(

SVn
σ
√
|Vn|

< x

)
− Φ (x)

∣∣∣∣∣ .
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Согласно неравенству Бери-Эссеена,

∆n ≤
2

π

T∫
0

∣∣∣∣∣fn (t)− e−t2/2

t

∣∣∣∣∣ dt+
24

πT
·max
x∈R
|Φ′ (x)| ≤

≤ 2

π

T∫
0

1

|t|

∣∣∣∣∣M N∏
j=1

eitηj −
N∏
j=1

Meitηj

∣∣∣∣∣ dt+
+

2

π

T∫
0

1

|t|

∣∣∣∣∣ N∏j=1

Meitηj − e−t2/2
∣∣∣∣∣ dt+

24

π
√

2π
· 1

T
.

Следовательно,

∆n <
2C1

π
· 1

nd/2

T∫
0

t2dt+
2C2

π
· 1

n2d

∞∫
0

t2e−t
2/4dt+

24

π
√

2π
· 1

T
<

<
2C1

3π
· T

3

nd/2
+

4C2√
π
· 1

n2d
+

24

π
√

2π
· 1

T
.

Положив T = nd/8, окончательно получаем

∆n <

(
2C1

3π
+

24

π
√

2π

)
· 1

nd/8
+

4C2√
π
· 1

n2d
< Cn−d/8.

В работе [32] для случайных полей, удовлетворяющих условию равно-
мерного сильного перемешивания, получены оценки скорости сходимости в

ЦПТ порядка
C

ln1+p n
, p > 0, при более сильных условиях на коэффициент

перемешивания, а именно, при условии сходимости ряда
∞∑
j=1

jd−1 ·ϕ1/2 (j) (см.

Теорему 7.3.2 в указанной работе). Полученные логарифмические оценки
скорости оказались достаточными для доказательства закона повторного
логарифма для случайных полей с перемешиванием (Теорема 7.4.3 в [32]).
Поскольку для мартингал–разностных случайных полей, удовлетворяющих
условию равномерного сильного перемешивания, удалось получить степен-
ные оценки скорости сходимости, то можно сформулировать следующее
утверждение, являющееся следствием Теоремы 2.4 и Теоремы 7.4.3 рабо-
ты [32].

Теорема 2.5. Пусть (ξt) — однородное мартингал-разностное случайное
поле с конечным фазовым пространством X, удовлетворяющее условию
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равномерного сильного перемешивания с коэффициентом ϕI , I ∈ W , та-
ким, что

ϕI (j) ≤ |I| ·ϕ (j) и
∞∑
j=1

jd−1ϕ (j) <∞,

и пусть Mξ2
0 > 0. Тогда для случайного поля (ξt) справедлив закон повтор-

ного логарифма.
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Глава 3. АССОЦИИРОВАННЫЕ
МАРТИНГАЛ–РАЗНОСТНЫЕ СЛУЧАЙНЫЕ ПОЛЯ

В настоящей главе приводится способ, позволяющий посредством рандоми-
зации каждому заданному случайному полю сопоставить некоторое (ассоци-
ированное) случайное поле, которое при определенных условиях на фазовое
пространство будет мартингал–разностным. Устанавливается также формула
связи между конечномерными распределениями ассоциированного и задан-
ного случайных полей. Показывается, что ассоциированные случайные поля
наследуют многие свойства заданного поля, такие как однородность, эрго-
дичность, слабую зависимость, гиббсовость.

Ассоциированные мартингал–разностные случайные поля могут быть
использованы и для изучения свойств заданного случайного поля, в том чис-
ле, при доказательстве предельных теорем. Дело в том, что установленное
соотношение между ассоциированным и заданным случайными полями, поз-
воляет получить формулу связи для распределений конечных сумм компо-
нент ассоциированного и заданного случайных полей. Эта формула в неко-
торых важных случаях может быть обращена, что открывает возможность
изучения заданного случайного поля, основываясь на полезных свойствах
мартингалов.

3.1. Рандомизация

Прежде всего, приведем понятие рандомизации.
Пусть X, Y ⊂ R — конечные множества и V ∈ W . Пусть ϕV : Y V → XV

— некоторое сюрьективное отображение и ϕ−1
V (x) — прообраз x ∈ XV при

отображении ϕV .
Обозначим через Rϕ

V =
{
Rϕ,x
V , x ∈ XV

}
— совокупность распределений

вероятностей на Y V , таких, что для каждого x ∈ XV

Rϕ,x
V (y) > 0, y ∈ ϕ−1

V (x) и Rϕ,x
V (y) = 0, y /∈ ϕ−1

V (x) .

Такую совокупность Rϕ
V распределений вероятностей будем называть рандо-

мизацией на Y V . В дальнейшем для Rϕ
V и Rϕ,x

V также будут использоваться
обозначения RV и Rx

V соответственно.
Пусть P̂V — некоторое распределение вероятностей на Y V . Нетрудно

проверить, что функция

PV (x) =
∑

y∈ϕ−1V (x)

P̂V (y), x ∈ XV , (3.1)

является распределением вероятностей на XV . Рассмотрим обратную задачу
— нахождение такого распределения вероятностей P̂V на Y V , которое
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при заданных распределении вероятностей PV на XV и отображении ϕV
удовлетворяет соотношению (3.1). Имеет место следующая лемма.

Лемма 3.1. Пусть PV — некоторое распределение вероятностей на XV и
Rϕ
V — некоторая рандомизация на Y V . Тогда функция

P̂V (y) =
∑
x∈XV

Rϕ,x
V (y)PV (x), y ∈ Y V , (3.2)

является распределением вероятностей на Y V , удовлетворяющим при
каждом x ∈ XV соотношению (3.1).

Обратно, если некоторая функция P̂V (y), y ∈ Y V при каждом x ∈ XV

удовлетворяет соотношению (3.1), тогда существует рандомизация Rϕ
V на

Y V , такая, что

P̂V (y) =
∑
x∈XV

Rϕ,x
V (y)PV (x), y ∈ Y V ,

причем

Rϕ,x
V (y) =


P̂V (y)∑

y∈ϕ−1V (x)

P̂V (y)
, y ∈ ϕ−1

V (x) ,

0, y /∈ ϕ−1
V (x) .

Доказательство. Нетрудно проверить, что функция P̂V (y), y ∈ Y V , опреде-
ляемая соотношением (3.2), есть распределение вероятностей. Действитель-
но, P̂V (y) ≥ 0, y ∈ Y V и∑

y∈Y V
P̂V (y) =

∑
y∈Y V

∑
z∈XV

Rϕ,z
V (y)PV (z) =

∑
z∈XV

PV (z)
∑
y∈Y V

Rϕ,z
V (y) =

=
∑
z∈XV

PV (z) = 1.

Покажем, что P̂V (y) удовлетворяет (3.1). Для каждого x ∈ XV имеем∑
y∈ϕ−1V (x)

P̂V (y) =
∑

y∈ϕ−1V (x)

∑
z∈XV

Rϕ,z
V (y)PV (z) =

∑
z∈XV

PV (z)
∑

y∈ϕ−1V (x)

Rϕ,z
V (y) =

= PV (x)
∑

y∈ϕ−1V (x)

Rϕ,x
V (y) = PV (x) .

41



Пусть теперь P̂V (y), y ∈ Y V — некоторая функция, удовлетворяющая
соотношению (3.1). Тогда для x ∈ XV можем написать

P̂V (y) = PV (x) · P̂V (y)

PV (x)
= PV (x) · P̂V (y)∑

y∈ϕ−1V (x)

P̂V (y)
.

Далее, положим

Rϕ,x
V (y) =


P̂V (y)∑

y∈ϕ−1V (x)

P̂V (y)
, y ∈ ϕ−1

V (x) ,

0, y /∈ ϕ−1
V (x) .

Тогда

P̂V (y) = PV (x)Rϕ,x
V (y) =

∑
x∈XV

PV (x)Rϕ,x
V (y), y ∈ Y V .

В дальнейшем будем использовать отображение ϕS : Y S → XS специ-
ального вида, которое при заданном отображении ϕ : Y → X определяется
следующим образом

ϕS (y) = ϕS ((yt, t ∈ S)) = (ϕ (yt) , t ∈ S) ,

y ∈ Y S, S ⊂ Zd.
Имеет место следующее свойство рандомизаций.

Лемма 3.2. Пусть для всех t ∈ V задана рандомизация Rt = {Rx
t , x ∈ X}

на Y {t} и пусть
Rx
V (y) =

∏
t∈V

Rxt
t (yt), (3.3)

y ∈ Y V , x ∈ XV . Тогда совокупность RV =
{
Rx
V , x ∈ XV

}
является рандо-

мизацией на Y V .

Доказательство. Действительно, для всех x ∈ XV имеем Rx
V (y) ≥ 0, y ∈ Y V

и ∑
y∈Y V

Rx
V (y) =

∑
y∈Y V

∏
t∈V

Rxt
t (yt) =

=
∑
y1∈Y

Rx1
1 (y1)

∑
y2∈Y

Rx2
2 (y2)...

∑
y|V |∈Y

R
x|V |
|V |
(
y|V |
)

= 1.
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Далее, поскольку для всех xt ∈ X и t ∈ Zd, Rxt
t (yt) > 0 при yt ∈ ϕ−1 (xt)

и Rxt
t (yt) = 0 при yt /∈ ϕ−1 (xt), то для всех x ∈ XV ,

∏
t∈V

Rxt
t (yt) > 0 при

y ∈ ϕ−1
V (x) и

∏
t∈V

Rxt
t (yt) = 0 при y /∈ ϕ−1

V (x).

Рандомизацию Rt = {Rx
t , x ∈ X} на Y {t}, t ∈ Zd будем называть равно-

мерной, если для всех x ∈ X

Rx
t (y) =


1

|ϕ−1 (x)|
, y ∈ ϕ−1 (x) ,

0, y /∈ ϕ−1 (x) .

(3.4)

Совокупность R =
{
Rt, t ∈ Zd

}
рандомизаций Rt на Y {t} будем называть

однородной, если для всех t ∈ Zd

Rx
t (y) = Rx (y) , x ∈ X, y ∈ Y.

3.2. Ассоциированные случайные поля

Следующая теорема является основной в предлагаемом методе рандо-
мизации случайных полей.

Теорема 3.1. Пусть задано случайное поле (ξt) с фазовым пространством
X, множество Y , отображение ϕ : Y → X и совокупность рандомизаций
R =

{
Rt, t ∈ Zd

}
. Тогда существует случайное поле (ηt) с фазовым про-

странством Y , такое, что для всех t ∈ Zd

ξt = ϕ (ηt) .

Конечномерные распределения вероятностей случайного поля (ηt) имеют
вид

P (ηt = yt, t ∈ V ) =
∏
t∈V

R
ϕ(yt)
t (yt) · P (ξt = ϕ (yt) , t ∈ V ) , y ∈ Y V ,

или, что эквивалентно,

P (ηt = yt, t ∈ V ) =
∏
t∈V

Rxt
t (yt) · P (ξt = xt, t ∈ V ) , yt ∈ ϕ−1 (xt) ,

xt ∈ X, t ∈ V , V ∈ W .
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Доказательство. Пусть {PV , V ∈ W} — совокупность конечномерных рас-
пределений вероятностей случайного поля (ξt). Для всех V ∈ W обозначим

Rx
V (y) =

∏
t∈V

Rxt
t (yt),

y ∈ Y V , x ∈ XV . В соответствии с Леммой 3.2, совокупность RV ={
Rx
V , x ∈ XV

}
является рандомизацией на Y V . Для каждого V ∈ W опре-

делим функцию

P̂V (y) =
∑
x∈XV

Rx
V (y)PV (x), y ∈ Y V ,

которая, в силу Леммы 3.1, является распределением вероятностей на
Y V . Покажем, что совокупность конечномерных распределений вероятно-
стей

{
P̂V , V ∈ W

}
согласована по Колмогорову. С учетом согласованности

{PV , V ∈ W}, можем написать∑
w∈Y V \I

P̂V (yw) =
∑

w∈Y V \I

∑
x∈XI ,u∈XV \I

Rxu
V (yw)PV (xu) =

=
∑
x∈XI

∑
u∈XV \I

PV (xu)
∑

w∈Y V \I

∏
t∈I
Rxt
t (yt) ·

∏
t∈V \I

Rut
t (wt) =

=
∑
x∈XI

Rx
I (y)

∑
u∈XV \I

PV (xu)
∑

w∈Y V \I
Ru
V \I (w) =

∑
x∈XI

Rx
I (y)PI (x) = P̂I (y) .

Следовательно, в силу теоремы Колмогорова, существует случайное поле (ηt),
для которого

{
P̂V , V ∈ W

}
является совокупностью конечномерных распре-

делений вероятностей, причем для всех x ∈ XV

P (ηt = yt, t ∈ V ) = P̂V (y) =
∑

x∈XV

Rx
V (y)PV (x) =

=
∑

x∈XV

Rx
V (y)P (ξt = xt, t ∈ V ),

где y ∈ Y V . Тогда для y ∈ ϕ−1
V (x)

P (ηt = yt, t ∈ V ) = Rx
V (y)P (ξt = xt, t ∈ V ) =

∏
t∈V

Rxt
t (yt) · P (ξt = xt, t ∈ V ) .

Далее, в силу Леммы 3.1, для всех V ∈ W можем написать

P (ξt = xt, t ∈ V ) =
∑

y∈ϕ−1V (x)

P (ηt = yt, t ∈ V ), x ∈ XV .
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С другой стороны,∑
y∈ϕ−1V (x)

P (ηt = yt, t ∈ V ) = P
(
ηt ∈ ϕ−1 (xt), t ∈ V

)
= P (ϕ (ηt) = xt, t ∈ V ) ,

x ∈ XV . Таким образом, для всех x ∈ XV

P (ξt = xt, t ∈ V ) = P (ϕ (ηt) = xt, t ∈ V ) .

Поскольку полученное равенство выполняется для всех V ∈ W , то, в силу
теоремы Колмогорова, распределения случайных полей (ξt) и (ϕ (ηt)) совпа-
дают. Следовательно, ξt = ϕ (ηt) для всех t ∈ Zd.

Случайное поле (ηt) назовем ассоциированным со случайным полем
(ξt) (посредством отображения ϕ и совокупности рандомизаций R).

В следующей теореме приводится формула связи условных одното-
чечных распределений вероятностей заданного и ассоциированного с ним
случайных полей.

Теорема 3.2. Пусть Q(1)
ξ =

{
qx̄t , x̄ ∈ XZd\{t}, t ∈ Zd

}
— одноточечное услов-

ное распределение случайного поля (ξt), и Q̂
(1)
η =

{
q̂ȳt , ȳ ∈ Y Zd\{t}, t ∈ Zd

}
—

одноточечное условное распределение случайного поля (ηt), ассоциированно-
го с полем (ξt) посредством отображения ϕ и совокупности рандомизаций
R. Тогда

q̂ȳt (y) = R
ϕ(y)
t (y) · qx̄t (ϕ (y)) , y ∈ Y, (3.5)

ȳ ∈ ϕ−1
Zd\{t} (x̄), x̄ ∈ XZd\{t}, t ∈ Zd.

Доказательство. Используя результаты Теоремы 3.1, для всех y ∈ Y можем
написать

q̂ȳt (y) = lim
V ↑Zd\{t}

PV ∪{t} (ηt = y; ηs = ȳs, s ∈ V )

PV (ηs = ȳs, s ∈ V )
=

= lim
V ↑Zd\{t}

R
ϕ(y)
t (y) ·

∏
s∈V

R
ϕ(ȳs)
s (ȳs) · PV ∪{t} (ξt = ϕ (y) , ξs = x̄s, s ∈ V )∏

s∈V
R
ϕ(ȳs)
s (ȳs) · PV (ξs = x̄s, s ∈ V )

=

= R
ϕ(y)
t (y) · qx̄t (ϕ (y)) ,

ȳ ∈ ϕ−1
Zd\{t} (x̄), x̄ ∈ XZd\{t}, t ∈ Zd.
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Заметим, что случайное поле (ηt), ассоциированное со случайным по-
лем (ξt), не обязательно единственно. Действительно, для построения ассоци-
ированного случайного поля необходимо задать множество Y , сюръективное
отображение ϕ : Y → X и совокупность рандомизаций R =

{
Rt, t ∈ Zd

}
,

выбор которых произволен. Кроме того, при построении ассоциированных
случайных полей вместо одного отображения ϕ можно рассматривать сово-
купность отображений

{
ϕt : X → Y, t ∈ Zd

}
. Тогда класс случайных полей,

ассоциированных с заданным случайным полем, будет существенно шире.

3.3. Свойства ассоциированных случайных полей

Ассоциированные случайные поля наследуют определенные свойства
заданного случайного поля. Прежде всего, приведем условия, при которых
ассоциированное случайное поле будет однородным и эргодическим.

Теорема 3.3. Пусть (ξt) — однородное эргодическое случайное поле и (ηt) —
случайное поле, ассоциированное с (ξt) посредством однородной совокупно-
сти рандомизаций R. Тогда ассоциированное случайное поле (ηt) является
однородным эргодическим случайным полем.

Доказательство. Покажем, что (ηt) является однородным случайным по-
лем. Используя результаты Теоремы 3.1 и однородность совокупности рандо-
мизаций R, для всех V ⊂ Zd и a ∈ Zd получаем

P (ηt = yt, t ∈ V ) =
∏
t∈V

Rxt (yt) · P (ξt = xt, t ∈ V ) =

=
∏
t∈V

Rxt (yt) · P (ξt+a = xt, t ∈ V ) = P (ηt+a = xt, t ∈ V ) ,

где x ∈ XV , y ∈ Y V . Далее, с учетом эргодичности случайного поля (ξt), для
всех V,Λ ∈ W и y ∈ Y V , w ∈ Y Λ можем написать

lim
n→∞

1

|Vn|
∑
a∈Vn

P ({ηt = yt, t ∈ V } ∩ {ηs+a = ws, s ∈ Λ}) =

=
∏
t∈V

Rϕ(yt) (yt) ·
∏
s∈Λ

Rϕ(ws) (ys)·

· lim
n→∞

1

|Vn|
∑
a∈Vn

P ({ξt = ϕ (yt) , t ∈ V } ∩ {ξs+a = ϕ (ws) , s ∈ Λ}) =

=
∏
t∈V

Rϕ(yt) (yt)P (ξt = ϕ (yt) , t ∈ V ) ·
∏
s∈Λ

Rϕ(ws) (ys) · P (ξs = ϕ (ws) , s ∈ Λ) =

= P (ηt = yt, t ∈ V ) · P (ηs = ws, s ∈ Λ) .
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В следующей теореме устанавливаются свойства случайных полей,
ассоциированных с однородными случайными полями, удовлетворяющими
условию равномерного сильного перемешивания.

Теорема 3.4. Пусть случайное поле (ξt) удовлетворяет условию равномер-
ного сильного перемешивания с коэффициентом ϕI , I ∈ W . Тогда случайное
поле (ηt), ассоциированное с (ξt), также удовлетворяет условию равномер-
ного сильного перемешивания с коэффициентом ϕ̂I , таким, что ϕ̂I ≤ ϕI

для всех I ∈ W .

Доказательство. Для случайного поля (ξt) и всех I,Λ ∈ W имеем

|P (ξt = xt, t ∈ I/ξs = xs, s ∈ Λ)− P (ξt = xt, t ∈ I)| ≤ ϕI (ρ (I,Λ)) .

Далее, с использованием результатов Теоремы 3.1, можем написать

|P (ηt = yt, t ∈ I/ηs = ys, s ∈ Λ)− P (ηt = yt, t ∈ I)| =

=

∣∣∣∣P (ηt = yt, t ∈ I, ηs = ys, s ∈ Λ)

P (ηs = ys, s ∈ Λ)
− P (ηt = yt, t ∈ I)

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣
∏

r∈I∪Λ

Rxr
r (yr) · P (ξt = xt, t ∈ I, ξs = xs, s ∈ Λ)∏
s∈Λ

Rxs
s (ys) · P (ξs = xs, s ∈ Λ)

−

−
∏
t∈I
Rxt
t (yt) · P (ξt = xt, t ∈ I)

∣∣∣∣ =

=
∏
t∈I
Rxt
t (yt) · |P (ξt = xt, t ∈ I/ξs = xs, s ∈ Λ)− P (ξt = xt, t ∈ I)| ≤

≤
∏
t∈I
Rxt
t (yt) ·ϕI (ρ (I,Λ)) ≤ ϕI (ρ (I,Λ))

причем данное соотношение выполняется равномерно по всем событиям вида
{ηt = yt, t ∈ I} и {ηs = ys, s ∈ Λ} таким, что P (ηs = ys, s ∈ Λ) > 0, I,Λ ∈ W .
Функцию ϕ̂I (ρ) можно выбрать равной ϕ̂I (ρ) =

∏
t∈I
Rxt
t (yt) · ϕI (ρ) для всех

I ∈ W и ρ ∈ R.

С точки зрения применения принципа рандомизации к гиббсовским
случайным полям, весьма важен следующий результат.
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Теорема 3.5. Пусть (ξt) — гиббсовское случайное поле. Тогда ассоцииро-
ванное с ним случайное поле (ηt) также является гиббсовским случайным
полем.

Доказательство. Пусть P — распределение случайного поля (ξt), компонен-
ты которого принимают значения в множестве X. Тогда, по определению
гиббсовского случайного поля, его канонические одноточечные условные ве-
роятности имеют вид

qx̄t (x) = lim
V ↑Zd\{t}

PV ∪{t} (xx̄V )

PV (x̄V )
, (3.6)

причем qx̄t (x) > 0, x ∈ X и сходимость в (3.6) равномерна по x̄, x̄ ∈ XZd\{t},
т.е. для любого ε > 0 существует достаточно большое V0 ∈ W , такое, что

sup
x̄∈XZd\{t}

∣∣∣∣qx̄t (x)−
PV ∪{t} (xx̄V )

PV (x̄V )

∣∣∣∣ < ε,

для всех V , таких, что V0 ⊂ V .
Пусть компоненты случайного поля (ηt), ассоциированного с (ξt) по-

средством совокупности рандомизаций R =
{
Rt, t ∈ Zd

}
, принимают зна-

чения в множестве Y . Покажем, что (ηt) также является гиббсовским слу-
чайным полем. Понятно, что если поле (ξt) — положительно, тогда и ассо-
циированное с ним случайное поле (ηt) также будет положительным. Далее
покажем, что пределы

q̂ȳt (y) = lim
V ↑Zd\{t}

P̂V ∪{t} (yȳV )

P̂V (ȳV )
, y ∈ Y, t ∈ Zd,

сходятся равномерно по ȳ, ȳ ∈ Y Zd\{t}. Воспользовавшись результатами Тео-
рем 3.1 и 3.2, можем написать

sup
ȳ∈Y Zd\{t}

∣∣∣∣∣q̂ȳt (y)−
P̂V ∪{t} (yȳV )

P̂V (ȳV )

∣∣∣∣∣ =

= sup
x̄∈XZd\{t}

sup
ȳ∈ϕ−1

Zd\{t}
(x̄)

∣∣∣∣∣Rϕ(y)
t (y) · qx̄t (x)−

R
ϕ(y)
t (y)R

ϕ(ȳV )
V (ȳV )PV ∪{t} (xx̄V )

R
ϕ(ȳV )
V (ȳV )PV (x̄V )

∣∣∣∣∣ =

= R
ϕ(y)
t (y) · sup

x̄∈XZd\{t}

∣∣∣∣qx̄t (x)−
PV ∪{t} (xx̄V )

PV (x̄V )

∣∣∣∣ < ε,

где x = ϕ (y), y ∈ Y и t ∈ Zd.
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3.4. Условия мартингальности ассоциированных случайных полей

Приведем условия, при которых ассоциированное случайное поле будет
мартингал–разностным.

Теорема 3.6. Пусть (ξt) — случайное поле с фазовым пространством X,
(ηt) — случайное поле с фазовым пространством Y , ассоциированное с полем
(ξt) посредством отображения ϕ и совокупности рандомизаций R. Если для
всех x ∈ X и t ∈ Zd ∑

y∈ϕ−1(x)

y ·Rx
t (y) = 0, (3.7)

тогда случайное поле (ηt) является мартингал–разностным случайным по-
лем.

Доказательство. Пусть Q
(1)
ξ =

{
qx̄t , x̄ ∈ XZd\{t}, t ∈ Zd

}
— одноточечное

условное распределение случайного поля (ξt). Поскольку случайное поле (ηt)
ассоциировано со случайным полем (ξt), то, в силу Теоремы 3.2, его одното-
чечные условные вероятности имеют вид

q̂ȳt (y) = Rx
t (y) qx̄t (x) , y ∈ ϕ−1 (x) , x ∈ X,

ȳ ∈ ϕ−1
Zd\{t} (x̄), x̄ ∈ XZd\{t}, t ∈ Zd. Вычислим условное математическое ожи-

дание случайного поля (ηt). Для каждого фиксированного ȳ ∈ ϕ−1
Zd\{t} (x̄)

имеем

M
(
ηt
/
ηs = ȳs, s ∈ Zd\ {t}

)
=
∑
y∈Y

y · q̂ȳt (y) =

=
∑
x∈X

∑
y∈ϕ−1(x)

y ·Rϕ(y)
t (y) q

ϕ(ȳ)
t (ϕ (y)) =

∑
x∈X

qx̄t (x)
∑

y∈ϕ−1(x)

y ·Rx
t (y) = 0.

Следовательно, для всех t ∈ Zd

M
(
ηt
/
=Zd\{t}

)
= 0.

Рассмотрим случай построения ассоциированного случайно-
го поля посредством совокупности равномерных рандомизаций
R =

{
Rx
t , x ∈ X, t ∈ Zd

}
, где

Rx
t (y) =

1

|ϕ−1 (x)|
для всех y ∈ ϕ−1 (x) .

Пусть (ξt) — случайное поле с фазовым пространством X, (ηt) — случайное
поле с фазовым пространством Y , ассоциированное с полем (ξt) посредством
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отображения ϕ и совокупности равномерных рандомизаций R. В силу Теоре-
мы 3.1, конечномерные распределения случайного поля (ηt) можно предста-
вить следующим образом

P (ηt = y, ηs = ȳs, s ∈ V ) =

=
1

|ϕ−1 (x)|
· 1∣∣ϕ−1

V (ϕ (ȳV ))
∣∣P (ξt = x, ξs = ϕ (ȳs) , s ∈ V )

для всех y ∈ ϕ−1 (x), x ∈ X и ȳ ∈ Y V , V ∈ W . Отсюда для всех x ∈ X при
y, y′ ∈ ϕ−1 (x) имеем

P (ηt = y, ηs = ȳs, s ∈ V ) = P (ηt = y′, ηs = ȳs, s ∈ V ) .

Следовательно, конечномерные распределения случайного поля (ηt), ассоци-
ированного с (ξt) посредством совокупности равномерных рандомизаций R
и отображения ϕ, являются кусочно–постоянными по каждой из компонент
относительно разбиения множества Y , порожденного отображением ϕ.

Таким образом, для ассоциированных случайных полей, построенных
посредством совокупности равномерных рандомизаций, условия мартин-
гальности можно сформулировать следующим образом.

Теорема 3.7. Пусть (ξt) — случайное поле с фазовым пространством X,
(ηt) — случайное поле с фазовым пространством Y , ассоциированное с полем
(ξt) посредством отображения ϕ и совокупности R равномерных рандоми-
заций. Если отображение ϕ и множество Y таковы, что∑

y∈ϕ−1(x)

y = 0 для всех x ∈ X, (3.8)

тогда случайное поле (ηt) является мартингал-разностным случайным
полем.

Теперь сформулируем следствие Теорем 3.5 и 3.6, которое демон-
стрирует применение принципа рандомизации при построении гиббсовских
мартингал–разностных случайных полей.

Теорема 3.8. Пусть (ξt) — гиббсовское случайное поле с фазовым простран-
ством X, (ηt) — случайное поле с фазовым пространством Y , ассоциирован-
ное с полем (ξt) посредством отображения ϕ и совокупности рандомизаций
R. Если для всех x ∈ X и t ∈ Zd∑

y∈ϕ−1(x)

y ·Rx
t (y) = 0,

тогда (ηt) является гиббсовским мартингал–разностным случайным
полем.
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3.5. Предельные теоремы для ассоциированных
мартингал–разностных случайных полей

Принцип рандомизации при построении мартингал–разностных случай-
ных полей позволяет расширить класс случайных полей, для которых спра-
ведливы центральная и функциональная предельные теоремы, а также их
уточнения.

Сформулируем предельные теоремы для ассоциированных мартингал–
разностных случайных полей. Их доказательства не составляют труда и
поэтому будут опущены. Заметим только, что совокупность равномерных
рандомизаций, определяемых по (3.4), удовлетворяет условиям Теоремы 3.3.
Поэтому, применяя равномерную рандомизацию к однородным случайным
полям, мы будем всегда получать однородные ассоциированные случайные
поля. Поскольку требование однородности существенно при доказательстве
перечисленных предельных теорем, то все теоремы формулируются для
случайных полей, ассоциированных с заданным однородным случайным
полем посредством совокупности равномерных рандомизаций.

Теорема 3.9. Пусть (ξt) — однородное эргодическое случайное поле с фазо-
вым пространством X, (ηt) — случайное поле с фазовым пространством
Y , ассоциированное с (ξt) посредством отображения ϕ и совокупности R
равномерных рандомизаций, такое, что Mη2

0 > 0. Если отображение ϕ и
множество Y удовлетворяют условию (3.8), тогда для (ηt) справедлива
ЦПТ.

Теорема 3.10. Пусть (ξt) — однородное эргодическое случайное поле с фа-
зовым пространством X, (ηt) — случайное поле с фазовым пространством
Y , ассоциированное с (ξt) посредством отображения ϕ и совокупности R
равномерных рандомизаций, такое, что Mη2

0 > 0. Если отображение ϕ и
множество Y удовлетворяют условию (3.8), тогда для (ηt) справедлива
ФПТ.

Теорема 3.11. Пусть (ξt) — однородное случайное поле с фазовым про-
странством X, удовлетворяющее условию равномерного сильного переме-
шивания с коэффициентом ϕI , I ∈ W , таким, что

ϕI (j) ≤ |I| ·ϕ (j) и
∞∑
j=1

jd−1 ·ϕ (j) <∞.

Пусть, далее, случайное поле (ηt) с фазовым пространством Y , ассоцииро-
ванное с (ξt) посредством отображения ϕ и совокупности R равномерных
рандомизаций, таково, что Mη2

0 > 0. Если отображение ϕ и множество Y
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удовлетворяют условию (3.8), тогда для случайного поля (ηt), справедлива
ЦПТ, причем для всех k = 1, 2, ...

M

 SηVn√
DSηVn


k

→Mζk при n→∞,

где SηVn =
∑
t∈Vn

ηt, а ζ — стандартно нормально распределенная случайная

величина.

Теорема 3.12. Пусть (ξt) — однородное случайное поле с фазовым про-
странством X, удовлетворяющее условию равномерного сильного переме-
шивания с коэффициентом ϕI , I ∈ W , таким, что

ϕI (j) ≤ |I| ·ϕ (j) и
∞∑
j=1

jd−1 ·ϕ (j) <∞.

Пусть, далее, случайное поле (ηt) с фазовым пространством Y , ассоцииро-
ванное с (ξt) посредством отображения ϕ и совокупности R равномерных
рандомизаций, таково, что Mη2

0 > 0. Если отображение ϕ и множество
Y удовлетворяют условию (3.8), тогда

sup
x∈R

∣∣∣∣∣∣∣P
 SηVn√

DSηVn

< x

− Φ (x)

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ C · n−d/8,

где SηVn =
∑
t∈Vn

ηt, а положительная постоянная C не зависит от n.

Теорема 3.13. Пусть (ξt) — однородное случайное поле с фазовым про-
странством X, удовлетворяющее условию равномерного сильного переме-
шивания с коэффициентом ϕI , I ∈ W , таким, что

ϕI (j) ≤ |I| ·ϕ (j) и
∞∑
j=1

jd−1 ·ϕ (j) <∞.

Пусть, далее, случайное поле (ηt) с фазовым пространством Y , ассоцииро-
ванное с (ξt) посредством отображения ϕ и совокупности R равномерных
рандомизаций, таково, что Mη2

0 > 0. Если отображение ϕ и множество
Y удовлетворяют условию (3.8), тогда для случайного поля (ηt) справедлив
закон повторного логарифма.
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Глава 4. ПРИМЕНЕНИЯ К ГИББСОВСКИМ
СЛУЧАЙНЫМ ПОЛЯМ

4.1. Предельные теоремы для гиббсовских мартингал–разностных
случайных полей

Предельным теоремам для гиббсовских случайных полей посвящено
большое количество работ (см., например, [12, 29–32]). В этих работах, как
правило, помимо требования достаточно быстрого убывания потенциала,
накладывается также требование малости его нормы. При этих условиях
компоненты гиббсовского случайного поля оказываются слабо зависимыми,
что позволяет применить к таким полям общие предельные теоремы для
случайных полей с перемешиванием. В то же время применение мартин-
гального метода позволяет не только значительно ослабить условия на
скорость убывания потенциала, но и позволяет с новой точки зрения рас-
сматривать вопросы, связанные со сферой приложения предельных теорем
к гиббсовским случайным полям. Ниже будут приведены соответствующие
утверждения.

Известно (см. [9]), что совокупность гиббсовских случайных полей,
соответствующих заданному потенциалу Φ, образует симплекс, т.е. непустое
выпуклое замкнутое множество. Крайние точки этого множества являются
эргодическими гиббсовскими случайными полями. В частности, если гибб-
совское случайное поле единственно, то оно эргодично.

Теорема 4.1. Пусть Φ — трансляционно–инвариантный потенциал и X
— соответствующее пространство спинов, причем существует разби-
ение Π множества X, удовлетворяющее условию (1.5), а потенциал Φ
удовлетворяет условию (1.4). Тогда для каждой крайней точки симплекса
гиббсовских случайных полей, отвечающих потенциалу Φ, справедливы
ЦПТ и ФПТ.

В [12] для гиббсовских случайных полей, соответствующих ограни-
ченным потенциалам, показано, что ЛПТ следует из ЦПТ. Таким образом,
оказывается справедливым и следующей факт.

Теорема 4.2. Пусть Φ — ограниченный трансляционно–инвариантный
потенциал и X — соответствующее пространство спинов, причем су-
ществует разбиение Π множества X, удовлетворяющее условию (1.5),
а потенциал Φ удовлетворяет условию (1.4). Тогда для каждой крайней
точки симплекса гиббсовских случайных полей, отвечающих потенциалу
Φ, справедлива ЛПТ.
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Для гиббсовских случайных полей с перемешиванием справедливы
следующие теоремы, являющиеся следствиями Теорем 2.3, 2.4 и 2.5.

Теорема 4.3. Пусть (ξt) — однородное гиббсовское случайное поле с фазо-
вым пространством X, отвечающее потенциалу Φ, такое, что Mξ2

0 > 0.
Пусть существует разбиение Π множества X, удовлетворяющее усло-
вию (1.5), а потенциал Φ удовлетворяет условию (1.4). Если, к тому же,
(ξt) удовлетворяет условию равномерного сильного перемешивания с коэф-
фициентом ϕI , I ∈ W , таким, что

ϕI (j) ≤ |I| ·ϕ (j) и
∞∑
j=1

jd−1 ·ϕ (j) <∞,

тогда для случайного поля (ξt) справедлива ЦПТ, причем для всех k = 1, 2, ...

M

(
SVn√
DSVn

)k

→Mζk при n→∞

где ζ — стандартно нормально распределенная случайная величина.

Теорема 4.4. Пусть (ξt) — однородное гиббсовское случайное поле с фазо-
вым пространством X, отвечающее потенциалу Φ, такое, что Mξ2

0 > 0.
Пусть существует разбиение Π множества X, удовлетворяющее усло-
вию (1.5), а потенциал Φ удовлетворяет условию (1.4). Если, к тому же,
(ξt) удовлетворяет условию равномерного сильного перемешивания с коэф-
фициентом ϕI , I ∈ W , таким, что

ϕI (j) ≤ |I| ·ϕ (j) и
∞∑
j=1

jd−1 ·ϕ (j) <∞,

тогда

sup
x∈R

∣∣∣∣∣∣P
(

SVn√
DSVn

< x

)
− 1√

2π

x∫
−∞

e−u
2/2du

∣∣∣∣∣∣ ≤ C · n−d/8,

где положительная постоянная C не зависит от n.

Теорема 4.5. Пусть (ξt) — однородное гиббсовское случайное поле с фазо-
вым пространством X, отвечающее потенциалу Φ, такое, что Mξ2

0 > 0.
Пусть существует разбиение Π множества X, удовлетворяющее усло-
вию (1.5), а потенциал Φ удовлетворяет условию (1.4). Если, к тому же,
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(ξt) удовлетворяет условию равномерного сильного перемешивания с коэф-
фициентом ϕI , I ∈ W , таким, что

ϕI (j) ≤ |I| ·ϕ (j) и
∞∑
j=1

jd−1 ·ϕ (j) <∞,

тогда для случайного поля (ξt) справедлив закон повторного логарифма.

Известно (см. [9,32]), что в области единственности гиббсовские случай-
ные поля удовлетворяют условию равномерного сильного перемешивания.
При определенных условиях на потенциал удается установить и скорость
убывания соответствующего коэффициента перемешивания. Справедливость
следующего утверждения следует из Теоремы 9.4.1 в [32].

Утверждение 4.1. Пусть гиббсовское случайное поле (ξt) задается потен-
циалом Φ, который удовлетворяет следующим условиям

1

2
e4‖Φ‖1

(
e4‖Φ‖1 − 1

)
< 1, (4.1)∑

0∈V ∈W

|V | (diamV )γ sup
x∈XV

|ΦV (x)| <∞, γ > 0, (4.2)

где
‖Φ‖1 =

∑
0∈V ∈W

|V | sup
x∈XV

|ΦV (x)|, diamV = sup
t,s∈V
|t− s| .

Тогда (ξt) удовлетворяет условию равномерного сильного перемешивания с
коэффициентом ϕI , I ∈ W , таким, что

ϕI (j) ≤ |I|CΦ

(
ln j

j

)γ
, γ > 0,

где 0 < CΦ <∞ — некоторая постоянная.

Понятно, что

ϕ (j) =

(
ln j

j

)γ
→ 0 при j →∞,

и при γ > d− 1

∞∑
j=1

jd−1ϕ (j) =
∞∑
j=1

jd−1

(
ln j

j

)γ
<∞.

Таким образом, Теоремы 4.3 – 4.8 могут быть сформулированы следующим
образом.
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Теорема 4.6. Пусть (ξt) — однородное гиббсовское случайное поле с фазо-
вым пространством X, отвечающее потенциалу Φ, такое, что Mξ2

0 > 0.
Пусть существует разбиение Π множества X, удовлетворяющее усло-
вию (1.5), а потенциал Φ удовлетворяет условию (1.4). Если, к тому же,
потенциал Φ удовлетворяет условиям (4.1) и (4.2) при γ > d − 1, тогда
для случайного поля (ξt) справедлива ЦПТ, причем для всех k = 1, 2, ...

M

(
SVn√
DSVn

)k

→Mζk при n→∞

где ζ — стандартно нормально распределенная случайная величина.

Теорема 4.7. Пусть (ξt) — однородное гиббсовское случайное поле с фазо-
вым пространством X, отвечающее потенциалу Φ, такое, что Mξ2

0 > 0.
Пусть существует разбиение Π множества X, удовлетворяющее усло-
вию (1.5), а потенциал Φ удовлетворяет условию (1.4). Если, к тому же,
потенциал Φ удовлетворяет условиям (4.1) и (4.2) при γ > d− 1, тогда

sup
x∈R

∣∣∣∣∣∣P
(

SVn√
DSVn

< x

)
− 1√

2π

x∫
−∞

e−u
2/2du

∣∣∣∣∣∣ ≤ C · n−d/8,

где положительная постоянная C не зависит от n.

Теорема 4.8. Пусть (ξt) — однородное гиббсовское случайное поле с фазо-
вым пространством X, отвечающее потенциалу Φ, такое, что Mξ2

0 > 0.
Пусть существует разбиение Π множества X, удовлетворяющее усло-
вию (1.5), а потенциал Φ удовлетворяет условию (1.4). Если, к тому же,
потенциал Φ удовлетворяет условиям (4.1) и (4.2) при γ > d − 1, тогда
для случайного поля (ξt) справедлив закон повторного логарифма.

Принцип рандомизации при построении мартингал–разностных слу-
чайных полей также может быть использован для расширения класса
гиббсовских случайных полей, для которых справедливы предельные тео-
ремы. Данный подход основан на том, что (при определенных условиях)
случайное поле, ассоциированное с однородным эргодическим гиббсовским
случайным полем, также является однородным, эргодическим и гиббсовским
(см. Теоремы 3.3 и 3.5). Поэтому, применяя рандомизацию, при которой ас-
социированное поле будет мартингал–разностным, мы получим гиббсовское
случайное поле, для которого справедливы соответствующие предельные
теоремы. Приведем точные формулировки этих теорем.
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Теорема 4.9. Пусть (ξt) — однородное эргодическое гиббсовское случайное
поле с фазовым пространством X, (ηt) — случайное поле с фазовым
пространством Y , ассоциированное с (ξt) посредством отображения ϕ и
совокупности R равномерных рандомизаций, такое, что Mη2

0 > 0. Если
отображение ϕ и множество Y удовлетворяют условию (3.8), тогда для
(ηt) справедливы ЦПТ и ФПТ. Если, к тому же, потенциал Φ̃, соответ-
ствующий ассоциированному случайному полю, ограничен, то для (ηt)
справедлива ЛПТ.

Результат Теоремы 3.4 позволяет сформулировать следующие теоремы
для ассоциированных гиббсовских случайных полей, являющиеся следстви-
ями Теорем 2.3, 2.4 и 2.5.

Теорема 4.10. Пусть (ξt) — однородное гиббсовское случайное поле с конеч-
ным фазовым пространством X, удовлетворяющее условию равномерного
сильного перемешивания с коэффициентом ϕI , I ∈ W , таким, что

ϕI (j) ≤ |I| ·ϕ (j) и
∞∑
j=1

jd−1 ·ϕ (j) <∞.

Пусть, далее, случайное поле (ηt) с фазовым пространством Y , ассоцииро-
ванное с (ξt) посредством отображения ϕ и совокупности R равномерных
рандомизаций, таково, что Mη2

0 > 0. Если отображение ϕ и множество Y
удовлетворяют условию (3.8), тогда для случайного поля (ηt) справедлива
ЦПТ, причем для всех k = 1, 2, ...

M

 SηVn√
DSηVn


k

→Mζk при n→∞

где SηVn =
∑
t∈Vn

ηt, а ζ — стандартно нормально распределенная случайная

величина.

Теорема 4.11. Пусть (ξt) — однородное гиббсовское случайное поле с конеч-
ным фазовым пространством X, удовлетворяющее условию равномерного
сильного перемешивания с коэффициентом ϕI , I ∈ W , таким, что

ϕI (j) ≤ |I| ·ϕ (j) и
∞∑
j=1

jd−1 ·ϕ (j) <∞.

Пусть, далее, случайное поле (ηt) с фазовым пространством Y , ассоцииро-
ванное с (ξt) посредством отображения ϕ и совокупности R равномерных
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рандомизаций, таково, что Mη2
0 > 0. Если отображение ϕ и множество

Y удовлетворяют условию (3.8), тогда

sup
x∈R

∣∣∣∣∣∣∣P
 SηVn√

DSηVn

< x

− 1√
2π

x∫
−∞

e−u
2/2du

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ C · n−d/8,

где SηVn =
∑
t∈Vn

ηt, а положительная постоянная C не зависит от n.

Теорема 4.12. Пусть (ξt) — однородное гиббсовское случайное поле с конеч-
ным фазовым пространством X, удовлетворяющее условию равномерного
сильного перемешивания с коэффициентом ϕI , I ∈ W , таким, что

ϕI (j) ≤ |I| ·ϕ (j) и
∞∑
j=1

jd−1 ·ϕ (j) <∞.

Пусть, далее, случайное поле (ηt) с фазовым пространством Y , ассоцииро-
ванное с (ξt) посредством отображения ϕ и совокупности R равномерных
рандомизаций, таково, что Mη2

0 > 0. Если отображение ϕ и множество
Y удовлетворяют условию (3.8), тогда для случайного поля (ηt) справедлив
закон повторного логарифма.

4.2. Мартингальная модель, ассоциированная с моделью Изинга

Проблема фазовых переходов является одной из центральных в стати-
стической физике. В своих фундаментальных работах [8–11] Добрушин пока-
зал, что изучение фазовых переходов сводится к изучению (гиббсовских) рас-
пределений, являющихся предельными для распределений Гиббса в конечном
сосуде. Единственность предельного распределения свидетельствует об отсут-
ствии явления разделения фаз. В работе [11] приведены условия единствен-
ности гиббсовского распределения, а также приведены примеры моделей, для
которых гиббсовское распределение не единственно. Одной из таких моделей
является двумерная ферромагнитная модель Изинга.

Введем следующие обозначения. Для всех t, s ∈ Zd положим

‖t− s‖ =
d∑
i=1

∣∣∣t(i) − s(i)
∣∣∣.

Далее, для всех V ∈ W обозначим

∂V =
{
t ∈ Zd\V : ρ (t, V ) = 1

}
, ρ (t, V ) = min

s∈V
|t− s| .
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Модель Изинга
Модель Изинга является, пожалуй, самой известной моделью статисти-

ческой физики, и ее изучению посвящено огромное количество работ (см.,
например, [2, 15, 19, 48] и указанную в них литературу). Мы рассматриваем
так называемую ферромагнитную модель Изинга. Эта модель задается сле-
дующим потенциалом парного взаимодействия

ΦV (x) =

 −βh · xt, V = {t}
−β · xtxs, V = {t, s} и ‖t− s‖ = 1
0, в остальных случаях

где xt, xs ∈ X = {−1, 1}, t, s ∈ Zd, параметр h ∈ R соответствует внешнему
полю, а параметр β > 0 пропорционален обратной температуре. Для всех
V ∈ W потенциальная энергия запишется следующим образом

U x̄
V (x) = Uβ,h

V (x/x̄) = −β
2

∑
t,s∈V :
‖t−s‖=1

xtxs − β
∑

t∈V,s∈∂V :
‖t−s‖=1

xtx̄s − βh
∑
t∈V

xt,

где x ∈ XV , x̄ ∈ XZd\V . Обозначим через P β,h
V (x/x̄) условное распределение

qx̄V (x) гиббсовского случайного поля, соответствующего модели Изинга, т.е.

P β,h
V (x/x̄) =

exp
{
−Uβ,h

V (x/x̄)
}

∑
z∈XV

exp
{
−Uβ,h

V (z/x̄)
} .

Пусть, далее,

P β,h
V,+ = P β,h

V (x/x̄s = 1, s ∈ ∂V ) и P β,h
V,− = P β,h

V (x/x̄s = −1, s ∈ ∂V ) .

Известно, что P β,h
V,+ и P β,h

V,− слабо сходятся к некоторым пределам P β,h
+ и P β,h

−
при V ↑ Zd. В случае d = 1 существует только одно предельное распределение
( [11]), т.е.

P β,h
+ = P β,h

−

для всех значений параметров (β, h). При d = 2 единственность сохраняется
только при h 6= 0, 0 < β < ∞ и h = 0, 0 < β ≤ βcr, где βcr — критическая
обратная температура. Если же h = 0 и β > βcr, то

P β,h
+ 6= P β,h

− .

Пара значений (βcr, 0) является критической точкой для модели Изинга.
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Известно, что для модели Изинга ЦПТ имеет место в области един-
ственности, т.е. при h 6= 0, 0 < β < ∞ и h = 0, 0 < β < βcr (см., на-
пример, [15]). В критической точке (βcr, 0) случайное поле, соответствующее
модели Изинга, также единственно. Однако при h = 0 и β ↑ βcr корреля-
ция между его компонентами возрастает, и, поэтому, их нельзя считать слабо
зависимыми случайными величинами. В связи с этим выдвигается гипотеза
о невозможности выполнения ЦПТ в критической точке для модели Изин-
га, как, впрочем, и для любой другой многомерной модели статистической
физики.

Мартингальная модель
В работе [34] приведен пример модели, определенным образом связан-

ной с моделью Изинга, для которой соответствующее гиббсовское случайное
поле является мартингал–разностным. Эта модель интересна прежде всего
тем, что для нее ЦПТ верна даже в критической точке.

Рассмотрим модель, несколько отличающуюся от модели, приведенной
в [34]. Эта модель задается следующим потенциалом парного взаимодействия

Φ̃V (y) =

 −βh · |yt| , V = {t}
−β |yt| · |ys| , V = {t, s} и ‖t− s‖ = 1
0, в остальных случаях

где yt, ys ∈ Y = {−1, 0, 1}, t, s ∈ Zd. Понятно, что потенциал Φ̃ — чет-
ный, и, следовательно, соответствующее гиббсовское случайное поле являет-
ся мартингал–разностным (см. Теорему 1.4). В связи с этим, данную модель
будем называть мартингальной. Потенциальная энергия для мартингальной
модели запишется следующим образом

Ũβ,h
V (y/ȳ) = −β

2

∑
t,s∈V :
‖t−s‖=1

|yt| · |ys| − β
∑

t∈V,s∈∂V :
‖t−s‖=1

|yt| · |ȳs| − βh
∑
t∈V

|yt|,

для всех y ∈ Y V , ȳ ∈ Y Zd\V , V ∈ W . Отличие рассматриваемой модели от
модели, приведенной в [34], заключается в наличие множителя β перед по-
следней суммой в выражении для потенциальной энергии Ũβ,h

V (y/ȳ). Однако
все дальнейшие рассуждения проводятся совершенно аналогично рассужде-
ниям указанной работы.
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Преобразуем Ũβ,h
V (y/ȳ). Можем написать

Ũβ,h
V (y/ȳ) = −β

8

∑
t,s∈V :
‖t−s‖=1

(2 |yt| − 1) · (2 |ys| − 1)−

−β
2

∑
t,s∈V :
‖t−s‖=1

|yt|+
β

8

∑
t,s∈V :
‖t−s‖=1

1− β

4

∑
t∈V,s∈∂V :
‖t−s‖=1

(2 |yt| − 1) · (2 |ȳs| − 1)−

−β
2

∑
t∈V,s∈∂V :
‖t−s‖=1

|yt| −
β

2

∑
t∈V,s∈∂V :
‖t−s‖=1

|ȳs|+
β

4

∑
t∈V,s∈∂V :
‖t−s‖=1

1−

−βh
2

∑
t∈V

(2 |yt| − 1)− βh

2
|V | .

Далее, с учетом того, что
∑

s∈V ∪∂V :
‖t−s‖=1

1 = 2d для всех t ∈ V , получаем

βh

2

∑
t∈V

(2 |yt| − 1) +
β

2

∑
t,s∈V :
‖t−s‖=1

|yt|+
β

2

∑
t∈V,s∈∂V :
‖t−s‖=1

|yt| =

=
βh

2

∑
t∈V

(2 |yt| − 1) +
β

2

∑
t∈V

∑
s∈V ∪∂V :
‖t−s‖=1

|yt| =
βh

2

∑
t∈V

(2 |yt| − 1) + βd
∑
t∈V
|yt| =

=
βh

2

∑
t∈V

(2 |yt| − 1) +
βd

2

∑
t∈V

(2 |yt| − 1) +
βd

2
|V | =

=
h+ d

2
β
∑
t∈V

(2 |yt| − 1) +
βd

2
|V | .

Обозначим

f (|V | , |∂V |) =
βd

2
|V |+ βh

2
|V | − β

8

∑
t,s∈V :
‖t−s‖=1

1− β

4

∑
t∈V,s∈∂V :
‖t−s‖=1

1.
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Тогда

Ũβ,h
V (y/ȳ) = −β

8

∑
t,s∈V :
‖t−s‖=1

(2 |yt| − 1) · (2 |ys| − 1)−

−β
4

∑
t∈V,s∈∂V :
‖t−s‖=1

(2 |yt| − 1) · (2 |ȳs| − 1)−

−h+ d

2
β
∑
t∈V

(2 |yt| − 1)− β

2

∑
t∈V,s∈∂V :
‖t−s‖=1

|ȳs| − f (|V | , |∂V |) =

= U
β
4 ,2(h+d)

V (2 |y| − 1/2 |ȳ| − 1)− β

2

∑
t∈V,s∈∂V :
‖t−s‖=1

|ȳs|+ f (|V | , |∂V |) ,

где

2 |y| − 1 = {2 |yt| − 1, t ∈ V } , 2 |ȳ| − 1 = {2 |ȳs| − 1, s ∈ ∂V } .

Таким образом,

Ũβ,h
V (y/ȳ) = U

β
4 ,2(h+d)

V (2 |y| − 1/2 |ȳ| − 1)−

−β
2

∑
t∈V,s∈∂V :
‖t−s‖=1

|ȳs|+ f (|V | , |∂V |) .
(4.3)

Обозначим через Qβ,h
V (y/ȳ) условное распределение вероятностей q̂ȳV (y)

гиббсовского случайного поля, соответствующего мартингальной модели, т.е.

Qβ,h
V (y/ȳ) =

exp
{
−Ũβ,h

V (y/ȳ)
}

∑
z∈Y V

exp
{
−Ũβ,h

V (z/ȳ)
} .

Подставив полученное для Ũβ,h
V (y/ȳ) выражение (4.3) и выполнив необходи-

мые сокращения, получаем

Qβ,h
V (y/ȳ) =

exp
{
−U

β
4 ,2β(h+d)

V (2 |y| − 1/2 |ȳ| − 1)
}

∑
z∈Y V

exp
{
−U

β
4 ,2β(h+d)

V (2 |z| − 1/2 |ȳ| − 1)
} .
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Преобразуем выражение в знаменателе. Можем написать∑
z∈Y V

exp
{
−U

β
4 ,2(h+d)

V (2 |z| − 1/2 |ȳ| − 1)
}

=

=
∑

z∈{0,1}V
2

∑
t∈V

zt
exp

{
−U

β
4 ,2(h+d)

V (2 |z| − 1/2 |ȳ| − 1)
}

=

=
∑
z∈XV

2
1
2

∑
t∈V

(2|zt|−1)+ |V |2
exp

{
−U

β
4 ,2(h+d)

V (2 |z| − 1/2 |ȳ| − 1)
}

=

= 2|V |/2
∑
z∈XV

exp

{
ln 2

2

∑
t∈V

(2 |zt| − 1)

}
exp

{
−U

β
4 ,2(h+d)

V (2 |z| − 1/2 |ȳ| − 1)
}

=

= 2|V |/2
∑
z∈XV

exp

{
−U

β
4 ,2(h+d+ ln 2

β )
V (2 |z| − 1/2 |ȳ| − 1)

}
,

поскольку

U
β
4 ,2(h+d)

V (2 |z| − 1/2 |ȳ| − 1)− ln 2

2

∑
t∈V

(2 |zt| − 1) =

= −β
8

∑
t,s∈V :
‖t−s‖=1

(2 |yt| − 1) · (2 |ys| − 1)− β

4

∑
t∈V,s∈∂V :
‖t−s‖=1

(2 |yt| − 1) · (2 |ȳs| − 1)−

−β (h+ d)

2

∑
t∈V

(2 |yt| − 1)− ln 2

2

∑
t∈V

(2 |zt| − 1) =

= −β
8

∑
t,s∈V :
‖t−s‖=1

(2 |yt| − 1) · (2 |ys| − 1)− β

4

∑
t∈V,s∈∂V :
‖t−s‖=1

(2 |yt| − 1) · (2 |ȳs| − 1)−

−β
2

(
h+ d+

ln 2

β

) ∑
t∈V

(2 |yt| − 1) = U
β
4 ,2(h+d+ ln 2

β )
V (2 |z| − 1/2 |ȳ| − 1) .
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Далее,

Qβ,h
V (y/ȳ) =

=
2

1
2

∑
t∈V

(2|yt|−1)
· 2|V |/2

2

∑
t∈V
|yt|

·
exp

{
−U

β
4 ,2(h+d)

V (2 |y| − 1/2 |ȳ| − 1)
}

2|V |/2
∑
z∈Y V

exp

{
−U

β
4 ,2(h+d+ ln 2

β )
V (2 |z| − 1/2 |ȳ| − 1)

} =

= 2
−
∑
t∈V
|yt|
·

exp

{
−U

β
4 ,2(h+d+ ln 2

β )
V (2 |y| − 1/2 |ȳ| − 1)

}
∑
z∈Y V

exp

{
−U

β
4 ,2(h+d+ ln 2

β )
V (2 |z| − 1/2 |ȳ| − 1)

} =

= 2
−
∑
t∈V
|yt|
P

β
4 ,2(h+d+ ln 2

β )
V (2 |y| − 1/2 |ȳ| − 1) .

Таким образом,

Qβ,h
V (y/ȳ) = 2

−
∑
t∈V
|yt|
P

β
4 ,2(h+d+ ln 2

β )
V (2 |y| − 1/2 |ȳ| − 1) .

Обозначим
Qβ,h
V,0 = Qβ,h

V (y/ȳs = 0, s ∈ ∂V ) ,

Qβ,h
V,+ = Qβ,h

V (y/ȳs = 1, s ∈ ∂V ) ,

Qβ,h
V,− = Qβ,h

V (y/ȳs = −1, s ∈ ∂V ) .

Имеем
Qβ,h
V,0 = 2

−
∑
t∈V
|yt|
P

β
4 ,2(h+d+ ln 2

β )
V,− (2 |y| − 1) ,

Qβ,h
V,+ = Qβ,h

V,− = 2
−
∑
t∈V
|yt|
P

β
4 ,2(h+d+ ln 2

β )
V,+ (2 |y| − 1) .

Далее, для всех I ⊂ V можем написать(
Qβ,h
V,0

)
I

(y) = 2
−
∑
t∈V
|yt|
(
P

β
4 ,2(h+d+ ln 2

β )
V,−

)
I

(2 |y| − 1) (4.4)

и (
Qβ,h
V,+

)
I

(y) =
(
Qβ,h
V,−

)
I

(y) = 2
−
∑
t∈V
|yt|
(
P

β
4 ,2(h+d+ ln 2

β )
V,+

)
I

(2 |y| − 1) . (4.5)

Поскольку при V ↑ Zd пределы в правых частях выражений (4.4) и (4.5)
существуют, то существуют и пределы(

Qβ,h
j

)
I

(y) = lim
V ↑Zd

(
Qβ,h
V,j

)
I

(y) , j ∈ {0,+,−},
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причем (
Qβ,h

0

)
I

(y) = 2
−
∑
t∈V
|yt|
(
P

β
4 ,2(h+d+ ln 2

β )
−

)
I

(2 |y| − 1) ,

(
Qβ,h

+

)
I

(y) =
(
Qβ,h
−

)
I

(y) = 2
−
∑
t∈V
|yt|
(
P

β
4 ,2(h+d+ ln 2

β )
+

)
I

(2 |y| − 1) .

Из этих соотношений следует, что предельное распределение для мар-
тингальной модели единственно при

2

(
h+ d+

ln 2

β

)
6= 0, β > 0

и
2

(
h+ d+

ln 2

β

)
= 0, 0 <

β

4
< βcr

(в силу единственности предельного распределения для модели Изинга с со-
ответствующими параметрами), а фазовый переход происходит на кривой

h+ d+
ln 2

β
= 0, β > 4βcr.

Критическая точка (β∗cr, h
∗
cr) мартингальной модели имеет координаты

β∗cr = 4βcr, h∗cr = −d− ln 2

β∗cr
,

где βcr — критическая обратная температура модели Изинга.

Предельное распределение Qβ∗cr,h
∗
cr мартингальной модели в кри-

тической точке (β∗cr, h
∗
cr) единственно, поскольку при соответствующих

параметрах единственно предельное распределение модели Изинга. Кроме
того, оно однородно, поскольку потенциал Φ̃ трансляционно инвариантен.
Таким образом, в силу Теоремы 4.1, для случайного поля, соответствующего
мартингальной модели, в критической точке выполняется ЦПТ.

4.3. Иллюстрация возможностей мартингального метода при
доказательстве предельных теорем для модели Изинга

В работе [34] была получена формула связи конечномерных распреде-
лений суммарных спинов модели Изинга и мартингальной модели. В связи с
этим, автор высказал идею о том, что изучение полученной формулы связи
конечномерных распределений вероятностей позволит установить асимпто-
тическое поведение суммарного спина модели Изинга в критической точке.
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Принцип рандомизации, описанный в Главе 3, позволяет развить идею при-
менения мартингального метода для доказательства предельных теорем.

Принцип рандомизации позволяет строить случайные поля, которые
помимо свойств заданного поля (однородность, эргодичность, перемешива-
ние, гиббсовость), обладают также мартингал–разностным свойством. Это
свойство оказывается весьма полезным с точки зрения выполнимости пре-
дельных теорем и их уточнений (см. Главу 2). С другой стороны, конеч-
номерные распределения заданного случайного поля определенным образом
связаны с конечномерными распределениями построенного (ассоциированно-
го) мартингал–разностного случайного поля (Теорема 3.1). Эта связь может
быть использована для установления связи распределений конечных сумм
компонент заданного и ассоциированного случайных полей. Далее, поскольку
асимптотическое поведение сумм ассоциированного мартингал-разностного
случайного поля известно (ЦПТ), то изучение формулы связи распределе-
ний может прояснить асимптотическое поведение сумм компонент заданного
случайного поля. Описанный метод может быть применен и к гиббсовским
случайным полям, что весьма важно с точки зрения применения разрабаты-
ваемого метода в математической статистической физике.

Приводимые далее результаты иллюстрируют возможности примене-
ния мартингального метода при доказательстве предельных теорем.

Случайное поле, ассоциированное с моделью Изинга

Пусть (ξt) — гиббсовское случайное поле, соответствующее модели
Изинга. Для удобства вычислений, будем полагать, что компоненты (ξt) при-
нимают значения в множестве X = {0, 1}, а не в X ′ = {−1, 1}. Переход к
фазовому пространству X ′ может быть легко осуществлен посредством соот-
ношения

x′ = 2x− 1, x′ ∈ X ′, x ∈ X.
Обозначим

Mξt = P (ξt = 1) = p, t ∈ Zd, 0 < p < 1.

Пусть, далее, заданы множество Y = {−1, 0, 1} и отображение
ϕ : Y → X, такое, что ϕ (y) = y2, y ∈ Y . Рассмотрим однородную совокуп-

ность равномерных рандомизаций R =

{
1

|ϕ−1 (x)|
, x ∈ X

}
. Согласно Теоре-

ме 3.1, существует случайное поле (ηt), ассоциированное со случайным полем
(ξt) посредством отображения ϕ и рандомизации R, причем для всех t ∈ Zd

ξt = η2
t ,

P (ηt = 1) = P (ηt = −1) =
1

2
P (ξt = 1) =

p

2
,
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P (ηt = 0) = P (ξt = 0) = 1− p,
и для всех V ∈ W

P (ηt = yt, t ∈ V ) =

(
1

2

)∑
t∈V

y2t

P
(
ξt = y2

t , t ∈ V
)

= 2
−
∑
t∈V

xt
P (ξt = xt, t ∈ V ) ,

yt ∈ ϕ−1 (xt), x ∈ XV .
Случайное поле (ηt) является однородным гиббсовским случайным по-

лем, поскольку оно ассоциировано с однородным гиббсовским случайным по-
лем (ξt) посредством однородной совокупности равномерных рандомизаций
R (см. Теоремы 3.3 и 3.5). Далее, поскольку

∑
y∈ϕ−1(x)

y = 0 для всех x ∈ X, то,

применяя Теорему 3.7, заключаем, что (ηt) является мартингал–разностным
случайным полем. Отметим также, что Mηt = 0, Dηt = Mη2

t = p для всех
t ∈ Zd.

Формулы связи для распределений суммарных спинов (ξt) и (ηt)

Обозначим SξV =
∑
t∈V

ξt и SηV =
∑
t∈V

ηt для всех V ∈ W . В следующих

двух теоремах устанавливаются формулы связи распределений вероятностей
суммарных спинов SξV и SηV .

Теорема 4.13. Распределение вероятностей SηV через распределение веро-
ятностей SξV выражается следующим образом

P (SηV = k) =

[(|V |−k)/2]∑
m=0

2−(k+2m)Cm
k+2mP

(
SξV = k + 2m

)
, 1 (4.6)

P (SηV = k) = P (SηV = −k) , k = 0, 1, ..., |V | .

Доказательство. Обозначим

V + = {t ∈ V : ηt = +1} и V − = {t ∈ V : ηt = −1} .

Тогда
SηV =

∑
t∈V

ηt =
∣∣V +

∣∣− ∣∣V −∣∣ .
1Здесь и всюду далее символ Ckn используется для обозначения биномиального коэффициента, т.е.

числа сочетаний из n по k
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Следовательно, событие {ω : SηV = k} можно представить следующим обра-
зом{

ω :
∑
t∈V

ηt = k

}
=

{
ω : |V +| = k +m, |V −| = m, 0 ≤ m ≤ |V | − k

2

}
=

=
⋃
m

⋃
I⊂V
|I|=k+2m

⋃
Ĩ⊂I
|Ĩ|=m

{
ω : ηt = −1, t ∈ Ĩ , ηt = +1, t ∈ I\Ĩ , ηt = 0, t ∈ V \I

}
,

где I = {t ∈ V : ηt = ±1}, Ĩ = {t ∈ V : ηt = −1}, Ĩ ⊂ I ⊂ V , 0 ≤ k ≤ |V |.
Тогда

P (SηV = k) =

=
[(|V |−k)/2]∑

m=0

∑
I⊂V
|I|=k+2m

∑
Ĩ⊂I
|Ĩ|=m

P
(
ηt = −1, t ∈ Ĩ , ηt = +1, t ∈ I\Ĩ , ηt = 0, t ∈ V \I

)
=

=
[(|V |−k)/2]∑

m=0

∑
I⊂V
|I|=k+2m

∑
Ĩ⊂I
|Ĩ|=m

2−(k+2m)P (ξt = 1, t ∈ I, ξt = 0, t ∈ V \I) =

=
[(|V |−k)/2]∑

m=0
2−(k+2m)Cm

k+2m

∑
I⊂V
|I|=k+2m

P (ξt = 1, t ∈ I, ξt = 0, t ∈ V \I) =

=
[(|V |−k)/2]∑

m=0
2−(k+2m)Cm

k+2mP
(
SξV = k + 2m

)
.

Аналогично можно показать, что

P (SηV = −k) =

[(|V |−k)/2]∑
m=0

2−(k+2m)Cm
k+2mP

(
SξV = k + 2m

)
,

т.е. P (SηV = −k) = P (SηV = k), 0 ≤ k ≤ |V |.

Более важным представляется результат следующей теоремы.

Теорема 4.14. Распределение вероятностей SξV через распределение веро-
ятностей SηV выражается следующим образом

P
(
SξV = 0

)
= P (SηV = 0) + 2

[|V |/2]∑
m=1

(−1)m P (SηV = 2m),
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P
(
SξV = k

)
= 2k

[(|V |−k)/2]∑
m=0

(−1)m
k + 2m

k +m
Cm
k+mP (SηV = k + 2m) (4.7)

для всех k = 1, 2, ..., |V |.
Доказательство. Обозначим

ak+2m = 2−(k+2m)P
(
SξV = k + 2m

)
.

Соотношение (4.6) запишется следующим образом

P (SηV = k) =

[(|V |−k)/2]∑
m=0

Cm
k+2mak+2m,

что совпадает с одним из пары взаимно обратных соотношений чебышевского
типа (см., например, [47], Таблица 2.3). Тогда

ak =

[(|V |−k)/2]∑
m=0

(−1)m
k + 2m

k +m
Cm
k+mP (SηV = k + 2m). (4.8)

Приведем доказательство справедливости соотношения (4.8).
В силу Теоремы 4.14

a2k =

|V |/2−k∑
m=0

(−1)m
2k + 2m

2k +m
Cm

2k+mP (SηV = 2k + 2m), (4.9)

для всех k = 0, 1, ..., |V | /2. Тогда (4.6) примет вид

P (SηV = 2k) =

[(|V |−2k)/2]∑
m=0

Cm
2k+2ma2k+2m =

[|V |/2]∑
j=k

Cj−k
2j a2j.

Подставив это выражение в (4.9), получим

a2j =

|V |/2−j∑
k=0

(−1)k
2j + 2k

2j + k
Ck

2j+k

|V |/2∑
m=j+k

Cm−j−k
2m a2m.

Далее, обозначив s = m− j, можем написать

a2j =
|V |/2−j∑
k=0

(−1)k
2j + 2k

2j + k
Ck

2j+k

|V |/2−j∑
s=k

Cs−k
2j+2sa2j+2s =

=
|V |/2−j∑
s=0

a2j+2s

s∑
k=0

(−1)k
2j + 2k

2j + k
Ck

2j+kC
s−k
2j+2s =

|V |/2−j∑
s=0

Asa2j+2s,
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где

As =
s∑

k=0

(−1)k
2j + 2k

2j + k
Ck

2j+kC
s−k
2j+2s.

Нетрудно проверить, что A0 = 1. Таким образом, для доказательства спра-
ведливости соотношения (4.8) достаточно показать, что As = 0 при s > 0.
Имеем

As =
s∑

k=0

(−1)k 2j+2k
2j+k C

k
2j+kC

s−k
2j+2s =

s∑
k=0

(−1)k
(
Ck

2j+k + Ck−1
2j+k−1

)
Ct−k

2j+2s =

=
s∑

k=0

(−1)k Ck
2j+kC

s−k
2j+2s −

s−1∑
k=0

(−1)k Ck
2j+kC

s−1−k
2j+2s .

Применив формулу
Cm
n+m−1 = (−1)mCm

−n,

можем написать

As =
s∑

k=0

Ck
−2j−1C

t−k
2j+2s −

s−1∑
k=0

Ck
−2j−1C

s−1−k
2j+2s .

Наконец, воспользовавшись сверткой Вандермонда

m∑
k=0

Ck
rC

m−k
s = Cm

r+s,

окончательно получаем

As = Cs
2s−1 − Cs−1

2s−1 = 0.

Совершенно аналогично доказательство проводится для

a2k−1 =

|V |/2−k∑
m=0

(−1)m
2k − 1 + 2m

2k − 1 +m
Cm

2k−1+mP (SηV = 2k − 1 + 2m),

k = 1, 2, ..., |V | /2.
Остается заметить, что выражение для P

(
SξV = 0

)
получается в связи

с требованием
|V |∑
k=0

P
(
SξV = k

)
= 1.
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Характеристические функции суммарных спинов SξV и SηV

Полученные в Теореме 4.13 соотношения позволяют выразить ха-
рактеристическую функцию суммарного спина SηV через распределение
вероятностей SξV .

Теорема 4.15. Характеристическая функция fSηV (t) суммарного спина SηV
имеет следующий вид

fSηV (t) =

|V |∑
k=0

(cos t)k P
(
SξV = k

)
.

Доказательство. Для удобства записи введем следующие обозначения:
|V | = n,

P
(
SξV = j

)
= a

(n)
j , j = 0, n,

P (SηV = j) = b
(n)
j , j = −n, n.

В силу Теоремы 4.13 имеем

b
(n)
2k =

[n/2]∑
j=k

2−2jCj−k
2j a

(n)
2j , k = 0, 1, ..., [n/2] ,

b
(n)
2k−1 =

[n/2]∑
j=k

2−2j+1Cj−k
2j−1a

(n)
2j−1, k = 1, 2, ..., [n/2] ,

bk = b−k, k = −n, n.
Тогда

fSηV (t) = MeitS
η
V =

n∑
k=−n

eitkb
(n)
k = b

(n)
0 +

n∑
k=1

(
eitk + e−itk

)
b

(n)
k =

= b
(n)
0 +

[n/2]∑
k=1

(
eit2k + e−it2k

)
b

(n)
2k +

[n/2]∑
k=1

(
eit(2k−1) + e−it(2k−1)

)
· b(n)

2k−1 =

= b
(n)
0 +

[n/2]∑
k=1

(
eit2k + e−it2k

) [n/2]∑
j=k

2−2jCj−k
2j a

(n)
2j +

+
[n/2]∑
k=1

(
eit(2k−1) + e−it(2k−1)

) [n/2]∑
j=k

2−2j+1Cj−k
2j−1a

(n)
2j−1 =
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= b
(n)
0 +

[n/2]∑
j=1

2−2ja
(n)
2j

j∑
k=1

Cj−k
2j

(
eit2k + e−it2k

)
+

+
[n/2]∑
j=1

2−2j+1a
(n)
2j−1

j∑
k=1

Cj−k
2j−1

(
eit(2k−1) + e−it(2k−1)

)
.

Нетрудно показать, что

(
1 + e2it

)2j
= e2it

[
Cj

2j +

j∑
k=1

Cj−k
2j

(
eit2k + e−it2k

)]
.

Отсюда
j∑

k=1

Cj−s
2j

(
eit2k + e−it2k

)
= e−2itj

(
1 + e2it

)2j − Cj
2j =

(
e−it + eit

)2j − Cj
2j.

Аналогично, из соотношения

(
1 + e2it

)2j−1
= eit(2j−1)

j∑
k=1

Cj−k
2j−1

(
e−it(2k−1) + eit(2k−1)

)
следует

j∑
k=1

Cj−k
2j−1

(
e−it(2k−1) + eit(2k−1)

)
=
(
e−it + eit

)2j−1
.

С учетом того, что b(n)
0 =

[n/2]∑
j=0

2−2jCj
2ja

(n)
2j , окончательно получаем

fSηV (t) =
[n/2]∑
j=0

2−2jCj
2ja

(n)
2j +

[n/2]∑
j=1

2−2ja
(n)
2j

(
e−it + eit

)2j −
[n/2]∑
j=1

2−2ja
(n)
2j C

j
2j+

+
[n/2]∑
j=1

2−2j+1a
(n)
2j−1

(
e−it + eit

)2j−1
= a

(n)
0 +

n∑
j=1

2−ja
(n)
j

(
e−it + eit

)j
=

=
n∑
j=0

(
e−it + eit

2

)j
a

(n)
j =

n∑
j=0

(cos t)j a
(n)
j .

В следующей теореме приводится выражение для характеристиче-
ской функции суммы SξV через распределение вероятностей SηV . Интерес
представляют возникающие при этом коэффициенты, которые являются
многочленами Чебышева первого рода.

72



Теорема 4.16. Характеристическая функция fSξV (t) суммарного спина SξV
имеет следующий вид

fSξV
(t) =

|V |∑
k=−|V |

cos
(
k arccos eit

)
P (SηV = k).

Доказательство. Воспользуемся обозначениями, введенными при доказа-
тельстве Теоремы 4.15. В силу Теоремы 4.14 имеем

a
(n)
0 = b

(n)
0 + 2

[n/2]∑
m=0

(−1)m b
(n)
2m,

a
(n)
2k = (−1)k 22k

[n/2]∑
m=k

(−1)k
2m

k +m
Cm−k
m+k b

(n)
2m,

a
(n)
2k−1 = (−1)k 22k−1

[n/2]∑
m=k

(−1)m
2m− 1

m+ k − 1
Cm−k
m+k−1b

(n)
2m−1,

для всех k = 1, 2, ..., n/2. Тогда

fSξV
(t) = MeitS

ξ
V =

n∑
k=0

eitka
(n)
k = a

(n)
0 +

[n/2]∑
j=1

eit2ja
(n)
2j +

[n/2]∑
j=1

eit(2j−1)a
(n)
2j−1 =

= b
(n)
0 + 2

n/2∑
k=1

(−1)k b
(n)
2k +

[n/2]∑
j=1

eit2j · (−1)j 22j
[n/2]∑
k=j

(−1)k
2k

k + j
Ck−j
k+j b

(n)
2k +

+
[n/2]∑
j=1

eit(2j−1) · (−1)j 22j−1
[n/2]∑
k=j

(−1)k
2k − 1

k + j − 1
Ck−j
k+j−1b

(n)
2k−1 =

= b
(n)
0 + 2

[n/2]∑
k=0

(−1)k b
(n)
2k +

[n/2]∑
j=1

(
−4e2it

)j [n/2]∑
k=j

(−1)k
2k

k + j
Ck−j
k+j b

(n)
2k +

+
[n/2]∑
j=1

(
−4e2it

)j
2eit

[n/2]∑
k=j

(−1)k
2k − 1

k + j − 1
Ck−j
k+j−1b

(n)
2k−1 =

= b
(n)
0 +

[n/2]∑
k=1

(−1)k b
(n)
2k

k∑
j=0

2k

k + j
Ck−j
k+j

(
−4e2it

)j
+

+
[n/2]∑
k=1

(−1)k b
(n)
2k−1

2eit

k∑
j=1

2k − 1

k + j − 1
Ck−j
k+j−1

(
−4e2it

)j
.
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Далее, обозначив k − j = s, можем написать

k∑
j=0

2k

k + j
Ck−j
k+j

(
−4e2it

)j
=
(
−4e2it

)k k∑
s=0

2k

2k − s
Cs

2k−s
(
−4e2it

)−s
и

k∑
j=1

2k − 1

k + j − 1
Ck−j
k+j−1

(
−4e2it

)j
=
(
−4e2it

)k k∑
s=0

2k − 1

2k − 1− s
Cs

2k−1−s
(
−4e2it

)−s
.

Отсюда

fSζV
(t) = b

(n)
0 +

[n/2]∑
k=1

(−1)k b
(n)
2k

(
−4e2it

)k k∑
s=0

2k

2k − s
Cs

2k−s
(
−4e2it

)−s
+

+
[n/2]∑
k=1

(−1)
k
b
(n)
2k−1

2eit

(
−4e2it

)k k∑
s=0

2k − 1

2k − 1− s
Cs

2k−1−s
(
−4e2it

)−s
=

= b
(n)
0 + 2

[n/2]∑
k=1

(−1)k b
(n)
2k − 2

[n/2]∑
k=1

(−1)k b
(n)
2k +

+
[n/2]∑
k=1

22keit2kb
(n)
2k

k∑
s=0

2k
2k−sC

s
2k−s

(
−4e2it

)−s
+

+
[n/2]∑
k=1

22k−1eit(2k−1)b
(n)
2k−1

k∑
s=0

2k − 1

2k − 1− s
Cs

2k−1−s
(
−4e2it

)−s
=

= b
(n)
0 +

n∑
k=1

2keitkb
(n)
k

[k/2]∑
s=0

k

k − s
Cs
k−s
(
−4e2it

)−s
.

Преобразуем известное разложение полиномов Чебышева (см., напри-
мер, [41], задача 4.22)

cos (k arccosx) =
[k/2]∑
s=0

(−1)s
k

k − s
Cs
k−s2

k−2s−1xk−2s =

= 2k−1xk
[k/2]∑
s=0

k

k − s
Cs
k−s ·

(
−4x2

)−s
.
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Тогда

fSξV
(t) = b

(n)
0 +

n∑
k=1

2keitkb
(n)
k 21−ke−itk cos

(
k arccos eit

)
=

= b
(n)
0 + 2

n∑
k=1

cos
(
k arccos eit

)
b

(n)
k .

Поскольку b(n)
k = b

(n)
−k , окончательно получаем

fSξV
(t) =

n∑
k=−n

cos
(
k arccos eit

)
b

(n)
k .

Прямое доказательство ЦПТ для случайного поля (ηt)

Как уже отмечалось выше, ассоциированное случайное поле (ηt)
является однородным эргодическим мартингал–разностным случайным
полем, причем Mη2

0 = p > 0. Следовательно, для него справедлива ЦПТ
(см. Теорему 2.1). Однако результат Теоремы 4.15 позволяет весьма просто
получить прямое доказательство асимптотической нормальности суммарного
спина SηV методом характеристических функций.

Теорема 4.17. Пусть f
SηV /
√
DSηV

(t) — характеристическая функция норми-

рованного суммарного спина
SηV√
DSηV

. Тогда

f
SηV /
√
DSηV

(t)→ e−t
2/2 при V ↑ Zd.

Доказательство. Прежде всего заметим, что MSξV = p |V | и

DSηV = M (SηV )
2

=
∑
t∈V

Mη2
t = p |V | .

В силу Теоремы 4.15, можем написать

f
SηV /
√
DSηV

(t) = M exp

{
it

SηV√
p |V |

}
=

|V |∑
j=0

(
cos

t√
p |V |

)j

P
(
SξV = j

)
.

Далее, последовательно применив разложения в ряд Маклорена для функций

cosx = 1− x2

2
+ o

(
x4
)
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и
(1 + x)j = 1 + jx+ o

(
x2
)
,

получим (
cos

t√
p |V |

)j

=

(
1− t2

2p |V |
+ o

(
|V |−2

))j
=

= 1− j · t2

2p |V |
+ j · o

(
|V |−2

)
+ o

(
|V |−4

)
.

Тогда

f
SηV /
√
DSηV

(t) =

=
n∑
j=0

(
1− j · t2

2p |V |
+ j · o

(
|V |−2

)
+ o

(
|V |−4

))
P
(
SξV = j

)
=

= 1− t2

2p |V |
MSξV + o

(
|V |−2

)
MSξV + o

(
|V |−4

)
=

= 1− t2

2p |V |
p |V |+ o

(
n−2
)
p |V |+ o

(
|V |−4

)
= 1− t2

2
+ o

(
|V |−1

)
,

откуда следует утверждение теоремы.

Формула связи для моментов суммарных спинов SξV и SηV

Результат следующей теоремы позволяет выразить момент M
(
SξV

)k
любого конечного порядка k суммарного спина SξV в виде линейной комби-
нации четных моментов суммарного спина SηV до порядка 2k включительно,
k = 1, 2, ....

Теорема 4.18. Для всех k = 1, 2, ...

M
(
SξV

)k
=
∑ k!

m1!m2!...mk! (1!)m1 (2!)m2 ... (k!)mk
· 1

(2m− 1)!!

m∑
i=1

am,iM (SηV )
2i
,

где суммирование ведется по всем целым m1,m2, ...,mk ≥ 0, таким, что

1 ·m1 +2 ·m2 + ...+k ·mk = k, m =
k∑
i=1

mi, а коэффициенты am,i определяются

из следующего соотношения
m−1∏
s=0

(
x2 − s2

)
=

m∑
i=1

am,ix
2i.
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Доказательство. В силу Теоремы 4.16, имеем

fSξV
(t) = P (SηV = 0) + 2

|V |∑
j=1

cos
(
j arccos eit

)
P (SηV = j).

Поскольку k-ый момент случайной величины равен значению k-ой производ-
ной ее характеристической функции в точке 0, то

M
(
SξV

)k
= i−k

(
P (SηV = 0) + 2

|V |∑
j=1

cos
(
j arccos eit

)
P (SηV = j)

)(k)
∣∣∣∣∣∣
t=0

=

= i−k · 2
|V |∑
j=1

(
cos
(
j arccos eit

))(k)
∣∣∣
t=0

P
(
Sη|V | = j

)
.

Обозначим Tj (x) = cos (j arccosx). Воспользовавшись известной фор-
мулой для вычисления производных высших порядков от сложной функции
(см., например, [40], стр. 113), можем написать

dk

dxk
Tj (x (t)) =

=
∑

m1,m2,...,mk≥0
1·m1+2·m2+...+k·mk=k

k!

m1!m2! · ... ·mk! (1!)m1 (2!)m2 · ... · (k!)mk
·

·T (m1+m2+...+mk)
j

(
eit
) k∏
j=1

((
eit
)(j)
)mj

.

Далее,

k∏
j=1

((
eit
)(j)
)mj

=
k∏
j=1

(
ijeit

)mj = i

k∑
j=1

j·mj

e
it

k∑
j=1

mj

= ike
it

k∑
j=1

mj

,

и при t = 0 получаем

k∏
j=1

((
eit
)(j)
)mj

∣∣∣∣∣
t=0

= ike
it

k∑
j=1

mj

∣∣∣∣∣∣
t=0

= ik.

Обозначим m =
k∑
i=1

mi. Для производной порядка m полинома Чебы-

шева Tj (x) при x = 1 имеет место соотношение

T
(m)
j (1) =

m−1∏
s=0

j2 − s2

2s+ 1
.
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Следовательно,

dk

dxk
Tj
(
eit
)∣∣∣∣
t=0

= ik·

·
∑

m1,m2,...,mk≥0
1·m1+2·m2+...+k·mk=k

k!

m1!m2! · ... ·mk! (1!)m1 (2!)m2 · ... · (k!)mk
·
m−1∏
s=0

j2 − s2

2s+ 1
,

и для всех k = 1, 2, ..., получаем

M
(
SξV

)k
= 2

|V |∑
j=1

P (SηV = j)·

·

 ∑
m1,m2,...,mk≥0
1·m1+2·m2+...+k·mk=k

k!

m1!m2! · ... ·mk! (1!)m1 (2!)m2 · ... · (k!)mk
·
m−1∏
s=0

j2 − s2

2s+ 1

 .
Далее, можем написать

M
(
SξV

)k
= 2

∑
m1,m2,...,mk≥0
1·m1+2·m2+...+k·mk=k

k!

m1!m2! · ... ·mk! (1!)m1 (2!)m2 · ... · (k!)mk
·

·
|V |∑
j=1

m−1∏
s=0

j2 − s2

2s+ 1
P (SηV = j) =

=
∑

m1,m2,...,mk≥0
1·m1+2·m2+...+k·mk=k

k!

m1!m2! · ... ·mk! (1!)m1 (2!)m2 · ... · (k!)mk
· 1

(2m− 1)!!
·

·2
|V |∑
j=1

m−1∏
s=0

(
j2 − s2

)
P (SηV = j),

Рассмотрим

2

|V |∑
j=1

m−1∏
s=0

(
j2 − s2

)
P (SηV = j).

Понятно, что
m−1∏
s=0

(
j2 − s2

)
представляет собой многочлен от j2 степени m с
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некоторыми коэффициентами am,i, i = 1,m, а именно

m−1∏
s=0

(
j2 − s2

)
= j2

(
j2 − 1

) (
j2 − 22

)
· ... ·

(
j2 − (m− 1)2

)
=

= am,mj
2m + am,m−1j

2(m−1) + am,m−2j
2(m−2) + ...+ am,2j

4 + am,1j
2 =

m∑
i=1

am,ij
2i,

причем am,m = 1. Тогда

2
|V |∑
j=1

m−1∏
s=0

(
j2 − s2

)
P (SηV = j) = 2

|V |∑
j=1

m∑
k=1

am,kj
2kP (SηV = j) =

=
m∑
i=1

am,i2
|V |∑
j=1

j2iP (SηV = j) =
m∑
i=1

am,k
|V |∑

j=−|V |
j2iP (SηV = j) =

m∑
i=1

am,iM (SηV )
2i
.

Как уже отмечалось выше, вне критической области значений парамет-
ров (β, h) для модели Изинга справедлива ЦПТ, а, следовательно, и ЛПТ.
Результаты Теорем 4.14, 4.16 и 4.18 также могут быть использованы при до-
казательстве предельных теорем для модели Изинга, поскольку соответству-
ющие теоремы (ЦПТ и ЛПТ) справедливы для мартингальной модели. Такой
подход позволит не только получить новые доказательства предельных тео-
рем для модели Изинга вне критической области значений параметров, но и
установить предельные законы в критической точке, которые не могут быть
получены классическими методами. Дело в том, что для мартингальной мо-
дели ЦПТ и ЛПТ остаются справедливыми и в критической точке. Поэтому
формулы связи, полученные в Теоремах 4.14, 4.16 и 4.18, могут быть исполь-
зованы при нахождении предельного закона для суммарного спина модели
Изинга в ее критической точке.
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