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Ââåäåíèå

Àïïðîêñèìàöèÿ ãëàäêîé ôóíêöèè íà êîíå÷íîì îòðåçêå ÷àñòè÷íîé ñóììîé

ðÿäà Ôóðüå (èëè êëàññè÷åñêîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé èíòåðïîëÿöèîííîé ôîðìó-

ëîé), âîîáùå ãîâîðÿ, íåýôôåêòèâíà èç çà ìåäëåííîé L2-ñõîäèìîñòè è ñóùåñòâåí-

íîãî âëèÿíèÿ ÿâëåíèÿ Ãèááñà âáëèçè ãðàíèöû.

Íå òàê äàâíî áûëè ïðåäëîæåíû ìåòîäû, êîìáèíèðóþùèå òðèãîíîìåòðè÷åñ-

êóþ è ïîëèíîìèàëüíóþ èíòåðïîëÿöèþ, ïîçâîëÿþùèå óñïåøíî ïðåîäîëåòü ÿâëå-

íèå Ãèááñà è ïîëó÷èòü õîðîøåå ïðèáëèæåíèå äëÿ ãëàäêîé ôóíêöèè [1-6]. Ïðè

ýòîì (Baszenski, Delvos,Tasche [1]) èñïîëüçóþòñÿ çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ ðàçëà-

ãàåìîé ôóíêöèè íà êîíöàõ îòðåçêà, à òàêæå (Gelb, Gottlieb [4-5]) ïîëèíîìû

Ãåãåíáàóåðà èëè (Eckhoff, Wasberg [2-3]) ïîëèíîìû Áåðíóëëè.

Â ðàáîòå [6] ïîêàçàíî, ÷òî ïðèìåíåíèå ïîëèíîìîâ Áåðíóëëè âïîëíå ýôôåê-

òèâíî êàê â îäíîìåðíîì, òàê è â äâóõìåðíîì ñëó÷àÿõ. Ïðåäëîæåííàÿ ïðè ýòîì

ñõåìà ïðîøëà øèðîêóþ ýêñïåðèìåíòàëüíóþ ïðîâåðêó è áûë çàìå÷åí íåîæèäàí-

íûé ýôôåêò, çàêëþ÷àþùèéñÿ â óñêîðåííîé ñõîäèìîñòè âíóòðè îáëàñòè èíòåð-

ïîëÿöèè. Ïîêà åùå íàìè íå íàéäåíî äîñòàòî÷íîå òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå

ýòîãî ÿâëåíèÿ, â òî âðåìÿ êàê ïðàêòè÷åñêàÿ ïîëüçà îò åãî èñïîëüçîâàíèÿ íåñîì-

íåííà.

Ïðåäëàãàåìàÿ ðàáîòà ñîäåðæèò ïîäðîáíîå ýêñïåðèìåíòàëüíîå ïîäòâåðæäå-

íèå óïîìÿíóòîãî ÿâëåíèÿ, óñëîâíî íàçâàííîãî íàìè ýôôåêòîì Ôóðüå-Áåðíóëëè

(ÔÁ-ýôôåêòîì), à òàêæå îïèñàíèå îäíîãî ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ýôôåêòà.
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Âñå ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ñ ïðèìåíåíèåì ñèñòåìû MATHEMAT-

ICA 3.0 [7].

1. Èñïîëüçîâàíèå ïîëèíîìîâ Áåðíóëëè

Êðàòêî èçëîæèì ñõåìó èñïîëüçîâàíèÿ ïîëèíîìîâ Áåðíóëëè äëÿ èíòåðïîëÿ-

öèè ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé (ïîäðîáíîñòè ñì. â [2,3]).

Äëÿ ôóíêöèè f ∈ CQ+1[−1, 1] (Q ≥ 0) ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùàÿ èíòåðïîëÿ-

öèîííàÿ ôîðìóëà

f ≈ fNA =
NX

n=−N

bfneiπnx + QX
k=0

Ak

Ã
Bk(x)−

NX
n=−N

bBk,neiπnx! , (1.1)

ãäå bfn = 1

2N + 1

NX
k=−N

f(xk)e
−iπnxk , n = 0,±1, · · · ,±N, xk =

2k

2N + 1
,

Ak = f
(k)(1)− f (k)(−1), k = 0, 1, · · · , Q. (1.2)

Çäåñü Bk(x) - ïîëèíîìû Áåðíóëëè, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ðåêóðåíòíî, êàê

B0(x) =
x

2
, Bk(x) =

Z
Bk−1(x)dx, x ∈ [−1, 1], k = 1, 2, · · · ,

ãäå êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ âû÷èñëÿåòñÿ èç óñëîâèÿZ 1

−1
Bk(t)dt = 0, k = 1, 2, · · · .

Ïðè ýòîì ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè (ñì. [2,3]) èìååò ïîðÿäîê o( 1
NQ ), N → ∞. Àëãî-

ðèòì (1.1)-(1.2) íàçîâåì àëãîðèòìîì A.

Åñëè ÷èñëà {Ak} íåèçâåñòíû, òî èõ ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ {Adk} ìîæíî âû-
÷èñëèòü èç ñëåäóþùèõ ñèñòåì ([6])

bfn − bf−n
2

=

Q1X
k=0

Ad2k
bB2k,n, |n| = O(N) ≤ N, N →∞, (1.3)

bfn + bf−n
2

=

Q2X
k=0

Ad2k+1 bB2k+1,n, |n| = O(N) ≤ N, N →∞, (1.4)
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ãäå Q1 = Q2 =
Q+1
2 ïðè íå÷åòíûõ Q è Q1 =

Q
2 + 1, Q2 =

Q
2 − ïðè ÷åòíûõ.

Íåòðóäíî âèäåòü ([2,3]), ÷òî ïðè ïîñòîÿííîì Q è N → ∞ îøèáêè {Ak − Adk}
èìåþò ïîðÿäîê o( 1

NQ−k ) ñîîòâåòñòâåííî.

Àëãîðèòì (1.1), (1.3) è (1.4), ãäå ýòè ñèñòåìû ðåøàþòñÿ ïðè n = N, N/2, 2N/3,

· · · ([4]), íàçîâåì àëãîðèòìîì B, à ñîîòâåòñòâóþùóþ èíòåðïîëÿöèþ ôóíêöèè f
îáîçíà÷èì, â îòëè÷èè îò (1.1), ÷åðåç fNB . Ïîðÿäîê åãî ñõîäèìîñòè òàêîé æå, êàê

è ó àëãîðèòìà A, îäíàêî åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî ñàìà îøèáêà áóäåò áîëüøå.

Ñîîòâåòñòâóþùèå àëãîðèòìû ïðåäëîæåíû è â äâóõìåðíîì ñëó÷àå ([6]).

2. ÔÁ-ýôôåêò â îäíîìåðíîì ñëó÷àå.

Ñ àëãîðèòìîì B ñâÿçàíî îäíî íåîæèäàííîå ÿâëåíèå. Îí äàåò áîëåå òî÷íîå

ïðèáëèæåíèå âíóòðè îòðåçêà [−1, 1] (èíîãäà äàæå íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ ), ÷åì
àëãîðèòì A, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî èìåþùèåñÿ çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ, ïîëó÷àåìûå

èç ñèñòåì (1.3), (1.4) ïðàêòè÷åñêè âñåãäà ÷óâñòâèòåëüíî îòëè÷àþòñÿ îò òî÷íûõ.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî óïîìÿíóòûå îøèáêè {Ak−Adk} ”ãàñÿò” îáùóþ îøèáêó àëãî-
ðèòìà B, â ðåçóëüòàòå ÷åãî îí ëó÷øå ”÷óâñòâóåò” ïîâåäåíèå ôóíêöèè f(x) âäàëè

îò ãðàíèöû îòðåçêà [−1, 1].

Â ïîäòâåðæäåíèå ñêàçàííîãî ðàññìîòðèì íåñêîëüêî òèïè÷íûõ ïðèìåðîâ.

2.1. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ôóíêöèþ, ðàçëîæåíèå êîòîðîé â ðÿä Òåéëîðà ñ

íà÷àëîì â òî÷êå x = 0 ñõîäèòñÿ ïðè |x| ≤ 1 äîâîëüíî ìåäëåííî

f(x) = ln(2 + x). (2.1)

Â òàáëèöå 1 ïðåäñòàâëåíû L2-ïîãðåøíîñòè íà îòðåçêå [−12 ,
1
2 ], ïîñëå ïðèìåíåíèÿ

àëãîðèòìîâ A è B äëÿ ôóíêöèè (2.1) . Ïðè Q = 0 ýôôåêò ïðàêòè÷åñêè íåçàìåòåí,

íî ïðè Q = 1 è 2N +1 = 513 àëãîðèòì A óñòóïàåò ïî òî÷íîñòè àëãîðèòìó B áîëåå

÷åì â 104 ðàç. Ñðàâíåíèå ñ òàáëèöåé 10 (ñì. íèæå ï. 3) åùå áîëåå ïðîÿñíÿåò

ÿâëåíèå ÔÁ-ýôôåêòà.

3



2N + 1→ 65 129 257 513
Q = 0 A→ 1 · 10−6 1 · 10−7 2 · 10−8 2.2 · 10−9

B → 8.6 · 10−7 1 · 10−7 1 · 10−8 1.8 · 10−9
Q = 1 A→ 6 · 10−7 8 · 10−8 1 · 10−8 1 · 10−9

B → 2 · 10−9 7 · 10−11 2 · 10−12 7 · 10−14
Q = 2 A→ 6 · 10−10 2 · 10−11 7 · 10−13 2 · 10−14

B → 5 · 10−12 4 · 10−14 6 · 10−16 5 · 10−16
Òàáëèöà 1. L2-ïîãðåøíîñòè íà îòðåçêå [-1/2,1/2] ïîñëå ïðèìåíåíèÿ

àëãîðèòìîâ A è B äëÿ ôóíêöèè (2.1).

Â òàáëèöå 2 ïðåäñòàâëåíû ðàâíîìåðíûå îøèáêè. Çäåñü, ïðè Q = 1 è 2N+1 =

513, A óñòóïàåò B òî÷íî â 104 ðàç. Êàê ïîêàçûâàþò ýêñïåðèìåíòû, ÔÁ-ýôôåêò

áîëåå çàìåòåí äëÿ L2-ïîãðåøíîñòåé, ÷åì äëÿ ðàâíîìåðíûõ.

2N + 1→ 65 129 257 513
Q = 0 A→ 3 · 10−6 4 · 10−7 6 · 10−8 7 · 10−9

B → 2 · 10−6 3 · 10−7 4 · 10−8 5 · 10−9
Q = 1 A→ 1 · 10−6 1 · 10−7 2 · 10−8 2 · 10−9

B → 5 · 10−9 1 · 10−10 5 · 10−12 2 · 10−13
Q = 2 A→ 2 · 10−9 7 · 10−11 2 · 10−12 7 · 10−14

B → 2 · 10−11 1 · 10−13 2 · 10−15 1 · 10−15
Òàáëèöà 2. Ðàâíîìåðíûå ïîãðåøíîñòè íà îòðåçêå [-1/2,1/2] ïîñëå

ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìîâ A è B äëÿ ôóíêöèè (2.1).

Òåïåðü ïîêàæåì íà ýòîì ïðèìåðå, ÷òî ÔÁ-ýôôåêò èìååò ìåñòî è íà ëþáîì

îòðåçêå [−1 + ε, 1 − ε], ε > 1
2N+1 , ïðè÷åì ñ óìåíüøåíèåì äëèíû ýòîãî îòðåçêà

ýôôåêò óñèëèâàåòñÿ.

Íà ðèñ. 1 è 2 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè ôóíêöèè f−f33A è f−f33B ñîîòâåòñòâåííî,
ïðè Q = 1. Ýòè äàííûå ïîêàçûâàþò, ÷òî, - óæå íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî ìèíèìóìà,-

ÔÁ-ýôôåêò ïðîÿâëÿåòñÿ ÿâíî è äàëåå óñèëèâàåòñÿ ñ ïðèáëèæåíèåì ê ñåðåäèíå

îòðåçêà.

2.2 Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðèìåð äðóãîé ôóíêöèè

f(x) = 10(1− x2)3ln(2 + x). (2.2)

Ýòà ôóíêöèÿ, êàê è (2.1), áåñêîíå÷íî-äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà îòðåçêå [−1, 1],
íî èìååò íóëåâûå ÷èñëà A0, A1 è A2. Êàê ìîæíî óáåäèòüñÿ èç òàáëèöû 3, â àëãî-

ðèòìå B äàæå ýòè ÷èñëà âû÷èñëÿþòñÿ ñî çíà÷èòåëüíîé îøèáêîé.
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Ðèñ.1.Ãðàôèêè îøèáêè f − f33A íà ðàçíûõ îòðåçêàõ, ïðè Q = 1, äëÿ ïðèìåðà (2.1).
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Ðèñ.2.Ãðàôèêè îøèáêè f − f33B íà ðàçíûõ îòðåçêàõ, ïðè Q = 1, äëÿ ïðèìåðà (2.1).
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2N + 1→ 65 129 257 513
Q = 0 |A0 −Ad0|→ 0.00007 4 · 10−6 3 · 10−7 2 · 10−8
Q = 1 |A0 −Ad0|→ 0.00007 4 · 10−6 3 · 10−7 2 · 10−8

|A1 −Ad1|→ 0.1 0.03 0.007 0.002
Q = 2 |A0 −Ad0|→ 0.0003 0.00002 1 · 10−6 7 · 10−8

|A1 −Ad1|→ 0.1 0.03 0.007 0.002
|A2 −Ad2|→ 3 0.7 0.2 0.05

Òàáëèöà 3. Îøèáêè {|Ak −Adk|}, äëÿ ïðèìåðà (2.2),
ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ Q è N

Íåñìîòðÿ íà ýòî, ýôôåêò ïðîÿâëÿåòñÿ ñ òàêîé æå èíòåíñèâíîñòüþ êàê è â

ïðåäûäóùåì ñëó÷àå. Â òàáëèöe 4 ïðåäñòàâëåíû L2 ïîãðåøíîñòè íà [−12 ,
1
2 ] ïîñëå

ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìîâ A è B.

2N + 1→ 65 129 257 513
Q = 0 A→ 4 · 10−7 1 · 10−8 4 · 10−10 1 · 10−11

B → 1 · 10−7 4 · 10−9 1 · 10−10 4 · 10−12
Q = 1 A→ 4 · 10−7 1 · 10−8 4 · 10−10 1 · 10−11

B → 3 · 10−9 3 · 10−11 2 · 10−13 5 · 10−15
Q = 2 A→ 4 · 10−7 1 · 10−8 4 · 10−10 1 · 10−11

B → 3 · 10−9 3 · 10−11 2 · 10−13 5 · 10−15

Òàáëèöà 4. L2-ïîãðåøíîñòè íà îòðåçêå [-1/2,1/2] ïîñëå ïðèìåíåíèÿ

àëãîðèòìîâ A è B äëÿ ôóíêöèè (2.2).

Ñîïîñòàâëåíèå ðåçóëüòàòîâ, ïðèâåäåííûõ â òàáëèöàõ 3 è 4, ïîäòâåðæäàåò

ïàðàäîêñàëüíîñòü ÔÁ-ýôôåêòà.

2.3. Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðèìåð ôóíêöèè, òðåòüÿ ïðîèçâîäíàÿ êîòîðîé, òåð-

ïèò ðàçðûâ íà îòðåçêå [−1, 1]

f(x) =

½
0, x < −0.8,
e3x sin3 9.5(x+ 0.8), −0.8 ≤ x ≤ 1,

(2.3)

L2-ïîãðåøíîñòè íà îòðåçêå [−12 ,
1
2 ] ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 5. Íåñìîòðÿ íà ðàç-

ðûâ â òî÷êå x = −0.8, ÔÁ-ýôôåêò èìååò ìåñòî. Çàìåòèì, ÷òî òî÷êà ðàçðûâà
íàõîäèòñÿ âíå îòðåçêà [−12 ,

1
2 ]. Â ýòîì ñëó÷àå ÔÁ-ýôôåêò ñóùåñòâóåò óæå ïðè

Q = 0 è 2N + 1 = 65.
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2N + 1→ 65 129 257 513
Q = 0 A→ 0.004 0.0005 0.00007 8 · 10−6

B → 0.0003 0.00004 5 · 10−6 6 · 10−7
Q = 1 A→ 0.004 0.0005 0.00007 8 · 10−6

B → 0.00001 4 · 10−7 1 · 10−8 6 · 10−10
Q = 2 A→ 0.0002 7 · 10−6 2 · 10−7 6 · 10−9

B → 3 · 10−6 2 · 10−8 2 · 10−9 1 · 10−10
Òàáëèöà 5. L2-ïîãðåøíîñòè íà îòðåçêå [-1/2,1/2] ïîñëå ïðèìåíåíèÿ

àëãîðèòìîâ A è B äëÿ ôóíêöèè (2.3).

Ïåðåäâèíåì òåïåðü ðàçðûâ âîâíóòðü îòðåçêà [−12 ,
1
2 ], ðàññìîòðåâ ôóíêöèþ

f(x) =

½
0, x < −0.1,
e3x sin3 9.5(x+ 0.1), −0.1 ≤ x ≤ 1,

(2.4)

Òàáëèöà 6 (ðàâíîìåðíûå ïîãðåøíîñòè) ïîêàçûâàåò, ÷òî íè äëÿ êàêîãî Q = 0, 1, 2,

çàìåòíûé ÔÁ-ýôôåêò íå ïðîÿâëÿåòñÿ, õîòÿ àëãîðèòì B íèãäå íå óñòóïàåò àëãî-

ðèòìó A.
2N + 1→ 65 129 257 513
Q = 0 A→ 0.002 0.0002 0.00002 3 · 10−6

B → 0.001 0.0001 0.00001 2 · 10−6
Q = 1 A→ 0.001 0.00009 0.00001 2 · 10−6

B → 0.0005 0.00009 8 · 10−6 1 · 10−6
Q = 2 A→ 0.0007 0.00009 8 · 10−6 1 · 10−6

B → 0.0005 0.00009 8 · 10−6 1 · 10−6

Òàáëèöà 6. Ðàâíîìåðíûå ïîãðåøíîñòè íà îòðåçêå [-1/2,1/2] ïîñëå

ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìîâ A è B äëÿ ôóíêöèè (2.4).

Îäíàêî äëÿ L2− ïîãðåøíîñòåé (òàáëèöà 7) ÔÁ-ýôôåêò ïðîÿâëÿåòñÿ óæå ïðè
Q = 0 (â 2 ðàçà), a ïðè Q = 1 àëãîðèòì A óñòóïàåò B ïî òî÷íîñòè óæå â 10 ðàç.

Ïðè Q = 2 ÿâëåíèå èñ÷åçàåò. Ïîñëåäíåå îáúÿñíèìî, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ (2.4) íå

îáëàäàåò ãëàäêîé òðåòüåé ïðîèçâîäíîé.

2N + 1→ 65 129 257 513
Q = 0 A→ 0.0009 0.00009 0.00001 1 · 10−6

B → 0.0004 0.00006 7 · 10−6 9 · 10−7
Q = 1 A→ 0.0008 0.00007 9 · 10−6 1 · 10−6

B → 0.0001 0.00001 1 · 10−6 1 · 10−7
Q = 2 A→ 0.0003 0.00001 1 · 10−6 1 · 10−7

B → 0.0001 0.00001 1 · 10−6 1 · 10−7

Òàáëèöà 7. L2-ïîãðåøíîñòè íà îòðåçêå [-1/2,1/2] ïîñëå

ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìîâ A è B äëÿ ôóíêöèè (2.4).
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2.4. Ðàññìîòðèì, íàêîíåö, ïðèìåð áåñêîíå÷íî-äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíê-

öèè, êîòîðàÿ, îäíàêî, íåàíàëèòè÷íà íà ëþáîì îòðåçêå, ñîäåðæàùåì òî÷êó x = 0

f(x) = 100(1− x)e−
3
|x| . (2.5)

Â òàáëèöå 8 ïðåäñòàâëåíû L2-ïîãðåøíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòîìó ïðèìåðó.

Êàê âèäèì, çäåñü òàêæå ÿâíî çàìåòåí ÔÁ-ýôôåêò.

2N + 1→ 65 129 257 513
Q = 0 A→ 0.00007 0.00001 1 · 10−6 1 · 10−7

B → 0.00004 5 · 10−6 6 · 10−7 8 · 10−8
Q = 1 A→ 0.00006 8 · 10−6 1 · 10−6 1 · 10−7

B → 2 · 10−7 7 · 10−9 2 · 10−10 7 · 10−12
Q = 2 A→ 3 · 10−8 1 · 10−9 3 · 10−11 1 · 10−12

B → 4 · 10−10 2 · 10−12 1 · 10−14 2 · 10−15

Òàáëèöà 8. L2-ïîãðåøíîñòè íà îòðåçêå [-1/2,1/2] ïîñëå ïðèìåíåíèÿ

àëãîðèòìîâ A è B äëÿ ôóíêöèè (2.5).

2.5. Íàìè ïðîâåäåíû äåñÿòêè ýêñïåðèìåíòîâ ñ ðàçíûìè ôóíêöèÿìè. Â

ðåçóëüòàòå ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû:

• Â ïðèâåäåííûõ âûøå ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòàõ îòðåçîê [−12 ,
1
2 ] âûáðàí ðàäè

îïðåäåëåííîñòè. Òèïè÷íûìè ÿâëÿþòñÿ ðåçóëüòàòû, ïðèâåäåííûå íà ðèñóíêàõ 1

è 2: ýôôåêò íà îòðåçêå [−α,α] òåì áîëüøå, ÷åì ìåíüøå α.
• ÔÁ-ýôôåêò îáíàðóæèâàåòñÿ, õîòÿ è ñ ìåíüøåé èíòåíñèâíîñòüÿ, è â ñëó÷àå

èñïîëüçîâàíèÿ â ïîëèíîìèàëüíî-òðãîíîìåòðè÷åñêîé èíòåðïîëÿöèè êîýôôèöè-

åíòîâ Ôóðüå {fn} (ñì. [2,3]), âìåñòî çíà÷åíèè èíòåðïîëèðóåìîé ôóíêöèè íà
ðàâíîìåðíîé ñåòêå.

• Â äâóõìåðíîì ñëó÷àå ([6]), êîãäà èñïîëüçóþòñÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè íà ðàâíî-
ìåðíîé ñåòè, ÔÁ-ýôôåêò òàêæå ïðîÿâëÿåòñÿ ÿâíî. Ñîîòâåòñòâåííî ïðè èñïîëü-

çîâàíèè êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ÔÁ-ýôôåêò íàáëþäàåòñÿ ñ ìåíüøåé èíòåíñèâ-

íîñòüþ.

• Ïðèìåðû ôóíêöèé (2.4) è (2.5) ïîêàçûâàþò, ÷òî ïî-âèäèìîìó, ÔÁ-ýôôåêò
ñâÿçàí íå ñ àíàëèòè÷íîñòüþ ôóíêöèè íà îòðåçêå, à ñ åå ãëàäêîñòüþ. Ïðè ðàçðûâå

íåêîòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè â íåêîòîðûõ òî÷êàõ îòðåçêà [−1, 1] íå ïîñëåä-
íþþ ðîëü èãðàåò ìåñòîïîëîæåíèå ðàçðûâîâ (âíóòðè îòðåçêà, ãäå îæèäàåòñÿ ýô-

ôåêò, âíå åãî èëè íà ãðàíèöå).
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• ÔÁ-ýôôåêò áîëåå çàìåòåí äëÿ L2-ïîãðåøíîñòåé, ÷åì äëÿ ðàâíîìåðíûõ.
• ÔÁ-ýôôåêò íàáëþäàåòñÿ (ñì.ï. 2.2) äàæå â ñëó÷àå ðàâåíñòâà íóëþ íåñêîëü-

êèõ ïåðâûõ ÷èñåë Ak, êîãäà èíòåðïîëèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, ïðîäîëæåííàÿ 2-ïåðèî-

äè÷åñêè, èìååò êîíå÷íóþ ãëàäêîñòü.

• ÔÁ-ýôôåêò òåì çàìåòíåå, ÷åì ìåäëåííåå ðàñòóò ïðîèçâîäíûå èíòåðïîëè-
ðóåìîé ôóíêöèè.

3. Èñïîëüçîâàíèå ÔÁ-ýôôåêòà
äëÿ àïïðîêñèìàöèè ãëàäêèõ ôóíêöèé.

Ïîêà åùå íå íàéäåíî ïîëíîå òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå ÔÁ-ýôôåêòà, íî

ïðàêòè÷åñêè åãî óæå ìîæíî èñïîëüçîâàòü. Ïðåäñòàâèì îäèí èç âîçìîæíûõ

ïóòåé.

Ïóñòü f ∈ CQ+1[−T2 ,
T
2 ] (T > 2) è èçâåñòíû çíà÷åíèÿ {f(xTk )} íà ðàâíîìåðíîé

ñåòêå xTk =
kT

2N+1 , k = −N, · · · , N, íî òðåáóåòñÿ àïïðîêñèìèðîâàòü åå íà îòðåçêå
[−1, 1]. Ïðèìåíèì ìåòîä ï. 1 ê ôóíêöèè f íà îòðåçêå [−T2 ,

T
2 ]. Òàêîé àëãîðèòì

íàçîâåì óñëîâíî àëãîðèòìîì C. Ôàêòè÷åñêè ïðîèçâîäèòñÿ èíòåðïîëÿöèÿ ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì çíà÷åíèé f âíå îòðåçêà èíòåðïîëçöèè [−1, 1]. Êàê è â àëãîðèòìå
B, çäåñü òàêæå èñïîëüçóþòñÿ òî÷íî (2N +1) çíà÷åíèé ôóíêöèè íà ðàâíîìåðíîé

ñåòêå, íî, áëàãîäàðÿ ÔÁ-ýôôåêòy, ïîëó÷àåòñÿ íàìíîãî áîëåå òî÷íîå (èíîãäà íà

íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ) ïðèáëèæåíèå íà îòðåçêå [−1, 1]. Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ÷èñ-
ëåííûå ðåçóëüòàòû.

Â òàáëèöå 9 ïðåäñòàâëåíû ðàâíîìåðíûå ïîãðåøíîñòè íà îòðåçêå [−1, 1] ïîñëå
ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà C äëÿ ôóíêöèè (2.1), äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé T è ïðè

Q = 1. Äëÿ ñðàâíåíèÿ, â òàáëèöå 10 ïðåäñòàâëåíû ðàâíîìåðíûå ïîãðåøíîñòè

ïîñëå ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìîâ A è B.

Ïðè T = 2+ 10
N , 2N +1 = 513, Q = 1 àëãîðèòì C îáåñïå÷èâàåò â 300 ðàç áîëåå

òî÷íîå ïðèáëèæåíèå, ÷åì B è â 50 ðàç − ÷åì A. Êàê âèäèì, ñ óâåëè÷åíèåì T
ïîãðåøíîñòè àëãîðèòìà C óìåíüøèëèñü, ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ ãðàôèêàìè èç ðèñóí-

êîâ 1 è 2. Ïðè T = 2 + 110
N , 2N + 1 = 513, Q = 1 àëãîðèòìû A è B îòñòàþò

ïî òî÷íîñòè ïî÷òè â 105 ðàç. Çàìåòèì (ñì. òàáëèöó 9), ÷òî ïðè 2N + 1 = 65 è
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T = 2 + 110
N îøèáêà âåëèêà ïî òîé ïðè÷èíå, ÷òî íà îòðåçîê [−1, 1] ïîïàäàåò ëèøü

23 òî÷åê ñåòè èç 65.

2N + 1→ 65 129 257 513
T = 2 + 10

N → 2 · 10−7 4 · 10−8 9 · 10−9 2 · 10−9

T = 2 + 50
N → 4 · 10−7 4 · 10−9 2 · 10−10 3 · 10−11

T = 2 + 110
N → 0.01 4 · 10−8 1 · 10−10 7 · 10−12

Òàáëèöà 9. Ðàâíîìåðíûå ïîãðåøíîñòè íà îòðåçêå [-1,1] ïîñëå

ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà C äëÿ ôóíêöèè (2.1), ïðè Q=1,

è äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèè T.

2N + 1→ 65 129 257 513
A→ 9 · 10−6 2 · 10−6 6 · 10−7 1 · 10−7
B → 0.00004 9 · 10−6 2 · 10−6 6 · 10−7

Òàáëèöà 10. Ðàâíîìåðíûå ïîãðåøíîñòè íà îòðåçêå [-1,1] ïîñëå

ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìîâ A è B, äëÿ ôóíêöèè (2.1), ïðè Q=1.
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