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1. Ââåäåíèå

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîñòðàíñòâà A∞(φ) è A1(ψ) ôóíêöèé, ãîëîìîðôíûõ

â åäèíè÷íîì øàðå B ⊂ Cn. Ýòè ïðîñòðàíñòâà çàâèñÿò îò ïàðû âåñîâûõ ôóíêöèé

{φ,ψ}, è èõ åñòåñòâåííûì îáðàçîì ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê çàìêíóòûå ïîäïðî-

ñòðàíñòâà ñîîòâåòñòâåííî L∞(B) è L1(B).

Ìíîãèå ñâîéñòâà âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé, òàêèå, êàê èõ ïîë-

íîòà, îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèîíàëà �çíà÷åíèå â òî÷êå�, íåïðåðûâíîñòü ϱ-ðàñòÿ-

æåíèÿ è äð. (ñì. ïðåäëîæåíèÿ 2.1�2.4) ñïðàâåäëèâû äëÿ âåñüìà îáùåãî êëàññà

âåñîâûõ ôóíêöèé: äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíè áûëè ïîëîæèòåëüíûìè, íåïðåðûâíû-

ìè è óäîâëåòâîðÿëè (2.1). Â òî æå âðåìÿ âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ îãðàíè÷åííîñòüþ

îïåðàòîðîâ åñòåñòâåííîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ òðåáóþò, ÷òîáû ñêîðîñòü ñòðåìëåíèÿ

ê íóëþ ôóíêöèè φ áûëà áû îãðàíè÷åíà ñâåðõó è ñíèçó ñòåïåííûìè ôóíêöèÿìè.

Â ñâÿçè ñ ýòèì, ñëåäóÿ Øèëäñó è Âèëüÿìñó [1], ââîäèòñÿ ïîíÿòèå íîðìàëüíîé

ôóíêöèè (îïðåäåëåíèå 2.1) è ïîíÿòèå íîðìàëüíîé ïàðû âåñîâûõ ôóíêöèé (îïðå-

äåëåíèå 2.2). Ïîíÿòèå íîðìàëüíîé ïàðû îêàçàëîñü óäîáíûì äëÿ ôîðìóëèðîâêè
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óòâåðæäåíèé, ñâÿçàííûõ ñ îöåíêàìè èíòåãðàëîâ è äëÿ îïèñàíèÿ ïðîåêòîðîâ, çà-

äàííûõ â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ (ëåììà 3.4, òåîðåìû 4.1 è 4.2).

Â äàííîé ñòàòüå íåêîòîðûå èç ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â [1] äëÿ ñëó÷àÿ åäèíè÷-

íîãî êðóãà íà ïëîñêîñòè, îáîáùàþòñÿ íà ñëó÷àé åäèíè÷íîãî øàðà â Cn.

Íèæå áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè îáîçíà÷åíèÿìè:

⟨z, w⟩ =
∑n
k=1 zkwk � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äëÿ òî÷åê z, w ∈ Cn, à |z| =

√
⟨z, z⟩

� ñîîòâåòñòâóþùàÿ íîðìà;

B = {z ∈ Cn : |z| < 1} � îòêðûòûé åäèíè÷íûé øàð â Cn;

S = ∂B = {z ∈ Cn : |z| = 1} � åãî ãðàíèöà, ÿâëÿþùàÿñÿ åäèíè÷íîé ñôåðîé â Cn;

H(B) � ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé, ãîëîìîðôíûõ â B;

dν � ìåðà Ëåáåãà â Cn, íîðìèðîâàííàÿ óñëîâèåì ν(B) = 1,

dσ � ìåðà ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè íà S, íîðìèðîâàííàÿ óñëîâèåì σ(S) = 1;

äëÿ ìóëüòèèíäåêñà m = (m1, . . . ,mn) îáîçíà÷èì

m! = m1! · · ·mn!, |m| = m1 + · · ·+mn, z
m = zm1

1 · · · zmn
n .

2. Ïðîñòðàíñòâà ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé

Ïóñòü ôóíêöèè φ(r) è ψ(r) ïîëîæèòåëüíû è íåïðåðûâíû íà [0, 1) è

(2.1) lim
r→1

φ(r) = 0 è

∫ 1

0

ψ(r) dr <∞.

Ñðåäè ýòèõ ôóíêöèé âûäåëèì òàê íàçûâàåìûå íîðìàëüíûå ôóíêöèè è íîðìàëü-

íûå ïàðû.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïîëîæèòåëüíàÿ è íåïðåðûâíàÿ íà [0, 1) ôóíêöèÿ φ íàçû-

âàåòñÿ íîðìàëüíîé, åñëè ñóùåñòâóþò òðè êîíñòàíòû 0 < ϵ < k è 0 ≤ r0 < 1

òàêèå, ÷òî

φ(r)

(1− r)ϵ
óáûâàåò ïðè r0 ≤ r < 1 è lim

r→1−

φ(r)

(1− r)ϵ
= 0,

φ(r)

(1− r)k
âîçðàñòàåò ïðè r0 ≤ r < 1 è lim

r→1−

φ(r)

(1− r)k
= ∞.(2.2)

Çàìåòèì, ÷òî ϵ è k îïðåäåëÿþòñÿ ôóíêöèåé φ íåîäíîçíà÷íî.

54



ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÛÅ ÏÐÎÅÊÒÎÐÛ Â ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀÕ ÔÓÍÊÖÈÉ, ...

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ñêàæåì, ÷òî ïàðà ôóíêöèé {φ,ψ} ñîñòàâëÿåò íîðìàëüíóþ

ïàðó, åñëè φ íîðìàëüíà è ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî α (èíäåêñ ïàðû), ÷òî

(2.3) φ(r)ψ(r) = (1− r2)α, 0 ≤ r < 1, è

∫ 1

0

ψ(r) dr <∞.

Ëåììà 2.1. Åñëè ôóíêöèÿ φ íîðìàëüíà, òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ ψ,

÷òî {φ,ψ} ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïàðîé.

Äîêàçàòåëüñòâî ñì. â [1]. Îòìåòèì, ÷òî åñëè α > k, òî ôóíêöèÿ ψ òàêæå íîð-

ìàëüíà ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ñòåïåíÿìè α− k è α− ϵ.

Ïóñòü φ è ψ óäîâëåòâîðÿþò (2.1). Ïðîäîëæèì ýòè ôóíêöèè â B, ïîëîæèâ φ(z) =

φ(|z|) è ψ(z) = ψ(|z|) è îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâà ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé:

A∞(φ) =
{
f ∈ H(B) : ∥f∥φ = sup

z∈B
|f(z)|φ(z) <∞

}
;

A1(ψ) =
{
f ∈ H(B) : ∥f∥ψ =

∫
B

|f(z)|ψ(z)dν(z) <∞
}
.

Ýòè ïðîñòðàíñòâà â óêàçàííûõ íîðìàõ ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè íîðìèðîâàííûìè

ïðîñòðàíñòâàìè. Èññëåäóåì èõ ñâîéñòâà ïîäðîáíåå.

Ïðè ôèêñèðîâàííîì z ∈ B îòîáðàæåíèå f 7→ f(z) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ôóíêöè-

îíàëîì ¾çíà÷åíèå â òî÷êå¿ â A1(ψ). Êàê ñëåäóåò èç ñëåäóþùåãî ïðåäëîæåíèÿ,

ýòîò ôóíêöèîíàë íåïðåðûâåí.

Ïðåäëîæåíèå 2.1. Äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè f ∈ A1(ψ) è ëþáîé òî÷êè z ∈ B

|f(z)| ≤ 22n

(1− |z|)2n−1

(
2n

∫ 1

(1+|z|)/2
r2n−1ψ(r) dr

)−1

∥f∥ψ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóþùàÿ îöåíêà äëÿ ÿäðà Ïóàññîíà î÷åâèäíà:

(2.4) P (z, ζ) =
1− |z|2

|ζ − z|2n
6 1 + |z|

(1− |z|)2n−1
6 2

(1− |z|)2n−1
.

Ïóñòü z ∈ B è |z| < R < 1. Â ñèëó ñóáãàðìîíè÷íîñòè ôóíêöèè |f(Rz)| â îêðåñò-

íîñòè øàðà B è (2.4) èìååì

(2.5) |f(Rz)| ≤
∫
S

|f(Rζ)|P (z, ζ) dσ(ζ) ≤ 2

(1− |z|)2n−1

∫
S

|f(Rζ)| dσ(ζ).
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Ñðåäíåå èíòåãðàëüíîå M(R) =
∫
S
|f(Rζ)| dσ(ζ) ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé âåëè÷è-

íîé îò R. Ïîýòîìó

2n

∫ 1

R

r2n−1ψ(r) dr

∫
S

|f(Rζ)| dσ(ζ) ≤

≤ 2n

∫ 1

R

∫
S

|f(tζ)| r2n−1ψ(r) drdσ(ζ) =

=

∫
R<|z|<1

|f(z)|ψ(r) dν(z) ≤ ∥f∥ψ.(2.6)

Èç (2.5) è (2.6) ñëåäóåò

|f(Rz)| ≤ 2

(1− |z|)2n−1

(
2n

∫ 1

R

r2n−1ψ(r) dr

)−1

∥f∥ψ.

Ñäåëàâ çàìåíó ïåðåìåííîé Rz 7→ z, ïîëó÷èì

|f(z)| ≤ 2

(R− |z|)2n−1

(
2n

∫ 1

R

r2n−1ψ(r) dr

)−1

∥f∥ψ.

Âçÿâ R = (1 + |z|)/2, ïîëó÷èì íàøå óòâåðæäåíèå. �

Ïðåäëîæåíèå 2.2. Ïðîñòðàíñòâà A1(ψ) è A∞(φ) ÿâëÿþòñÿ áàíàõîâûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ýòè ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè íîðìèðî-

âàííûìè, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü èõ ïîëíîòó. Ñíà÷àëà äîêàæåì ïîëíîòó

A1(ψ). Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fj ôóíäàìåíòàëüíà â A
1(ψ) è ïóñòü K � êîì-

ïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî B. Èç ïðåäëîæåíèÿ 2.1 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà

C = C(K) òàêàÿ, ÷òî

max
z∈K

|f(z)| ≤ C∥f∥ψ

äëÿ âñåõ f ∈ A1(ψ). Ñëåäîâàòåëüíî,

|fj(z)− fk(z)| 6 C∥fj − fk∥ψ

äëÿ ëþáûõ z ∈ K è j, k. Ïîñêîëüêó fj ôóíäàìåíòàëüíà â A1(ψ), òî îòñþäà

ñëåäóåò, ÷òî íà êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâàõ B ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fj ðàâíîìåðíî

ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé ôóíêöèè h, ãîëîìîðôíîé â B. Èç òåîðåìû Ôàòó ñëåäóåò,

÷òî h ∈ A1(ψ).

Ñëó÷àé A∞(φ) ïðîùå. Ïóñòü fj ∈ A∞(φ). Íà êîìïàêòíîì ïîäìíîæåñòâå K øàðà

ôóíêöèÿ φ(z) îòãðàíè÷åíà îò íóëÿ, ïîýòîìó

|fj(z)− fk(z)| ≤ Cφ(z)|fj(z)− fk(z)| = C∥fj − fk∥φ, z ∈ K.
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Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fj ôóíäàìåíòàëüíà â A∞(φ), òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

íà êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâàõ B ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fj ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê

íåêîòîðîé ôóíêöèè h, ãîëîìîðôíîé â B. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî fj ñõîäèòñÿ ê h

è â íîðìå A∞(φ). �

Â ñëåäóþùåì ïðåäëîæåíèè óòâåðæäàåòñÿ íåïðåðûâíîñòü ϱ-ðàñòÿæåíèÿ â ïðî-

ñòðàíñòâå A1(ψ).

Ïðåäëîæåíèå 2.3. Ïóñòü f ∈ A1(ψ) è fϱ(z) = f(ϱz). Òîãäà

∥fϱ − f∥ψ → 0 ïðè ϱ→ 1−.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿ ýëåìåíòà íîðìèðîâàííîãî îáúåìà

dν â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ

(2.7) dν(z) = 2n r2n−1 dr dσ(ζ), z = rζ, ãäå ζ ∈ S,

(ñì., [3, Lemma 1.8]), äëÿ ëþáîãî ÷èñëà δ ∈ (0, 1) áóäåì èìåòü

∥fϱ − f∥ψ ≤
∫
|z|<δ

|f(ϱz)− f(z)|ψ(z) dν(z)+

+ 2n

∫ 1

δ

{∫
S

(|f(ϱrζ)|+ |f(rζ)|)dσ(ζ)
}
r2n−1ψ(r) dr.(2.8)

Ââèäó òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ |f(w)|p ñóáãàðìîíè÷íà, åå ñðåäíåå ïî ñôåðå

m(ϱ) =

∫
S

|f(ϱrζ)|pdσ(ζ)

ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé âåëè÷èíîé îò ϱ: m(ϱ) 6 m(1). Îòñþäà è èç (2.8)

∥fϱ − f∥ψ ≤
∫
|z|<δ

|f(ϱz)− f(z)|ψ(z) dν(z) + 2

∫
δ6|z|<1

|f(z)|ψ(z) dν(z),

îòêóäà âèäíî, ÷òî âûáðàâ ÷èñëî δ, à çàòåì ϱ äîñòàòî÷íî áëèçêèìè ê 1, ïðàâóþ

÷àñòü ýòîãî íåðàâåíñòâà ìîæíî ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî ìàëîé. �

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå n = 1 óòâåðæäåíèÿ ïðåäëîæåíèé 2.2 è 2.3 äîêàçàíû â [1].

Êàê èçâåñòíî, ôóíêöèè, ãîëîìîðôíûå â îêðåñòíîñòè B, ðàâíîìåðíî íà B ïðè-

áëèæàþòñÿ ïîëèíîìàìè îò z (íàïðèìåð, îòðåçêàìè ðÿäà Òåéëîðà), ïîýòîìó èç

ïðåäëîæåíèÿ 2.3 ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå

Ñëåäñòâèå 2.1. Ãîëîìîðôíûå ïîëèíîìû ïëîòíû â A1(ψ).
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Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ïðåäëîæåíèå 2.3 è åãî ñëåäñòâèå äëÿ ïðîñòðàíñòâàA∞(φ)

íåâåðíû. Îíè ñïðàâåäëèâû â ñëåäóþùåì ñëàáîì âàðèàíòå.

Ïðåäëîæåíèå 2.4. Ïóñòü f ∈ A∞(φ). Òîãäà

(i) fϱ ñëàáî
∗ ñõîäèòñÿ ê f ïðè ϱ→ 1−.

(ii) Ãîëîìîðôíûå ïîëèíîìû ñëàáî∗ ïëîòíû â A∞(φ).

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè g ∈ L1(B) èìååò

ìåñòî ðàâåíñòâî

lim
ϱ→1−

∫
B

φ(w)fϱ(w)g(w) dν(w) =

∫
B

φ(w)f(w)g(w) dν(w).

Ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû Ëåáåãà î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå ïîä çíàêîì èíòåãðà-

ëà, ïîñêîëüêó fϱ(w) → f(w) ïîòî÷å÷íî ïðè ϱ → 1− è w ∈ B è, êðîìå òîãî,

|(φfϱ g)(w)| ≤ ∥f∥φ |g(w)|.

(ii) Äëÿ ëþáîãî ϱ ∈ (0, 1) ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà Òåéëîðà ôóíêöèè fϱ(z) ñõîäÿòñÿ

ê íåé ðàâíîìåðíî íà B. Èç ýòîãî ôàêòà, ñ ó÷åòîì äîêàçàííîãî âûøå ïóíêòà (i)

ñëåäóåò óòâåðæäåíèå (ii). �

3. Âñïîìîãàòåëüíûå ëåììû

Âñþäó íèæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî {φ,ψ} ñîñòàâëÿþò íîðìàëüíóþ ïàðó.

Ëåììà 3.1. Äëÿ ëþáîãî ÷èñëà c > 0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà∫
S

dσ(ζ)

|1− ⟨ζ, z⟩|n+c
= O

(
(1− |z|)−c

)
ïðè |z| → 1−.

Äîêàçàòåëüñòâî ñì. â [3, Ãëàâà 1, �3].

Ëåììà 3.2. Äëÿ γ > −1 è m > 1 + γ èìååì∫ 1

0

(1− ρr)−m(1− r)γ dr ≤ C(1− ρ)1+γ−m, 0 < ρ < 1,

ãäå êîíñòàíòà C = C(m, γ) îò ρ íå çàâèñèò.

Äîêàçàòåëüñòâî ñì. â [1].

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé ìîäèôèêàöèåé ëåììû 8 èç [1] è ìû ïðèâå-

äåì åå äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, ÷òî êîíñòàíòà c, âñòðå÷àþùàÿñÿ íèæå â ðàçíûõ

ìåñòàõ, íåîáúÿçàòåëüíî îäíà è òà æå.
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Ëåììà 3.3. Ïóñòü {φ,ψ} � íîðìàëüíàÿ ïàðà, α+ β− k > −1 è m ≥ 1+α+ β.

Òîãäà ∫ 1

0

(1− ρr)−m(1− r)βψ(r) dr ≤ c
1

φ(ρ)
(1− ρ)1+α+β−m, 0 ≤ ρ < 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â îáîçíà÷åíèÿõ (2.2) è (2.3) èìååì∫ 1

0

(1− ρr)−m(1− r)βψ(r) dr =

∫ r0

0

+

∫ 1

r0

= I1 + I2.

Ïåðâûé èíòåãðàë ïðè 0 ≤ ρ < 1 îãðàíè÷åí. Ïðè ρ > r0 äëÿ âòîðîãî èíòåãðàëà

èìååì

I2 =

∫ 1

r0

(1− ρr)−m(1− r)β
(
1− r2

)α 1

φ(r)
dr =

∫ ρ

r0

+

∫ 1

ρ

≤

≤ c

∫ ρ

r0

(1− ρr)−m(1− r)α+β−ε
(1− r)ε

φ(r)
dr+

+c

∫ 1

ρ

(1− ρr)−m(1− r)α+β−k
(1− r)k

φ(r)
dr ≤

≤ c
(1− ρ)ε

φ(ρ)

∫ ρ

r0

(1− ρr)−m(1− r)α+β−ε dr+

+c
(1− ρ)k

φ(ρ)

∫ 1

ρ

(1− ρr)−m(1− r)α+β−k dr.

Îòñþäà è èç ëåììû 3.2 ñëåäóåò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå, òàê êàê α + β − ε >

α+ β − k > −1 è m > 1 + α+ β − ε > 1 + α+ β − k. �

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé.

Ëåììà 3.4. Åñëè α+ β − k > −1 è m ≥ 1 + α+ β, òî

I =

∫
B

(1− |w|2)β

|1− ⟨w, z⟩|n+m
ψ(w) dν(w) ≤ c

1

φ(z)
(1− |z|)1+α+β−m, z ∈ B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü w = rζ, ãäå r = |w|, ζ ∈ S. Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé (2.7),

áóäåì èìåòü

I = 2n

∫ 1

0

(1− r2)βψ(r)r2n−1

(∫
S

dσ(ζ)

|1− ⟨ζ, rz⟩|n+m

)
dr.

Ñîãëàñíî ëåììå 3.1, âíóòðåííèé èíòåãðàë èìååò ïîðÿäîê O
(
(1 − r|z|)−m

)
. Îáî-

çíà÷èâ |z| = ρ, ïîëó÷èì

I ≤ c

∫ 1

0

(1− ρr)−m(1− r)βψ(r) dr.
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Äàëåå, ââèäó ëåììû 3.3,

I ≤ c
1

φ(ρ)
(1− ρ)1+α+β−m = c

1

φ(z)
(1− |z|)1+α+β−m.

�

4. Ïðîåêòîðû

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèÿ

T∞ : A∞(φ) 7→ L∞(B), T1 : A1(ψ) 7→ L1(B),

îïðåäåëÿåìûå ðàâåíñòâàìè T∞f = φf , T1g = ψg. Î÷åâèäíî, îíè ÿâëÿþòñÿ èçî-

ìåòðèÿìè. Äëÿ èõ îáëàñòåé çíà÷åíèé ìû èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

TA1 = T1A
1(ψ), TA∞ = T∞A∞(φ).

Äëÿ α > −1 è 1 ≤ p <∞ ÷åðåç Apα îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé

ïðîñòðàíñòâà Lpα = Lp
(
B, (1− |z|2)αdν(z)

)
, ò.å. Apα = Lpα ∩H(B), à ÷åðåç

Kα(z, w) =
γα

(1− ⟨w, z⟩)n+1+α ,

âîñïðîèçâîäÿùåå ÿäðî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà A2
α. Çäåñü

γα =
Γ(n+ α+ 1)

Γ(n+ 1)Γ(α+ 1)
.

Òåîðåìà 4.1. (i) Îïåðàòîð P îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì

(Ph)(z) =

∫
B

Kα(z, w)h(w)ψ(w) dν(w), h ∈ L∞(B), z ∈ B,

ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì, îòîáðàæàþùèì L∞(B) íà A∞(φ); îïåðà-

òîð T∞P ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ïðîåêòîðîì èç L∞(B) íà åãî ïîäïðîñòðàí-

ñòâî TA∞.

(ii) Îïåðàòîð Q îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì

(Qf)(z) =

∫
B

Kα(z, w)f(w)φ(w) dν(w), f ∈ L1(B), z ∈ B,

ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì, îòîáðàæàþùèì L1(B) íà A1(ψ); îïåðà-

òîð T1Q ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ïðîåêòîðîì èç L1(B) íà åãî ïîäïðîñòðàíñòâî

TA1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Ïðèìåíÿÿ ëåììó 3.4, ïîëó÷èì

|(Ph)(z)| ≤ γα∥h∥∞
∫
B

ψ(w) dν(w)

|1− ⟨w, z⟩|n+1+α ≤ c∥h∥∞
1

φ(z)
,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî P ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì, îòîáðàæàþùèì L∞(B)

â A∞(φ). Ïîêàæåì, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå ñþðüåêòèâíî. Ïóñòü h ∈ A∞(φ). Èìååì

(P (φh))(z) =

∫
B

Kα(z, w)φ(w)h(w)ψ(w) dν(w) =

=

∫
B

Kα(z, w)h(w)
(
1− |w|2

)α
dν(w).(4.1)

Èç (2.2) ñëåäóåò, ÷òî φ(z) ≥ c(1− |z|2)k. Ïîýòîìó

|h(z)|(1− |z|2)α = |f(z)|(1− |z|2)k(1− |z|2)α−k ≤

≤ c1|h(z)|φ(z)(1− |z|2)α−k ≤ c2(1− |z|2)α−k.

Ïîñêîëüêó α − k > −1, òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî h ∈ A1
α. Êàê èçâåñòíî (ñì. [2]

èëè [3]), äëÿ ôóíêöèé h ∈ A1
α ïîñëåäíèé èíòåãðàë â (4.1) ðàâåí h(z). Òàêèì

îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî h ∈ A∞(φ) èìååì (P (φh))(z) = h(z), ò. å. îïåðàòîð PT∞

ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì íà A∞(φ). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî P ÿâëÿåòñÿ ñþðüåêòèâ-

íûì îòîáðàæåíèåì, ñëåäîâàòåëüíî, T∞P ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòîðîì èç L∞(B) íà åãî

ïîäïðîñòðàíñòâî TA∞.

(ii) Ñíîâà èñïîëüçóÿ ëåììó 3.4, áóäåì èìåòü

∥Qf)∥ψ =

∫
B

|(Qf)(z)|ψ(z) dν(z) ≤

≤ γα

∫
B

(∫
B

|f(w)|φ(w) dν(w)
|1− ⟨w, z⟩|n+1+α

)
ψ(z) dν(z) =

= γα

∫
B

(∫
B

ψ(z) dν(z)

|1− ⟨w, z⟩|n+1+α

)
|f(w)|φ(w) dν(w) ≤

≤ c

∫
B

1

φ(w)
|f(w)|φ(w) dν(w) = c∥f∥L1 .

Òàêèì îáðàçîì, Q ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì, îòîáðàæàþùèì L1(B) â

A1(ψ). Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî çíà÷åíèé îïåðàòîðà Q ñîâïàäàåò ñ A1(ψ). Ïóñòü
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g ∈ A1(ψ). Èìååì

(Q(ψg))(z) =

∫
B

Kα(z, w)ψ(w)g(w)φ(w) dν(w) =

=

∫
B

Kα(z, w) g(w)
(
1− |w|2

)α
dν(w).(4.2)

Èç (2.1) ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü φ(z) ñâåðõó. Ïîýòîìó

ψ(z) =
(1− |z|2)α

φ(z)
≥ c(1− |z|2)α.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî A1(ψ) ⊂ A1
α. Ïîýòîìó, êàê è âûøå â ïóíêòå (i), ïîñëåä-

íèé èíòåãðàë â (4.2) ðàâåí g(z). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî g ∈ A1(ψ) èìååì

(Q(ψg))(z) = g(z), ò. å. îïåðàòîð QT1 ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì íà A1(ψ). Òåì

ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî Q ÿâëÿåòñÿ ñþðüåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì, ñëåäîâàòåëüíî,

T1Q ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòîðîì èç L1(B) íà åãî ïîäïðîñòðàíñòâî TA1. �

Ëåììà 4.1. Ïóñòü L(Kα(·, w)) � ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà ôóíêöèé

{Kα(·, w), w ∈ B}. Òîãäà

(i) L(Kα(·, w)) ïëîòíà â A1(ψ);

(ii) L(Kα(·, w)) ñëàáî∗ ïëîòíà â A∞(φ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå (i) ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî L(Kα(·, w)ψ) ïëîòíà

â TA1(ψ), à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñÿêèé ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà

TA1(ψ), àííóëèðóþùèé L(Kα(·, w)ψ), ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì. Òàêèì îáðàçîì, ñ ó÷å-

òîì òåîðåìû Õàíà-Áàíàõà, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî åñëè h ∈ L∞(B) è

(4.3)

∫
B

Kα(z, w)ψ(z)h(z̄) dν(z) = 0

äëÿ âñåõ w ∈ B, òî h àííóëèðóåò âñå ïðîñòðàíñòâî TA1. Ïîëüçóÿñü î÷åâèäíûì

ðàçëîæåíèåì

1

(1− ⟨w, z⟩)n+1+α =

∞∑
k=0

Γ(n+ 1 + k + α)

Γ(n+ 1 + α)Γ(k + 1)
⟨w, z⟩k

è ôîðìóëîé ïîëèíîìà Íüþòîíà, ïîëó÷èì

Kα(z̄, w) = γα

∞∑
k=0

Γ(n+ 1 + k + α)

Γ(n+ 1 + α)Γ(k + 1)

∑
|m|=k

k!

m!
wmzm =

=
∞∑

|m|=0

Γ(n+ |m|+ α+ 1)

Γ(n+ 1)Γ(α+ 1)m!
wmzm.(4.4)
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Èç (4.3) è (4.4) ñëåäóåò

∞∑
|m|=0

Γ(n+ |m|+ α+ 1)

Γ(n+ 1)Γ(α+ 1)m!
wm

∫
B

zmψ(z)h(z̄) dν(z) = 0

äëÿ âñåõ w ∈ B. Ïîýòîìó äëÿ âñåõ ìóëüòèèíäåêñîâ m∫
B

zmψ(z)h(z̄) dν(z) = 0,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî h àííóëèðóåò âñå ãîëîìîðôíûå ïîëèíîìû. Ñîãëàñíî ñëåä-

ñòâèþ ê ïðåäëîæåíèþ 2.3, h àííóëèðóåò âñå ïðîñòðàíñòâî TA1.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ïóíêò (ii), ïðè÷åì â ýòîì ñëó÷àå ïðèìåíÿåòñÿ ïðåäëî-

æåíèå 2.4(ii). �

Íèæå èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå

(h1, h2) =

∫
B

h1(z̄)h2(z) dν(z), h1 ∈ L∞(B), h2 ∈ L1(B).

Òåîðåìà 4.2. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàçëîæåíèÿ â ïðÿìóþ ñóììó:

(i) L∞(B) = TA∞
⊕(

TA1
)⊥

,

(ii) L1(B) = TA1
⊕

(TA∞)
⊥
,

ãäå
(
TA1

)⊥
=
{
f ∈ L∞(B) : (f, ψg) = 0, äëÿ âñåõ g ∈ A1

}
,

(TA∞)
⊥
=
{
g ∈ L1(B) : (φf, g) = 0, äëÿ âñåõ f ∈ A∞

}
.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Ñîãëàñíî òåîðåìå 4.1, îïåðàòîð T∞P ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åí-

íûì ïðîåêòîðîì èç L∞(B) íà TA∞. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ÿäðîì

ýòîãî ïðîåêòîðà ñëóæèò
(
TA1

)⊥
. Èç îïðåäåëåíèÿ T∞P ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ

f ∈ L∞(B) ïðèíàäëåæèò ÿäðó îïåðàòîðà T∞P òîãäà è òîëüêî òîãäà, åñëè

(4.5)

∫
B

f(z)ψ(z)Kα(z, w) dν(z) = 0 äëÿ âñåõ w ∈ B.

Ñîãëàñíî ëåììå 4.1 êîíå÷íûå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ôóíêöèé {Kα(·, w), w ∈ B}

ïëîòíû â ïðîñòðàíñòâå A1(ψ). Ïîýòîìó (4.5) ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî (f, ψg) = 0

äëÿ âñåõ g ∈ A1, ò. å. f ∈
(
TA1

)⊥
.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ (ii). �

Abstract. The paper studies some bounded operators in the Banach spaces L∞(B)

and L1(B) over the unit ball B of Cn, the range of which are the corresponding
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holomorphic subspaces A∞(φ) and A1(ψ) depending on a normal pair of weight-

functions {φ,ψ}.
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