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1. Ââåäåíèå

Ìàðòèíãàëüíûé ìåòîä ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñàìûõ âîñòðåáîâàííûõ â òåîðèè ñëó-

÷àéíûõ ïðîöåññîâ, îñîáåííî â âîïðîñàõ ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñëó÷àé-

íûõ âåëè÷èí è â ïðåäåëüíûõ òåîðåìàõ äëÿ ñóìì ñëó÷àéíûõ ñëàãàåìûõ (ñì., íà-

ïðèìåð, [1] - [4]). Â òî æå âðåìÿ, äàííûé ìåòîä, ïðåêðàñíî çàðåêîìåíäîâàâøèé

ñåáÿ â îäíîìåðíûõ çàäà÷àõ, â ïðèìåíåíèè ê ìíîãîìåðíûì ñèñòåìàì (ñëó÷àéíûå

ïîëÿ) ïîêà åùå íå ñòîëü ïðîäóêòèâåí.

Ñòàíäàðòíîå îáúÿñíåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî îáû÷íîå îïðåäåëåíèå ìàðòèíãàëà

ñóùåñòâåííåéøèì îáðàçîì îïèðàåòñÿ íà ñâîéñòâî àáñîëþòíîé óïîðÿäî÷åííîñòè

ïðÿìîé, òîãäà êàê ïðîñòðàíñòâåííûå ñòðóêòóðû ýòèì ñâîéñòâîì íå îáëàäàþò.

Ïî ýòîé ïðè÷èíå, íàïðèìåð, îäèí èç îñíîâíûõ ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ îäíîìåðíûõ

ìàðòèíãàëîâ êàê ñóììû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, öåíòðèðîâàííûõ óñëîâíûìè ìàòå-

ìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè, â ïðèìåíåíèè ê ñëó÷àéíûì ïîëÿì ïðèâîäèò ê âåñüìà

èñêóññòâåííûì êîíñòðóêöèÿì, ïîëåçíîñòü êîòîðûõ íå ñîâñåì î÷åâèäíà.
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Îòñþäà ÿñíî, ÷òî äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ìàðòèíãàëüíîãî ìåòîäà â ìíîãîìåðíîì

ñëó÷àå ïðèíöèïèàëüíî âàæíî èìåòü òàêîå îïðåäåëåíèå ìàðòèíãàëà, â ðàìêàõ

êîòîðîãî âîçìîæíî ïîñòðîåíèå äîñòàòî÷íî èíòåðåñíûõ êëàññîâ ñëó÷àéíûõ îáú-

åêòîâ, îáëàäàþùèõ ìàðòèíãàëüíûì ñâîéñòâîì.

Â ðàáîòàõ [5, 6] ïðèâåäåíû âåñüìà øèðîêèå êëàññû ñëó÷àéíûõ ïîëåé, ó êîòî-

ðûõ ñóììû êîìïîíåíò ïî âîçðàñòàþùèì ìíîæåñòâàì îáðàçóþò ìàðòèíãàë (ìàð-

òèíãàë-ðàçíîñòíûå ñëó÷àéíûå ïîëÿ). Îäíèì èç òàêèõ êëàññîâ ÿâëÿåòñÿ êëàññ

ñëó÷àéíûõ ïîëåé ñ ñèììåòðè÷íûì ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì è ÷åòíûìè ïëîò-

íîñòÿìè. Âàæíûì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äàííûé êðèòåðèé ìàðòèíãàëüíîñòè âïîëíå

ïðèëîæèì ê ãèááñîâñêèì ñëó÷àéíûì ïîëÿì: ãèááñîâñêèå ñëó÷àéíûå ïîëÿ ñ ñèì-

ìåòðè÷íûì ïðîñòðàíñòâîì ñïèíîâ è ÷åòíûì ïîòåíöèàëîì ÿâëÿþòñÿ ìàðòèíãàë-

ðàçíîñòÿìè.

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ âîïðîñû, îòíîñÿùèåñÿ ê ïðåäåëüíûì òåîðåìàì äëÿ ìíîãî-

ìåðíûõ ìàðòèíãàëîâ, ïðèâëåêàþò âñå áîëüøåå âíèìàíèå (ñì., íàïðèìåð, [5] -

[13]). Îòìåòèì, ÷òî äëÿ îäíîðîäíûõ ìàðòèíãàë-ðàçíîñòíûõ ñëó÷àéíûõ ïîëåé

Öåíòðàëüíàÿ Ïðåäåëüíàÿ Òåîðåìà (ÖÏÒ) âåðíà ïðè ìèíèìàëüíûõ óñëîâèÿõ: ñó-

ùåñòâîâàíèå âòîðîãî ìîìåíòà è ýðãîäè÷íîñòü (ñì. [7]). Ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ

âåðíà è ôóíêöèîíàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà (ñì. [8]). ×òî êàñàåòñÿ ÖÏÒ äëÿ

ãèááñîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ïîëåé, òî, ïîñêîëüêó â îáëàñòè åäèíñòâåííîñòè ýòè ïîëÿ

ýðãîäè÷íû, òî â ýòîé îáëàñòè äëÿ ìàðòèíãàë-ðàçíîñòíûõ ãèááñîâñêèõ ñëó÷àéíûõ

ïîëåé àñèìïòîòè÷åñêàÿ íîðìàëüíîñòü èìååò ìåñòî. Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíåíèå

ìàðòèíãàëüíîãî ìåòîäà ïîçâîëÿåò ñ íîâîé òî÷êè çðåíèÿ ðàññìàòðèâàòü âîïðîñû,

ñâÿçàííûå ñî ñôåðîé ïðèëîæåíèÿ ÖÏÒ ê ãèááñîâñêèì ñëó÷àéíûì ïîëÿì.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîñðåäñòâîì ìåòîäà ðàíäîìèçàöèè ñóùåñòâåííî îáîáùà-

åòñÿ êðèòåðèé ìàðòèíãàëüíîñòè, ïðåäëîæåííûé â ðàáîòå [5], ÷òî ïîçâîëÿåò çíà-

÷èòåëüíî ðàñøèðèòü îáëàñòü ñïðàâåäëèâîñòè ïðåäåëüíûõ òåîðåì (ÖÏÒ, ôóíêöè-

îíàëüíàÿ è ëîêàëüíàÿ ïðåäåëüíûå òåîðåìû) äëÿ ãèááñîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ïîëåé.

2. ÂÂÎÄÍÀß ×ÀÑÒÜ

Ñëó÷àéíûå ïîëÿ. Ïóñòü Zd, d ≥ 1 � öåëî÷èñëåííàÿ ðåøåòêà è X ⊂ R1 �

êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, |X| < ∞.
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Ñëó÷àéíûì ïîëåì, çàäàííûì íà Zd, ñ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì X, áóäåì íà-

çûâàòü ñîâîêóïíîñòü (ξt) =
(
ξt, t ∈ Zd

)
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, êàæäàÿ èç êîòîðûõ

ïðèíèìàåò çíà÷åíèå â X.

Äëÿ S ⊂ Zd îáîçíà÷èì ÷åðåç XS = {(xt, t ∈ S)} ìíîæåñòâî êîíôèãóðàöèé íà

S. Äëÿ S = Ø ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî XØ = {Ø}. Äëÿ ëþáûõ S, T ⊂ Zd, òàêèõ,

÷òî S ∩ T = Ø è ëþáûõ êîíôèãóðàöèé x ∈ XS è y ∈ XT îáîçíà÷èì ÷åðåç xy

êîíêàòåíàöèþ x è y, ò.å. òàêóþ êîíôèãóðàöèþ íà S ∪ T , êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ x

íà S è ñ y íà T . Äëÿ S ⊂ T , x ∈ XT , îáîçíà÷èì ÷åðåç xS ñóæåíèå êîíôèãóðàöèè

x íà S.

Ïóñòü ℑZ
d

�σ-àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ öèëèíäðè÷åñêèìè ïîäìíîæåñòâàìèXZd

. Ðàñ-

ïðåäåëåíèåì ñëó÷àéíîãî ïîëÿ (ξt) íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà P íà
(
XZd

,ℑZd
)
,

òàêàÿ, ÷òî

Pr
{(

ξt, t ∈ Zd
)
∈ B

}
= P (B) , B ∈ ℑZd

.

Äëÿ âñåõ S ⊂ Zd îáîçíà÷èì ÷åðåç W (S) = {V ⊂ S, |V | < ∞} ìíîæåñòâî âñåõ

êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ S. Ïðè S = Zd áóäåì èñïîëüçîâàòü áîëåå ïðîñòîå îáî-

çíà÷åíèå W . Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé Êîëìîãîðîâà, çàäàíèå ðàñïðåäåëåíèÿ P

ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ýêâèâàëåíòíî çàäàíèþ ñîãëàñîâàííîé ñèñòåìû {PV , V ∈ W} êî-

íå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíîãî ïîëÿ, ò.å. òàêîé ñèñòåìû, ÷òî äëÿ âñåõ

I ⊂ V , I, V ∈ W ∑
u∈XV \I

PV (xu) = PI (x) , x ∈ XI ,

ãäå

PV

(
x1, ..., x|V |

)
= Pr

{
ξt1 = x1, ..., ξt|V | = x|V |

}
.

Ñëó÷àéíîå ïîëå (ξt) íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî V ∈ W ðàñ-

ïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé PV (x) > 0 äëÿ âñåõ x ∈ XV , è íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì,

åñëè äëÿ âñåõ V ∈ W è a ∈ Zd âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

P (ξt = xt, t ∈ V ) = P (ξt+a = xt, t ∈ V ) , xt ∈ X.

Îäíîðîäíîå ñëó÷àéíîå ïîëå (ξt) íàçûâàåòñÿ ýðãîäè÷åñêèì, åñëè äëÿ âñåõ V,Λ ∈ W

èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

lim
n→∞

1

|In|
∑
t∈In

P ({ξt = xt, t ∈ V } ∩ {ξs+k = us, s ∈ Λ}) = P (ξt = xt, t ∈ V )P (ξs = us, s ∈ Λ) ,
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ãäå In � êóá ñî ñòîðîíîé n, à xt, us ∈ X.

Äëÿ ñëó÷àéíîãî ïîëÿ (ξt) è ëþáîãî V ∈ W óñëîâíîé âåðîÿòíîñòüþ qx̄V (x),

x ∈ XV , V ∈ W ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè x̄ ∈ XZd\V íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèé

ïðåäåë

(2.1) qx̄V (x) = lim
Ṽ ↑Zd\V

PṼ ∪V

(
ξt = xt, t ∈ V, ξs = x̄s, s ∈ Ṽ

)
PṼ

(
ξs = x̄s, s ∈ Ṽ

) ,

êîòîðûé ñóùåñòâóåò ïî÷òè âñþäó. Ñëåäóÿ Äîáðóøèíó (ñì. [14, 15]), ñîâîêóïíîñòü

Q =
{
qx̄V , x̄ ∈ XZd\V , V ∈ W

}
áóäåì íàçûâàòü óñëîâíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñëó÷àé-

íîãî ïîëÿ (ξt). Ïîäñèñòåìó Q(1) =
{
qx̄t , x̄ ∈ XZd\{t}, t ∈ Zd

}
óñëîâíîãî ðàñïðåäå-

ëåíèÿ Q ñëó÷àéíîãî ïîëÿ áóäåì íàçûâàòü åãî îäíîòî÷å÷íûì óñëîâíûì ðàñïðåäå-

ëåíèåì (ñì. [16]). Èçâåñòíî (ñì. [17]), ÷òî ñëó÷àéíûå ïîëÿ ñ êîíå÷íûì ôàçîâûì

ïðîñòðàíñòâîì èìåþò ïî êðàéíåé ìåðå îäíó âåðñèþ óñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Q,

äëÿ êîòîðîãî ïðåäåëû (2.1) ñóùåñòâóþò äëÿ âñåõ x̄ ∈ XZd\V , V ∈ W . Äàëåå ïîä

óñëîâíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ìû áóäåì ïîíèìàòü èìåííî òàêóþ

ñîâîêóïíîñòü ïðåäåëîâ (2.1).

Ïóñòü (ξt) � ñëó÷àéíîå ïîëå è SV =
∑
t∈V

ξt, V ∈ W . Ïóñòü äëÿ äàííîãî ïîëÿ

lim
n→∞

DSVn

n
= σ, 0 < σ < ∞, ãäå Vn � d-ìåðíûé êóá ñî ñòîðîíîé n, n = 1, 2, ....

Ñêàæåì, ÷òî äëÿ ñëó÷àéíîãî ïîëÿ (ξt) ñïðàâåäëèâà ÖÏÒ, åñëè

lim
n→∞

P

(
SVn −MSVn√

DSVn

< x

)
=

1√
2π

x∫
−∞

e−u2/2du, x ∈ R1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî SV ïðèíèìàåò öåëî÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ, è ïóñòü j ∈ Z. Ñêà-

æåì, ÷òî äëÿ ñëó÷àéíîãî ïîëÿ (ξt) ñïðàâåäëèâà Ëîêàëüíàÿ Ïðåäåëüíàÿ Òåîðåìà

(ËÏÒ), åñëè

sup
j

∣∣∣∣∣√DSVn
P (SVn

= j)− 1√
2π

exp

{
− (SVn −MSVn)

2

2DSVn

}∣∣∣∣∣→ 0 ïðè n → ∞.

Ìàðòèíãàë-ðàçíîñòíûå ñëó÷àéíûå ïîëÿ. Ñëó÷àéíîå ïîëå (ξt) íàçûâàåòñÿ

ìàðòèíãàë-ðàçíîñòíûì ñëó÷àéíûì ïîëåì (ñì. [5]), åñëè äëÿ âñåõ t ∈ Zd

M |ξt| < ∞ è M
(
ξt
/
ξs, s ∈ Zd\ {t}

)
= 0 (ï.í.).
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Çäåñü M
(
ξt
/
ξs, s ∈ Zd\ {t}

)
� óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ξt îòíîñèòåëü-

íî σ-àëãåáðû, ïîðîæäåííîé ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ξs, s ∈ Zd\ {t}, t ∈ Zd.

Ìàðòèíãàë-ðàçíîñòíûå ñëó÷àéíûå ïîëÿ èíòåðåñíû òåì, ÷òî ñóììû èõ êîìïî-

íåíò SV îáðàçóþò ìàðòèíãàë îòíîñèòåëüíî ëþáîé âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ ðåøåòêè Zd, à ÖÏÒ äëÿ òàêèõ ïîëåé èìååò ìåñòî ïðè

ìèíèìàëüíûõ óñëîâèÿõ.

Òåîðåìà 2.1. ([7]). Ïóñòü (ξt) � îäíîðîäíîå ýðãîäè÷åñêîå ìàðòèíãàë-ðàçíîñò-

íîå ñëó÷àéíîå ïîëå, òàêîå, ÷òî Mξ20 > 0. Òîãäà äëÿ ýòîãî ïîëÿ ñïðàâåäëèâà

ÖÏÒ.

Ãèááñîâñêèå ñëó÷àéíûå ïîëÿ. Â îñíîâå îïðåäåëåíèÿ ãèááñîâñêèõ ñëó÷àé-

íûõ ïîëåé îáû÷íî ëåæèò ïîíÿòèå ïîòåíöèàëà. Ñîâîêóïíîñòü ôóíêöèé

Φ =
{
ΦV (x) , x ∈ XV , V ∈ W

}
,

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ∑
J∈W :J ̸=Ø

sup
x∈XJ

|ΦJ (x)| < ∞,

íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëîì âçàèìîäåéñòâèÿ. Äëÿ êàæäîãî V ∈ W è x̄ ∈ XZd\V

îïðåäåëèì ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ

U x̄
V (x) =

∑
J⊂V :J ̸=Ø

∑
J̃∈W (Zd\V )

Φ(xJ x̄J̃).

Ðàññìîòðèì ñîâîêóïíîñòü êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé ñëåäó-

þùåãî âèäà

qx̄V (x) =
exp {−U x̄

V (x)}∑
z∈XV

exp {−U x̄
V (z)}

, x ∈ XV , x̄ ∈ XZd\V , V ∈ W,

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ãèááñîâñêîé ñïåöèôèêàöèåé (ñì. [14, 15]).

Ñîãëàñíî Äîáðóøèíó ([15]), ãèááñîâñêèì ñëó÷àéíûì ïîëåì, îòâå÷àþùèì ïî-

òåíöèàëó Φ, íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíîå ïîëå, èìåþùåå âåðñèþ óñëîâíîãî ðàñïðåäåëå-

íèÿ, ïî÷òè âñþäó ñîâïàäàþùóþ ñ ãèááñîâñêîé ñïåöèôèêàöèåé, ïîñòðîåííîé ïî

ýòîìó ïîòåíöèàëó.

Ïðèâåäåì óñëîâèÿ íà ïîòåíöèàë, ïðè êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùåå ãèááñîâñêîå

ñëó÷àéíîå ïîëå ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãàë-ðàçíîñòíûì (ñì. [5]).
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Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü (ξt) � ãèááñîâñêîå ñëó÷àéíîå ïîëå, îòâå÷àþùåå ïîòåíöè-

àëó Φ, êîìïîíåíòû êîòîðîãî ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ â ñèììåòðè÷íîì îòíîñè-

òåëüíî íóëÿ ìíîæåñòâå X. Åñëè Φ�÷åòíûé ïîòåíöèàë, ò.å.

ΦV (θtxt, t ∈ V ) = ΦV (xt, t ∈ V ) , V ∈ W,

äëÿ âñåõ θt ∈ {1,−1}, òîãäà ãèááñîâñêîå ñëó÷àéíîå ïîëå (ξt) ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãàë-

ðàçíîñòíûì.

Ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ ãèááñîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ïîëåé èãðàþò âàæíåéøóþ ðîëü

â ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêå, è ýòîé ïðîáëåìàòèêå ïîñâÿùåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî

ðàáîò (ñì., íàïðèìåð, ([18]�[22]). Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè äîêàçàòåëüñòâå ÖÏÒ

äëÿ ãèááñîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ïîëåé, ïîìèìî òðåáîâàíèÿ ìàëîñòè íîðìû ïîòåíöèà-

ëà, êàê ïðàâèëî, íàêëàäûâàþòñÿ îïðåäåëåííûå óñëîâèÿ è íà ñêîðîñòü óáûâàíèÿ

êîððåëÿöèè. Îäíàêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ãèááñîâñêîå ñëó÷àéíîå ïîëå ÿâëÿåòñÿ

ìàðòèíãàë-ðàçíîñòíûì, â ýòîì íåò íåîáõîäèìîñòè � äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè ÖÏÒ

äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äàííîå ïîëå îáëàäàëî ýðãîäè÷åñêèì ñâîéñòâîì. Ïðèâåäåì ñî-

îòâåòñòâóþùåå óòâåðæäåíèå, ÿâëÿþùååñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåì 2.1 è 2.2.

Ñëåäñòâèå 2.1. Ïóñòü Φ � ÷åòíûé ïîòåíöèàë, òàêîé, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå

ãèááñîâñêîå ñëó÷àéíîå ïîëå (ξt) ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì, ýðãîäè÷åñêèì è Mξ20 > 0.

Òîãäà äëÿ äàííîãî ïîëÿ ñïðàâåäëèâà ÖÏÒ.

Â ðàáîòå [20] äëÿ ãèááñîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ïîëåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîòåíöèà-

ëàì ñ êîíå÷íûì ðàäèóñîì äåéñòâèÿ, ïîêàçàíî, ÷òî ËÏÒ ñëåäóåò èç ÖÏÒ. Òàêèì

îáðàçîì, èìååò ìåñòî è ñëåäóþùèé ôàêò.

Ñëåäñòâèå 2.2. Ïóñòü Φ � ÷åòíûé ïîòåíöèàë ñ êîíå÷íûì ðàäèóñîì äåéñòâèÿ,

òàêîé, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå ãèááñîâñêîå ñëó÷àéíîå ïîëå (ξt) ÿâëÿåòñÿ îäíî-

ðîäíûì, ýðãîäè÷åñêèì è Mξ20 > 0. Òîãäà äëÿ äàííîãî ïîëÿ ñïðàâåäëèâà ËÏÒ.

Â äàëüíåéøåì íàìè òàêæå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ââåäåííîå â ðàáîòå [16] îïðå-

äåëåíèå ãèááñîâñêîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ, íå èñïîëüçóþùåå ïîíÿòèå ïîòåíöèàëà:

ñëó÷àéíîå ïîëå (ξt) ñ ðàñïðåäåëåíèåì P íàçûâàåòñÿ ãèááñîâñêèì, åñëè îíî ïîëî-

æèòåëüíî è äëÿ êàæäîãî x ∈ X ñóùåñòâóåò ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûé ðàâíîìåðíûé
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ïî x̄ ∈ XZd\{t} ïðåäåë

qx̄t (x) = lim
V ↑Zd\{t}

PV ∪{t} (xx̄V )

PV (x̄V )
, t ∈ Zd.

Ñîâîêóïíîñòü Q(1) =
{
qx̄t , x̄ ∈ XZd\{t}, t ∈ Zd

}
íàçûâàåòñÿ îäíîòî÷å÷íîé êàíîíè-

÷åñêîé ñïåöèôèêàöèåé.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà-ïðåäñòàâëåíèå ïîêàçûâàåò ýêâèâàëåíòíîñòü ïðèâåäåííûõ

îïðåäåëåíèé ãèááñîâñêîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ.

Òåîðåìà 2.3. Åñëè P � ãèááñîâñêîå ñëó÷àéíîå ïîëå, òî îäíîòî÷å÷íàÿ êàíîíè-

÷åñêàÿ ñïåöèôèêàöèÿ äîïóñêàåò ãèááñîâñêîå ïðåäñòàâëåíèå ñ ïîìîùüþ ðàâíî-

ìåðíî ñõîäÿùåãîñÿ ïîòåíöèàëà. Îáðàòíî, åñëè ñëó÷àéíîå ïîëå èìååò âåðñèþ

óñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðîå äîïóñêàåò ãèááñîâñêîå ïðåäñòàâëåíèå ñ ðàâ-

íîìåðíî ñõîäÿùèìñÿ ïîòåíöèàëîì, òî ïîëå P � ãèááñîâñêîå.

3. Ðàíäîìèçàöèÿ ñëó÷àéíûõ ïîëåé

Ðàíäîìèçàöèÿ. Ïóñòü X,Y ⊂ R1 � êîíå÷íûå ìíîæåñòâà è V ∈ W . Ïóñòü

φV : Y V → XV � íåêîòîðîå ñþðüåêòèâíîå îòîáðàæåíèå è φ−1
V (x) � ïðîîáðàç

x ∈ XV ïðè îòîáðàæåíèè φV .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Rφ
V =

{
Rφ,x

V , x ∈ XV
}
� ñîâîêóïíîñòü ðàñïðåäåëåíèé âåðî-

ÿòíîñòåé íà Y V , òàêèõ, ÷òî äëÿ êàæäîãî x ∈ XV

Rφ,x
V (y) > 0, y ∈ φ−1

V (x) è Rφ,x
V (y) = 0, y /∈ φ−1

V (x) .

Òàêóþ ñîâîêóïíîñòü Rφ
V ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé áóäåì íàçûâàòü ðàíäîìè-

çàöèåé íà Y V . Â äàëüíåéøåì äëÿ Rφ
V è Rφ,x

V òàêæå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ îáî-

çíà÷åíèÿ RV è Rx
V ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòü P̂V � íåêîòîðîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé íà Y V . Íåòðóäíî ïðîâå-

ðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ

(3.1) PV (x) =
∑

y∈φ−1
V (x)

P̂V (y), x ∈ XV ,
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ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé íà XV . Ðàññìîòðèì îáðàòíóþ çàäà÷ó �

íàõîæäåíèå òàêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé P̂V íà Y V , êîòîðîå ïðè çàäàí-

íûõ ðàñïðåäåëåíèè âåðîÿòíîñòåé PV íà XV è îòîáðàæåíèè φV óäîâëåòâîðÿåò

ñîîòíîøåíèþ (3.1). Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 3.1. Ïóñòü PV � íåêîòîðîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé íà XV è Rφ
V

� íåêîòîðàÿ ðàíäîìèçàöèÿ íà Y V . Òîãäà ôóíêöèÿ

(3.2) P̂V (y) =
∑

z∈XV

Rz
V (y)PV (z), y ∈ Y V ,

ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé íà Y V , óäîâëåòâîðÿþùèì ïðè êàæäîì

x ∈ XV ñîîòíîøåíèþ (3.1).

Îáðàòíî, åñëè íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ P̂V (y), y ∈ Y V ïðè êàæäîì x ∈ XV óäî-

âëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (3.1), òîãäà ñóùåñòâóåò ðàíäîìèçàöèÿ Rφ
V íà Y V ,

òàêàÿ, ÷òî

P̂V (y) =
∑

z∈XV

Rz
V (y)PV (z), y ∈ Y V ,

ïðè÷åì

Rx
V (y) =

 P̂V (y)

( ∑
y∈φ−1

V (x)

P̂V (y)

)−1

, y ∈ φ−1
V (x) ,

0, y /∈ φ−1
V (x) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ P̂V (y), y ∈ Y V , îïðåäåëÿåìàÿ

ñîîòíîøåíèåì (3.2), åñòü ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé. Ïîêàæåì, ÷òî P̂V (y) óäî-

âëåòâîðÿåò (3.1). Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ êàæäîãî x ∈ XV èìååì∑
y∈φ−1

V (x)

P̂V (y) =
∑

y∈φ−1
V (x)

∑
z∈XV

Rz
V (y)PV (z) =

∑
z∈XV

PV (z)
∑

y∈φ−1
V (x)

Rz
V (y) =

= PV (x)
∑

y∈φ−1
V (x)

Rx
V (y) = PV (x) .

Ïóñòü òåïåðü P̂V (y), y ∈ Y V � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñîîò-

íîøåíèþ (3.1). Òîãäà äëÿ x ∈ XV ìîæåì íàïèñàòü

P̂V (y) = PV (x) · P̂V (y)

PV (x)
= PV (x) · P̂V (y)∑

y∈φ−1
V (x)

P̂V (y)
.
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Äàëåå, ïîëîæèì Rx
V (y) = P̂V (y)

( ∑
y∈φ−1

V (x)

P̂V (y)

)−1

ïðè y ∈ φ−1
V (x) è Rx

V (y) = 0

ïðè y /∈ φ−1
V (x). Òîãäà

P̂V (y) = PV (x)Rx
V (y) =

∑
z∈XV

PV (z)Rz
V (y), y ∈ Y V .

�

Â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü îòîáðàæåíèå φS : Y S → XS ñïåöèàëüíî-

ãî âèäà, êîòîðîå äëÿ ôèêñèðîâàííîãî îòîáðàæåíèÿ φ : Y → X îïðåäåëÿåòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

φS (y) = φS ((yt, t ∈ S)) = (φ (yt) , t ∈ S) ,

y = (yt, t ∈ S) ∈ Y S , S ⊂ Zd.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ðàíäîìèçàöèé.

Ëåììà 3.2. Ïóñòü äëÿ âñåõ t ∈ V çàäàíà ðàíäîìèçàöèÿ Rt = {Rx
t , x ∈ X} íà

Y {t} è ïóñòü

(3.3) Rx
V (y) =

∏
t∈V

Rxt
t (yt),

y = (yt, t ∈ V ) ∈ Y V , x = (xt, t ∈ V ) ∈ XV . Òîãäà ñîâîêóïíîñòü RV =
{
Rx

V , x ∈ XV
}

ÿâëÿåòñÿ ðàíäîìèçàöèåé íà Y V .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ âñåõ x ∈ XV èìååì Rx
V (y) ≥ 0, y ∈ Y V è∑

y∈Y V

Rx
V (y) =

∑
y∈Y V

∏
t∈V

Rxt
t (yt) =

∑
yt1

∈Y

R
xt1
t1 (yt1) ...

∑
yt|V |∈Y

R
xt|V |
t|V |

(
yt|V |

)
= 1.

Äàëåå, ïîñêîëüêó äëÿ âñåõ xt ∈ X è t ∈ Zd, Rxt
t (yt) > 0 ïðè yt ∈ φ−1 (xt) è

Rxt
t (yt) = 0 ïðè yt /∈ φ−1 (xt), òî äëÿ âñåõ x ∈ XV ,

∏
t∈V

Rxt
t (yt) > 0 ïðè y ∈ φ−1

V (x)

è
∏
t∈V

Rxt
t (yt) = 0 ïðè y /∈ φ−1

V (x). �

Ðàíäîìèçàöèþ Rt = {Rx
t , x ∈ X} íà Y {t}, t ∈ Zd áóäåì íàçûâàòü ðàâíîìåðíîé,

åñëè äëÿ âñåõ x ∈ X

(3.4) Rx
t (y) =


1

|φ−1 (x)|
, y ∈ φ−1 (x) ,

0, y /∈ φ−1 (x) .
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Ñîâîêóïíîñòü R =
{
Rt, t ∈ Zd

}
ðàíäîìèçàöèé Rt íà Y {t} áóäåì íàçûâàòü îä-

íîðîäíîé, åñëè äëÿ âñåõ t ∈ Zd

Rx
t (y) = Rx (y) , x ∈ X, y ∈ Y.

Àññîöèèðîâàííûå ñëó÷àéíûå ïîëÿ. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü çàäàíî ñëó÷àéíîå ïîëå (ξt) ñ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì X,

ìíîæåñòâî Y , îòîáðàæåíèå φ : Y → X è ñîâîêóïíîñòü ðàíäîìèçàöèé R ={
Rt, t ∈ Zd

}
. Òîãäà ñóùåñòâóåò ñëó÷àéíîå ïîëå (ηt) ñ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì

Y , òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ V ∈ W

P (ξt = xt, t ∈ V ) = P (φ (ηt) = xt, t ∈ V ) , xt ∈ X, t ∈ V.

Êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíîãî ïîëÿ (ηt) èìåþò âèä

P (ηt = yt, t ∈ V ) =
∏
t∈V

R
φ(yt)
t (yt) · P (ξt = φ (yt) , t ∈ V ) , yt ∈ Y,

èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî,

P (ηt = yt, t ∈ V ) =
∏
t∈V

Rxt
t (yt) · P (ξt = xt, t ∈ V ) , yt ∈ φ−1 (xt) ,

xt ∈ X, t ∈ V .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {PV , V ∈ W} � ñîâîêóïíîñòü êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäå-

ëåíèé ñëó÷àéíîãî ïîëÿ (ξt). Äëÿ âñåõ V ∈ W îáîçíà÷èì

Rx
V (y) =

∏
t∈V

Rxt
t (yt),

y = (yt, t ∈ V ) ∈ Y V , x = (xt, t ∈ V ) ∈ XV . Â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 3.2, ñîâî-

êóïíîñòü RV =
{
Rx

V , x ∈ XV
}
ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ðàíäîìèçàöèé íà Y V . Äëÿ

êàæäîãî V ∈ W îïðåäåëèì ôóíêöèþ

P̂V (y) =
∑

x∈XV

Rx
V (y)PV (x), y ∈ Y V ,

êîòîðàÿ, â ñèëó ëåììû 3.1, ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé íà Y V . Ïîêà-

æåì, ÷òî ñîâîêóïíîñòü êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé
{
P̂V , V ∈ W

}
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ñîãëàñîâàíà ïî Êîëìîãîðîâó. Ñ ó÷åòîì ñîãëàñîâàííîñòè {PV , V ∈ W}, ìîæåì íà-

ïèñàòü∑
w∈Y V \I

P̂V (yw) =
∑

w∈Y V \I

∑
x∈XI ,u∈XV \I

Rxu
V (yw)PV (xu) =

=
∑

x∈XI

∑
u∈XV \I

PV (xu)
∑

w∈Y V \I

∏
t∈I

Rxt
t (yt) ·

∏
t∈V \I

Rut
t (wt) =

=
∑

x∈XI

Rx
I (y)

∑
u∈XV \I

PV (xu)
∑

w∈Y V \I
Ru

V \I (w) =
∑

x∈XI

Rx
I (y)PI (x) = P̂I (y) .

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó òåîðåìû Êîëìîãîðîâà, ñóùåñòâóåò ñëó÷àéíîå ïîëå (ηt),

äëÿ êîòîðîãî
{
P̂V , V ∈ W

}
ÿâëÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäå-

ëåíèé âåðîÿòíîñòåé, ïðè÷åì äëÿ âñåõ x ∈ XV

P (ηt = yt, t ∈ V ) = P̂V (y) =
∑

x∈XV

Rx
V (y)PV (x) =

∑
x∈XV

Rx
V (y)P (ξt = xt, t ∈ V ),

y ∈ Y V . Òîãäà äëÿ y ∈ φ−1
V (x)

P (ηt = yt, t ∈ V ) = Rx
V (y)P (ξt = xt, t ∈ V ) =

∏
t∈V

Rxt
t (yt) · P (ξt = xt, t ∈ V ) .

Äàëåå, â ñèëó Ëåììû 3.1, äëÿ âñåõ V ∈ W ìîæåì íàïèñàòü

P (ξt = xt, t ∈ V ) =
∑

y∈φ−1
V (x)

P (ηt = yt, t ∈ V ), x ∈ XV .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ëþáîãî x ∈ XV èìååì∑
y∈φ−1

V (x)

P (ηt = yt, t ∈ V ) = P
(
ηt ∈ φ−1 (xt), t ∈ V

)
= P (φ (ηt) = xt, t ∈ V ) .

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ x ∈ XV

P (ξt = xt, t ∈ V ) = P (φ (ηt) = xt, t ∈ V ) , t ∈ Zd.

�

Ñëó÷àéíîå ïîëå (ηt) íàçîâåì àññîöèèðîâàííûì ñî ñëó÷àéíûì ïîëåì (ξt) (ïî-

ñðåäñòâîì îòîáðàæåíèÿ φ è ñîâîêóïíîñòè ðàíäîìèçàöèé R).

Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ ôîðìóëà ñâÿçè óñëîâíûõ îäíîòî÷å÷íûõ ðàñ-

ïðåäåëåíèé çàäàííîãî è àññîöèèðîâàííîãî ñ íèì ñëó÷àéíûõ ïîëåé.
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Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü Q
(1)
ξ =

{
qx̄t , x̄ ∈ XZd\{t}, t ∈ Zd

}
� îäíîòî÷å÷íîå óñëîâíîå

ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîãî ïîëÿ (ξt), è Q̂
(1)
η =

{
q̂ȳt , ȳ ∈ Y Zd\{t}, t ∈ Zd

}
� îäíîòî-

÷å÷íîå óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîãî ïîëÿ (ηt), àññîöèèðîâàííîãî ñ ïîëåì

(ξt) ïîñðåäñòâîì îòîáðàæåíèÿ φ è ñîâîêóïíîñòè ðàíäîìèçàöèé R. Òîãäà

(3.5) q̂ȳt (y) = R
φ(y)
t (y) · qx̄t (φ (y)) , y ∈ Y,

ȳ ∈ φ−1
Zd\{t} (x̄), x̄ ∈ XZd\{t}, t ∈ Zd.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 3.1, äëÿ âñåõ y ∈ Y ìîæåì íàïèñàòü

q̂ȳt (y) = lim
V ↑Zd\{t}

PV ∪{t} (ηt = y; ηs = ȳs, s ∈ V )

PV (ηs = ȳs, s ∈ V )
=

= lim
V ↑Zd\{t}

R
φ(y)
t (y) ·

∏
s∈V

R
φ(ȳs)
s (ys) · PV ∪{t} (ξt = φ (y) , ξs = x̄s, s ∈ V )∏

s∈V

R
φ(ȳs)
s (ys) · PV (ξs = x̄s, s ∈ V )

=

= R
φ(y)
t (y) · qx̄t (φ (y)) ,

ïðè ȳ ∈ φ−1
Zd\{t} (x̄), x̄ ∈ XZd\{t}, t ∈ Zd. �

Îäíîðîäíîñòü è ýðãîäè÷íîñòü àññîöèèðîâàííîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ. Ïðè-

âåäåì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ àññîöèèðîâàííîå ñëó÷àéíîå ïîëå áóäåò îäíîðîäíûì

ýðãîäè÷åñêèì ïîëåì.

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü (ξt) � îäíîðîäíîå ýðãîäè÷åñêîå ñëó÷àéíîå ïîëå è (ηt) �

ñëó÷àéíîå ïîëå, àññîöèèðîâàííîå ñ (ξt) ïîñðåäñòâîì îäíîðîäíîé ñîâîêóïíîñòè

ðàíäîìèçàöèé R. Òîãäà àññîöèèðîâàííîå ñëó÷àéíîå ïîëå (ηt) ÿâëÿåòñÿ îäíîðîä-

íûì ýðãîäè÷åñêèì ñëó÷àéíûì ïîëåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî (ηt) ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ñëó÷àéíûì ïîëåì.

Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû òåîðåìû 3.1 è îäíîðîäíîñòü ñîâîêóïíîñòè ðàíäîìèçàöèé

R, äëÿ âñåõ V ⊂ Zd è a ∈ Zd ìîæåì íàïèñàòü

P (ηt = yt, t ∈ V ) =
∏
t∈V

Rxt (yt) · P (ξt = xt, t ∈ V ) =

=
∏
t∈V

Rxt (yt) · P (ξt+a = xt, t ∈ V ) = P (ηt+a = xt, t ∈ V ) ,
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ãäå xt ∈ X, yt ∈ Y , t ∈ V . Äàëåå, ñ ó÷åòîì ýðãîäè÷íîñòè ñëó÷àéíîãî ïîëÿ (ξt),

äëÿ âñåõ V,Λ ∈ W èìååì

lim
n→∞

1
|In|

∑
k∈In

P ({ηt = yt, t ∈ V } ∩ {ηs+k = ws, s ∈ Λ}) =

= lim
n→∞

1
|In|

∑
k∈In

∏
t∈V

Rφ(yt) (yt)
∏
s∈Λ

Rφ(ws) (ys)P ({ξt = φ (yt) , t ∈ V } ∩ {ξs+k = φ (ws) , s ∈ Λ}) =

=
∏
t∈V

Rφ(yt) (yt)P (ξt = φ (yt) , t ∈ V ) ·
∏
s∈Λ

Rφ(wt) (ys)P (ξs = φ (ws) , s ∈ Λ) =

= P (ηt = yt, t ∈ V )P (ηs = ws, s ∈ Λ) ,

ãäå In � êóá ñî ñòîðîíîé n è yt, ws ∈ Y , t ∈ V , s ∈ Λ. �

Àññîöèèðîâàííûå ìàðòèíãàë-ðàçíîñòíûå ñëó÷àéíûå ïîëÿ. Ïðèâåäåì óñëî-

âèÿ, ïðè êîòîðûõ àññîöèèðîâàííîå ñëó÷àéíîå ïîëå áóäåò ìàðòèíãàë-ðàçíîñòíûì.

Òåîðåìà 3.4. Ïóñòü (ξt) � ñëó÷àéíîå ïîëå ñ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì X, (ηt)

� ñëó÷àéíîå ïîëå ñ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì Y , àññîöèèðîâàííîå ñ ïîëåì (ξt)

ïîñðåäñòâîì îòîáðàæåíèÿ φ è ñîâîêóïíîñòè ðàíäîìèçàöèé R. Åñëè äëÿ âñåõ

x ∈ X è t ∈ Zd

(3.6)
∑

y∈φ−1(x)

y ·Rx
t (y) = 0,

òîãäà ñëó÷àéíîå ïîëå (ηt) ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãàë-ðàçíîñòíûì ñëó÷àéíûì ïîëåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Q
(1)
ξ =

{
qx̄t , x̄ ∈ XZd\{t}, t ∈ Zd

}
� îäíîòî÷å÷íîå óñëîâ-

íîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîãî ïîëÿ (ξt). Ïîñêîëüêó ñëó÷àéíîå ïîëå (ηt) àññî-

öèèðîâàíî ñî ñëó÷àéíûì ïîëåì (ξt), òî, â ñèëó òåîðåìû 3.2, åãî îäíîòî÷å÷íûå

óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè èìåþò âèä

q̂ȳt (y) = Rx
t (y) q

x̄
t (x) , y ∈ φ−1 (x) , x ∈ X,

ȳ ∈ φ−1
Zd\{t} (x̄), x̄ ∈ XZd\{t}, t ∈ Zd. Âû÷èñëèì óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-

íèå ñëó÷àéíîãî ïîëÿ (ηt). Èìååì

M
(
ηt
/
ηs = ȳs, s ∈ Zd\ {t}

)
=
∑
y∈Y

y · q̂ȳt (y) =

=
∑
x∈X

∑
y∈φ−1(x)

y ·Rφ(y)
t (y) q

φ(ȳ)
t (φ (y)) =

∑
x∈X

qx̄t (x)
∑

y∈φ−1(x)

y ·Rx
t (y) = 0,
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äëÿ âñåõ ȳ ∈ φ−1
Zd\{t} (x̄), x̄ ∈ XZd\{t}, t ∈ Zd. Ñëåäîâàòåëüíî,

M
(
ηt
/
ηs, s ∈ Zd\ {t}

)
= 0.

�

Â ñëó÷àå ñîâîêóïíîñòè ðàâíîìåðíûõ ðàíäîìèçàöèé, óñëîâèå (3.6) óïðîùàåòñÿ.

Ñëåäñòâèå 3.1. Ïóñòü (ξt) � ñëó÷àéíîå ïîëå ñ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì X,

(ηt) � ñëó÷àéíîå ïîëå ñ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì Y , àññîöèèðîâàííîå ñ ïîëåì

(ξt) ïîñðåäñòâîì îòîáðàæåíèÿ φ è ñîâîêóïíîñòè R ðàâíîìåðíûõ ðàíäîìèçàöèé.

Åñëè îòîáðàæåíèå φ è ìíîæåñòâî Y òàêîâû, ÷òî

(3.7)
∑

y∈φ−1(x)

y = 0, äëÿ âñåõ x ∈ X,

òîãäà ñëó÷àéíîå ïîëå (ηt) ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãàë-ðàçíîñòíûì ñëó÷àéíûì ïîëåì.

Îòìåòèì, ÷òî ñîâîêóïíîñòü ðàâíîìåðíûõ ðàíäîìèçàöèé, îïðåäåëÿåìûõ ïî (3.4),

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 3.3. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ àññîöèèðîâàííûõ ñëó-

÷àéíûõ ïîëåé ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå èç ÖÏÒ.

Ñëåäñòâèå 3.2. Ïóñòü (ξt) � îäíîðîäíîå ýðãîäè÷åñêîå ñëó÷àéíîå ïîëå ñ ôàçî-

âûì ïðîñòðàíñòâîì X, (ηt) � ñëó÷àéíîå ïîëå ñ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì Y ,

àññîöèèðîâàííîå ñ (ξt) ïîñðåäñòâîì îòîáðàæåíèÿ φ è ñîâîêóïíîñòè R ðàâíî-

ìåðíûõ ðàíäîìèçàöèé. Åñëè îòîáðàæåíèå φ è ìíîæåñòâî Y óäîâëåòâîðÿþò

óñëîâèþ (3.7), òîãäà äëÿ (ηt) ñïðàâåäëèâà ÖÏÒ.

Àññîöèèðîâàííûå ãèááñîâñêèå ìàðòèíãàë-ðàçíîñòíûå ñëó÷àéíûå ïî-

ëÿ. Ïðèìåíèì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ê ãèááñîâñêèì ñëó÷àéíûì ïîëÿì. Ïðåæäå

âñåãî ïîêàæåì, ÷òî ñëó÷àéíîå ïîëå, àññîöèèðîâàííîå ñ ãèááñîâñêèì ñëó÷àéíûì

ïîëåì, òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãèááñîâñêèì.

Òåîðåìà 3.5. Ïóñòü (ξt) � ãèááñîâñêîå ñëó÷àéíîå ïîëå. Òîãäà àññîöèèðîâàííîå

ñ íèì ñëó÷àéíîå ïîëå (ηt) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãèááñîâñêèì ñëó÷àéíûì ïîëåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P � ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîãî ïîëÿ (ξt), êîìïîíåíòû

êîòîðîãî ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ â ìíîæåñòâå X. Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ ãèááñîâ-

ñêîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ, åãî êàíîíè÷åñêèå îäíîòî÷å÷íûå óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè
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èìåþò âèä

(3.8) qx̄t (x) = lim
V ↑Zd\{t}

PV ∪{t} (xx̄V )

PV (x̄V )
,

ïðè÷åì qx̄t (x) > 0, x ∈ X è ñõîäèìîñòü â (3.8) ðàâíîìåðíà ïî x̄, x̄ ∈ XZd\{t}, ò.å.

äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî áîëüøîå V0 ∈ W , òàêîå, ÷òî

sup
x̄∈XZd\{t}

∣∣∣∣qx̄t (x)− PV ∪{t} (xx̄V )

PV (x̄V )

∣∣∣∣ < ε,

äëÿ âñåõ V , òàêèõ, ÷òî V0 ⊂ V .

Ïóñòü êîìïîíåíòû ñëó÷àéíîãî ïîëÿ (ηt), àññîöèèðîâàííîãî ñ (ξt) ïîñðåäñòâîì

ñîâîêóïíîñòè ðàíäîìèçàöèé R =
{
Rt, t ∈ Zd

}
, ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ â ìíîæåñòâå

Y . Ïîêàæåì, ÷òî (ηt) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãèááñîâñêèì ñëó÷àéíûì ïîëåì. Ïîíÿòíî,

÷òî åñëè ïîëå (ξt) � ïîëîæèòåëüíî, òîãäà è àññîöèèðîâàííîå ñ íèì ñëó÷àéíîå

ïîëå (ηt) òàêæå áóäåò ïîëîæèòåëüíûì. Äàëåå ïîêàæåì, ÷òî ïðåäåëû

q̂ȳt (y) = lim
V ↑Zd\{t}

P̂V ∪{t} (yȳV )

P̂V (ȳV )
, y ∈ Y, t ∈ Zd,

ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî ïî ȳ, ȳ ∈ Y Zd\{t}. Âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé 3.1 è ñîîò-

íîøåíèåì (3.5), ìîæåì çàïèñàòü

sup
ȳ∈Y Zd\{t}

∣∣∣∣∣q̂ȳt (y)− P̂V ∪{t} (yȳV )

P̂V (ȳV )

∣∣∣∣∣ =
= sup

x̄∈XZd\{t}

sup
ȳ∈φ−1

Zd\{t}
(x̄)

∣∣∣∣∣Rφ(y)
t (y) · qx̄t (x)−

R
φ(y)
t (y)R

φ(ȳV )
V (ȳV )PV ∪{t} (xx̄V )

R
φ(ȳV )
V (ȳV )PV (x̄V )

∣∣∣∣∣ =
= R

φ(y)
t (y) · sup

x̄∈XZd\{t}

∣∣∣∣qx̄t (x)− PV ∪{t} (xx̄V )

PV (x̄V )

∣∣∣∣ < ε,

ãäå x = φ (y), y ∈ Y è t ∈ Zd. �

Ïðèâåäåì óñëîâèÿ íà ïîòåíöèàë, ïðè êîòîðûõ ãèááñîâñêîå ñëó÷àéíîå ïîëå,

îòâå÷àþùåå ýòîìó ïîòåíöèàëó, áóäåò ìàðòèíãàë-ðàçíîñòíûì.

Òåîðåìà 3.6. Ïóñòü ãèááñîâñêîå ñëó÷àéíîå ïîëå (ηt) ñ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì

Y çàäàåòñÿ ïîòåíöèàëîì Φ. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå Π ìíîæåñòâà Y
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(Y =
n∪

k=1

Yk, Yi ∩ Yj = Ø, i ̸= j), òàêîå, ÷òî

(3.9)
∑
y∈Yk

y = 0, k = 1, n.

Åñëè ïîòåíöèàë Φ ïðèíèìàåò ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ íà ýëåìåíòàõ ðàçáèåíèÿ

Π, ò.å. äëÿ âñåõ V ∈ W

(3.10) ΦV ∪{t} (ytyV ) = Φk (yV ) , yt ∈ Yk, t ∈ Zd, k = 1, n,

òîãäà ãèááñîâñêîå ñëó÷àéíîå ïîëå (ηt) ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãàë-ðàçíîñòíûì ñëó÷àé-

íûì ïîëåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè äàííûõ óñëîâèÿõ ïîòåíöèàëüíàÿ

ýíåðãèÿ ïðèíèìàåò ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ íà ýëåìåíòàõ ðàçáèåíèÿ Π. Äåéñòâè-

òåëüíî, ïóñòü y ∈ Yk. Òîãäà

U ȳ
t (y) =

∑
V ∈W (Zd\{t})

ΦV ∪{t} (ytyV ) =
∑

V ∈W (Zd\{t})

Φk (yV ) = U ȳ
t,k,

äëÿ âñåõ k = 1, n, ȳ ∈ Y Zd\{t}, t ∈ Zd. Äàëåå, äëÿ âñåõ y ∈ Yk ìîæåì íàïèñàòü

qȳt (y) =
exp

{
U ȳ
t (y)

}∑
z∈Y

exp
{
U ȳ
t (z)

} =
exp

{
U ȳ
t,k

}
∑
z∈Y

exp
{
U ȳ
t (z)

} = qȳt,k, k = 1, n.

Òîãäà äëÿ âñåõ ȳ ∈ Y Zd\{t}, t ∈ Zd

M
(
ηt
/
ηs = ȳs, s ∈ Zd\ {t}

)
=
∑
y∈Y

y · qȳt (y) =
n∑

k=1

∑
y∈Yk

y · qȳt (y) =
n∑

k=1

qȳt,k
∑

y∈Yk

y = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

M
(
ηt
/
ηs, s ∈ Zd\ {t}

)
= 0.

�

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ãèááñîâñêèå ñëó÷àéíûå ïîëÿ ñ ñèììåòðè÷íûì îòíî-

ñèòåëüíî íóëÿ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì è ÷åòíûì ïîòåíöèàëîì óäîâëåòâîðÿþò

óñëîâèÿì òåîðåìû 3.6.

Òåïåðü ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû 2.1 äëÿ ãèááñîâñêèõ

ìàðòèíãàë-ðàçíîñòíûõ ïîëåé ïðè áîëåå îáùèõ óñëîâèÿõ íà ïîòåíöèàë.

68



ÏÐÈÍÖÈÏ ÐÀÍÄÎÌÈÇÀÖÈÈ Â ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÈ ÌÍÎÃÎÌÅÐÍÛÕ ÌÀÐÒÈÍÃÀËÎÂ

Ñëåäñòâèå 3.3. Ïóñòü (ηt) � îäíîðîäíîå ýðãîäè÷åñêîå ãèááñîâñêîå ñëó÷àéíîå

ïîëå ñ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì Y , îòâå÷àþùåå ïîòåíöèàëó Φ, ïðè÷åìMη20 > 0.

Åñëè ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå Π ìíîæåñòâà Y , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (3.9),

à ïîòåíöèàë Φ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (3.10), òîãäà äëÿ äàííîãî ïîëÿ ñïðàâåä-

ëèâà ÖÏÒ.

Ñëåäñòâèå 3.4. Ïóñòü (ηt) � îäíîðîäíîå ýðãîäè÷åñêîå ãèááñîâñêîå ñëó÷àéíîå

ïîëå ñ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì Y , îòâå÷àþùåå ïîòåíöèàëó Φ ñ êîíå÷íûì ðà-

äèóñîì äåéñòâèÿ òàêîå, ÷òî Mη20 > 0. Åñëè ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå Π ìíîæå-

ñòâà Y , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (3.9), à ïîòåíöèàë Φ óäîâëåòâîðÿåò óñëî-

âèþ (3.10), òîãäà äëÿ äàííîãî ïîëÿ ñïðàâåäëèâà ËÏÒ.

Abstract.A general approach to the construction of multidimensional martingales is

developed. The obtained results allow considerably extend the range of applicability

of the martingale method to the theory of random �elds, especially to the theory of

limiting distributions of Gibbs random �elds.
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